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GEOMETRIE  ANALYTIQUE. 


Bt7 


âvant-propos. 


L'ouvrage  que  nous  offrons  au  public  est  le  fruit 
de  nos  études  de  prédilection  et  des  leçons  que  nous 
donnons  aux  élèves  du  cours  supérieur  de  mathé- 
nialiques.  Il  comprend  d'abord  les  éléments  de  la 
Trij^onométrie  rectiligne  et  de  la  Trigonométrie 
sphérique,  qui  sont  indispensables  à  l'étude  de  la 
Géométrie  analytique. 

Celle-ci  contient  troîs  nouvelles  théories  de  la  plus 
haute  importance  : 

i*^  La  théorie  générale  des  foyers  et  des  circonfé- 
rences focales; 

2"  Celle  des  diamètres  et  des  diamètres  conjugués; 
3»  La  théorie  générale  des  asymptotes. 

Ces  théories  ont  déjà  reçu  une  certaine  sanction 
dans  la  pratique  de  l'enseignement  et  l'approbation 
des  hommes  compétents  des  corps  sàv-anls. 


II  AVAINÏ-PROPOS. 

Nous  avons  eu  recours  au  Traité  des  sections 
coniques  par  M.  Chasles  pour  les  propriétés  anhar- 
moniques. 

Il  n'est  plus  permis  aujourd'hui  de  se  dispenser 
des  notations  abrégées  dans  l'élude  des  propriétés 
des  courbes,  qui  doivent  être  recherchées  à  la  fois 
au  moyen  de  leurs  équations  en  coordonnées  carié- 
siennes,  trilinéaires  et  tangentielles. 

Les  courbes  enveloppes  et  les  polaires  réciproques 
ont  été  traitées  avec  tous  les  développements  qu'exi- 
gent des  matières  d'un  intérêt  aussi  puissant. 

Les  progrès  récents  de  l'Algèbre,  exposés  dans  les 
ouvrages  de  M.  Salmon,  qui  nous  ont  été  très-utiles, 
ont  donné  naissance  à  de  nouvelles  théories  en 
Géométrie  analytique,  et  celles-ci  reçoivent  déjà  les 
applications  les  plus  sérieuses. 

Des  exercices  nombreux  et  bien  choisis  se  trou- 
vent à  la  fin  de  chaque  théorie. 

Nous  nous  sommes  efforcé  d'élever  cet  ouvrage  au 
niveau  de  la  science  par  les  méthodes  les  plus  sim- 
ples, afin  d'en  faciliter  l'étude  à  la  jeunesse  et  de 
propager  ainsi  l'une  des  plus  belles  branches  des 
sciences  mathématiques. 
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TRIGOISOMETRIE  RECTILIGNE. 
CHAPITRE  I. 

•bjet  de  la  trigonométrie. 

1.  La  trigonométrie  a  pour  objet  la  résolution  des 
triangles. 

La  trigonométrie  rectiîigne  s'occupe  des  triangles  recti- 
lignes  et  la  trigonométrie  sphériqiie  des  triangles  spliëri- 
ques.  Nous  étudierons  d'abord  les  triangles  rectilignes. 

Il  y  a  six  quantités  essentielles  à  considérer  dans  un 
triangle  :  les  trois  côtés  et  les  trois  angles.  Trois  quelcon- 
ques de  ces  quantités  étant  données  ou  connues,  on  peut 
toujours  déterminer  les  trois  autres,  excepté  dans  le  cas 
où  l'on  donne  les  trois  angles. 

On  peut  encore  considérer  dans  un  triangle,  outre  les 
trois  côtés  et  les  trois  angles  :  1°  les  trois  hauteurs;  2°  les 
trois  bissectrices;  3°  les  trois  médianes;  ^^  le  rayon  du 
cercle  circonscrit;  o°  le  rayon  du  cercle  inscrit,  e(c...  Trois 
quelconques  de  ces  différentes  quantités  étant  données,  on 
peut  également  se  proposer  de  calculer  et  de  déterminer 
les  éléments  essentiels  du  triangle. 
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Défluitions  des  lignes  trlgonométrlques  et  relations  qui 
existent  entre  elles. 

».  Soit  une  circonférence  de  cercle  ADA'D'  de  rayon 

AC  =  R,     et    soit    un 
'^"  *■  arc  quelconque  AM  =  a 

(fîg.  \)  moindre  que  le 
quart  de  la  circonférence 
ou  moindre  qu'un  qua- 
drant. 

On  nomme  sinus  de 
l'arc  a  ou  de  l'angle  ACM, 
dont  «et  arc  est  la  me- 
sure, la  perpendiculaire 
MP  abaissée  de  l'une  des 
extrémités  M  de  cet  arc 

sur  le  diamètre  ACA',  qui  passe  par  l'autre  extrémité  A; 

de  sorte  que  l'on  a 
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ou,  par  abréviation, 


smus  a 


MP  =  sin  a. 


La  tangente  de  l'arc  a  est  la  portion  de  la  tangente  de- 
puis le  point  de  contact  A  jusqu'au  point  de  rencontre  T 
avec  le  diamètre  qui  passe  par  l'autre  extrémité  M.  Donc, 

AT  =  tangente  a 

ou  AT  =  tang  a  ou,  plus  simplement  encore,  AT  =  tg  a. 
La  sécante  de  l'arc  a  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rec- 
tangle dont  la  tangente  et  le  rayon  qui  passe  par  le  point 
de  contact  sont  les  deux  côtés  de  l'angle  droit;  on  a 

CT  =  sécante  a  ou  CT  ==  sec  a. 

Le  sinus,  la  tangente,  la  sécante,  l'arc  et  le  rayon  du 
cercle  sont,  pour  ainsi  dire,  les  seules  lignes  que  l'on  ait  à 
examiner  en  trigonométrie. 
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3.  Soit  le  diamclrc  DCD'  perpendiculaire  à  ACA',  de 
sorte  que  l'arc  AMD  =  un  quadrant.  On  nomme  complé- 
ment d'un  arc  AM,  l'arc  xMD  qu'il  faut  ajouter  à  cet  arc 
pour  avoir  un  quadrant;  et  complément  d'un  angle  ce  qu'il 
faut  ajouter  à  cet  angle  pour  avoir  un  angle  droit.  Mais 
l'arc  MD  a  aussi  son  sinus  qui  est  MQ;  conformément  à  la 
définition  qui  précède,  on  a  donc  : 

iMQ  =  PC=sinusdeMD. 

Comme  l'arc  MD  est  le  complément  de  l'arc  AM  =  a,  il 
vient  PC  =  sinus  du  complément  de  a,  et,  par  abrévia- 
tion : 

PC  =  CD  sinus  a 

ou  bien  encore  PC  =  ces  a. 

Le  cosinus  de  l'arc  AM  est  la  distance  comprise  depuis 
le  pied  P  du  sinus  jusqu'au  centre  C. 
De  même,  DS  =  tangente  du  complément  de  a 

ou  DS  ::=  co  —  tangente  a  =  cet  a, 

et  es  =  sécante  du  complément  de  a  =  coséc  a. 

Les  distances  AP,  DQ  prennent  aussi  les  noms  de  sinus 
verse  et  de  cosinus  verse  de  a.  On  voit  que 

sinus  verse  de  a  =  R  —  ces  a 
et  cosinus  verse  de  a  =  R  —  sin  a. 

4.  Les  triangles  rectangles  semblables  MPC,  TAC  don- 
nent : 

MP  -+-Cp'  =  CM 

ou  sin^a -Hcos^a  =  R^ (1)^ 

PC  :  PM  =  AC  :  AT, 

cos  a  ;  sina  =  R  :  tg  a; 

PC  :  CM  =  AC  :  CT, 

cos  a  :  R  =  R  :  sec  G  ; 
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d'où  Ton  tire:  .  Rsina 

tg  a  = (2) , 

cos  a 

séca== •     (3). 

cos  a 

On  a  aussi  dans  le  triangle  rectangle  CAT  : 

2  2  2 

AC  -4-  AT  =  CT  , 

R2  H-  tg*  a  =  sec*  a (4). 

Les  triangles  rectangles  semblables  CMQ  et  CSD  donnent  : 

1"  CQ:MQ  =  CD:DS 

ou  sin  a  :  cos  a  =  R  ;  colg  a; 

2°  CQ  :  CM  =  CD  :  CS 

ou  sin  a  :  R  =  R  :  coséc  a. 

Ces  proportions  fournissent  les  formules  : 

R  cos  a 

cotga=— : (5) 

sin  o 


R* 

cosec  a  = (6). 

sin  a 

Le  triangle  rectangle  CSD  donne  : 

CD  +Ds'  =  cs'» 

c'est-à-dire,  R* -+- cotg*  a  =  coséc^  a (7). 

Les  deux  triangles  PMC  et  ATC  fournissent  encore 
CT  :  CM  =  AC  :  CP      ' 

^^  V/R*-t-tg*a:R  =  R:cosa, 

R* 

cos  a  =  —         (8) 

l/R*  +  tg*  a 
et  CT  :  CM  =  AT  :  MP 
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OU 


V/R*  -♦-  tg*  a  :  R  =  tg  a  :  sin  a, 


Rtga 
sin  a  =  —  - (9). 

l/R^  +  tg^  a 

Le  rayon  du  cercle  et  Tune  quelconque  de  ces  lignes 
trigonométriques  étant  connus,  ces  formules  font  connaître 
toutes  les  autres. 

5.  On  divise  ordinairement  la  circonférence  en  360  par- 
ties égales  qu'on  nomme  derjré,  chaque  degré  en  60  mi- 
nutes et  chaque  minute  en  60  secondes,  etc... 

Lorsque  l'arc  passe  par  tous  les  états  de  grandeur  pos- 
sibles depuis  0°  jusqu'à  360"  ou  une  circonférence  entière, 
les  lignes  trigonométriques  précédentes,  le  sinus,  le  cosinus, 
la  tangente,  etc.,  acquièrent  certaines  valeurs  correspon- 
dantes que  nous  allons  rechercher. 

Le  sinus  grandit  avec  l'arc  depuis  0°  jusqu'à  un  qua- 
drant ou  90°.  Si  l'arc  est  nul ,  le  sinus  est  aussi  nul  et 

l'on  a  : 

sin  G"  =  0. 

Lorsque  l'arc  AM  =  i  quadrant,  le  triangle  rectangle 
MPC  est  isoscèle  et  Ton  a  : 

sin^  45°  -+-  ces'  45°  =  R^ 
ou  2  sin^  45°  =  K^ 

R         R\/2 

510  45°  =  ^^=— 7--; 

sin  (90°  —  a)  =  cosa, 
sin90°  =  R, 

valeur  maximum  du  sinus. 

A  partir  d'un  quadrant,  le  sinus  diminue  à  mesure  que 
l'arc  augmente  et  repasse  par  les  mêmes  états  de  grandeur 
jusqu'à  zéro,  qui  est  le  sinus  d'une  demi -circonférence. 

sin  (90°  -t-  a)  =  sin  (90°  —  a)  =  ces  a. 
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On  a,  en  effet,  en  désignant  l'arc  MD  par  a 

DM  =  PN .  et    NP'  =  MP  =  sin  (90"  —  a)  =  cos  a. 

Le  supplément  d'un  arc  est  l'arc  qu'il  faut  ajouter  au 
premier  pour  valoir  une  demi-circonférence;  de  même,  le 
supplément  d'un  angle  est  l'angle  que  l'on  doit  ajouter  au 
premier  pour  avoir  deux  angles  droits.  L'arc  A'N  est  le 
supplément  de  ADN,  et  comme  NP'  =  MP,  il  vient  : 

sin  (180" — a)  =  sin  a, 

sin  180°  =  0, 

sin  (180"  -H  a)  =  —  sin  (180°  —  a)  =  —  sin  a, 

sin  270"=  — R, 

sin  (360°  —  a)  =  —  sin  a , 

sin  360°  =  0. 

Si  nous  désignons  par  C  une  demi-circonférence  et  par  n 
un  nombre  entier,  il  viendra  : 

sin  «C  =  0, 

C 

sin(2w-+-  'I)-  =  ±R. 

Si  l'arc  est  nul,  le  cosinus  est  égal  au  rayon.  On  a  donc  : 
cos  0°  =  R. 

A  mesure  que  l'arc  augmente  depuis  zéro  jusqu'à  un 

quadrant,  le  cosinus  diminue  depuis  le  rayon  jusqu'à  zéro; 

de  sorte  que 

ces  90°  =  0. 

Lorsque  l'arc  dépasse  un  quadrant,  le  cosinus  devient 
négatif  et  reste  négatif  dans  le  deuxième  quadrant. 

cos  (90°  -^  a)  =  —  COS  (90°  —  a)  =  —  sin  a, 

ce  qu'il  est  facile  de  démontrer. 
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cos  (1 80"  —  o)  =  —  cos  a , 

€08  180"=— R, 

008(180°  -+-  o)  =  cos(180°— a)  =  — cosa, 

cos  270°  =  0, 

008(560°—  a)  =cosa, 

cos  560°  =  R, 

cosnC  =  ±R, 

C 

cos  (2n  -+-  J)  — =  0. 

Connaissant  les  valeurs  des  sinus  et  des  cosinus  pour 
tous  les  ares  depuis  0°  jusqu'à  360°,  les  formules  qui  pré- 
cèdent font  connaître  les  autres  lignes  Irigonométriques, 
les  tangentes,  les  sécantes,  etc.,  de  ces  mêmes  arcs. 

Ainsi, 

tg    0°  =  0, 

fg4o°  =  R, 

tg  90°  =  c»  , 
lg(l80°— a)  =  — tga,     tgl80°=0, 
lg(180°-f- a)  =  tga,         tg;270°  =  oc, 
tg  (560°  —  a)  =  —  tg  a ,     tg  560°  =  0. 

Pour  des  arcs  plus  grands  qu'une  circonférence,  les  tan- 
gentes repassent  par  les  mêmes  états  de  grandeur  que 
précédemment. 

6.  Connaissant  les  sinus  et  les  cosinus  des  deux  arcs  a 
et  h,  chercher  les  sinus  et  les 
cosinus  de  leur  somme  et  de  leur 
différence. 

Soient  les  arcs 

AM  =  a,  EM  =  DM  =  6, 

MP  =  sina,  CP  =  cos  a, 
DI  =  siri  b,  Cl  =  cos  6. 

Comme  Tare 

AD  =  a  -t-  6  et  AE  =  a  —  h, 


Fig    2. 


A  UPS 
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on  a  : 

DK  =  sin  (a  -t-  6) ,     CK  ==  cos  (a  -4-  6) , 

EQ=sin(a— 6),     CQ  =  cos  (a  —  6). 

Pour  calculer  ces  lignes,  on  a  : 

DK  =  DN  -+-  IS. 

Les  deux  triangles  DIN  et  MPC  ayant  leurs  côtés  res- 
pectivement perpendiculaires  sont  semblables  et  donnent  : 

DN  :  CP  =  DI  :  CM 

ou  DN  :  cos  a  =  sin  b  :  R. 

Les    deux   triangles   équiangles    MPC;    ISC   donnent 

aussi  : 

IS:MP  =  CI:CM 

ou  IS  :  sin  «  =  cos  6  :  R. 

On  a  donc  pour  DK  ou  sin  (a-t-b)  : 

R  sin  (a  -4-  6)  =  sin  a  cos  6  -+-  sin  6  cos  a    .     .     (/")  ; 

de  même,  CK:  =  CS  — IN. 

On  a  par  les  triangles  semblables  MPC,  ISC  les  propor- 
tions : 

es  :  CP  =  CI  :  CM 

ou  es  :  cos  a  =  cos  6  :  R 

et,  par  les  triangles  semblables  DIN,  MPC  : 

IN  :  MP  =  DI  :  CM 
ou  IN  :  sin  a  =  sin  6  :  R. 

En  remplaçant  ces  valeurs  de  CS  et  de  IN  dans  l'expres- 
sion de  CK,  on  trouve  : 

R  cos  (a  -4-  6)  =  cos  a  cos  6  —  sin  a  sin  6    •     .     (^f). 
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On  a  pour  £Q  ou  sin  (a  —  6)  : 

EQ  =  IS— IH  =  IS  — DN, 

à  cause  de  régalité  des  triangles  rectangles  DIN,  KIII  qui 
ont  l'hypoténuse  égale  cl  les  angles  égaux. 

En  remplaçant  IS  et  DN  par  leurs  valeurs  tirées  des 
proportions  précédentes ,  il  vient  : 

R  sin  (a  —  6)  =  sin  a  cos  6  —  sin  6  cos  a     .     .     (/). 

On  a  de  ménie  pour  cos  (a  —  6)  : 

CQ  =  es  -+-  EH  =  es  -+-  IN 

et,  en  substituant  les  valeurs  fournies  parles  deux  dernières 
proportions  : 

R  cos  (a  —  6)  =  cos  a  cos  6  -t-  sin  a  sin  6   .     .     [k). 

Telles  sont  les  quatre  formules  fondamentales  de  la  tri- 
gonométrie rectiligne.  Si  le  rayon  du  cercle  est  égal  à 
l'unité,  elles  deviennent  : 

sin  (a  -+-  6)  =  sin  a  cos  b  -t-  sin  h  cos  a , 
sin  (a  —  ^)  ==  sin  a  cos  6  —  sin  6  cos  a, 
cos  (a  -+-  6)  =  cos  a  cos  6  —  sin  a  sin  6, 
cos  (a  —  b)  =  cos  a  cos  b  -f-  sin  a  sin  6. 

Les  arcs  a  et  6  étant  quelconques,  peuvent  être  égaux; 
ce  qui  donne  pour  la  première  : 

sin  2a  =  2  sin  a  cos  a, 

qui  est  la  relation  entre  le  sinus  de  l'arc  double  et  le  sinus 
et  le  cosinus  de  l'arc  simple,  ou  bien  encore 

.    a        a 
sin  a  =  2  sm  — cos  -  • 
2        2 


10  PREMIÈRE    PARTIE. 

Il  vient  de  même  pour  la  troisième  : 

cos  2a  =  cos^  a  —  sin^  a. 
En  éliminant  successivement  sin^a  et  cos'^a,  on  ob- 


tient 


i  -^  cos  2a  =  2  cos^  a, 
1  —  cos  2a  =  2  sin*  a, 


cos  a  =  V/ 
sin  a  =  yJ 
et  enfin  tg  a  =  y  - 


i 

-t- 

cos 

2a 

2 

1 

cos 

2a 

2 

M 

cos 

2a 

i  -t-  cos  2a 

Ces  formules  font  connaître  le  cosinus  d'un  arc  double 
quand  on  connaît  soit  le  sinus  ou  le  cosinus  simple,  et  réci- 
proquement. 

Le  rayon  étant  1,  on  a  : 

a  a 

sm^ — h  cos^-  =  \, 

2  2        ' 

2sin-  cos  -=  sin  a. 

2        2 

En  ajoutant,  retranchant  et  extrayant  chaque  fois  la 
racine  carrée  de  chaque  membre,  il  vient  : 

a        .    a 


cos — H  sin  —  =  i/l  -+-  sin  a. 
2  2 


a        .a 


cos- —sin -=  V\  — sin  a; 
2  2 

d'où  cos- = -\/l  -f- sin  a -4- -  l/l — sin  a, 

2       2  2 

,    a       d    / 1      

S'"*  «  =  t;  «^  1  -♦-  sin  a  —  \^V\  —  sin  a. 
2       2  2 
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On  prend  le  signe  positif  pour  le  second  radical  de  la 
valeur  de  cos  ^,  parce  que  cette  formule  doit  être  vraie 
pour  une  valeur  quelconque  de  l'arc  |  et,  par  conséquent, 
quand  cet  arc  est  nul,  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  si  Ton  pre- 
nait le  signe  — . 

7.  Un  côté  quelconque  d'un  polygone  régulier  est  un 
double  sinus. 

Ainsi,  la  moitié  du  côté  de  l'hexagone  régulier,  qui  est 
égal  à  la  moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit,  est  le  sinus 
de  l'arc  de  50°;  de  sorte  que  l'on  a  : 

sin  50"  =  -  =  cos  60°; 
2 

d  ou  cos  50"  = ==  sm  60  . 

De  même,  la  moitié  du  côté  du  décagone  régulier  cir- 
conscrit, qui  a  pour  expression 

7(1/5-0. 

4 
est  le  sinus  de  l'arc  de  18";  de  manière  que  l'on  a  aussi  : 

sin  d  8"  =  - (1/5  —  0  =  COS  72" 

R  I  / ~ 

et  cosi8°=  -KiO -t-2ï/5  =  sin72". 

4 

Substituant  la  valeur  de  sin  18"  dans  la  formule  sin  ^  en 
fonction  de  sin  a,  on  trouve  ; 

sin  9"  =  i  1/5  -+- 1/5 —-  1/5—1/5, 
4  4 

le  rayon  étant  égal  à  l'unité. 
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Connaissant  le  sinus  et  le  cosinus  de  18°,  on  trouve 
cos36"=cosM8''  — sinM8« 

ou  cos  06°  =^  -  (1  -t-  1/5)  =  sin  54" . 

Cette  dernière  valeur  fera  connaître 

sin27''  =  -(l/5  -t-V/5    —-Vz—\/E, 

et  sin36°  =  -M0  — 2  V^S; 

4 

de  sorte  qu'on  pourra  former  le  tableau  suivant  : 

sin    9°  =  cos81''  =  7|/3+l/5— 7  1^5  —  1/5, 
4  4 

sini8°  =  cos72''  =  -(— d  +  I/5), 

sin  27"  =  cos  65°  =  ^  I/5  -f- 1/5  —  -^  1^3  —  V^B, 
4  4 

sin  56°  =  cos  54°  =-  MO  —  2  l/B , 

4 

1         y- 

sin/i5°  =  cos45°  =  -l/2, 

2 

sin  54°  =  cos  36°  =  -  ri  -+- 1/5) , 

4  ^  ^ 

sin  65°  =  cos  27°  =  - 1/5  -+-  I/5  -4-  1 1^5  —  1/5, 

4  4 


sin  72°  =  cos  18°=     |/ 10 -h  21/5, 


sin  81°  =  cos    9»  =  -!-l/3  -+-\/5-H-|/5  — 1/5. 
4  4 

1 

sin30°  =  cos60°=- 1 
2 


sin 
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1       —        1        - 

51°  =  cos  75"  ==  -  1/G  —  - 1/2, 


sin  75"  =  cos  15"=-  (l/ï  -t-  V/ë). 

Ces  valeurs  des  lignes  trigonométriques  en  fonction  du 
rayon  du  cercle  sont  dites  naturelles.  Elles  servent  à  véri- 
fier les  tables  trigonométriques. 

On  en  conclut  que  le  carré  du  pentagone  régulier  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  de  l'hexagone  et  du  décagone 
réguliers.  En  effet,  le  rayon  du  cercle  étant  égal  à  l'unité, 
le  côté  de  l'hexagone  est  égal  à  1  et  le  côté  du  décagone  à 

2sini8''=-(l/5— i). 

Je 

En  élevant  ces  deux  valeurs  au  carré  et  en  les  ajoutant, 

on  a  : 

\.  ./-N      10  — 2l/5~ 

\  -4- -(6  — 21/5)  = 

4^  4 


qui  est  le  carré  de  ^  K  10  —  2  l^H,  ou  le  double  sinus 
de  56°,  c'est-à-dire,  le  côté  du  pentagone  régulier. 

8.  Dans  la  formule  sin  (a  -h  6)  n°  6,  faisons  6  =  2a, 
on  aura  : 

sin  3a  =  sin  a  cos  2a  -+-  sin  2a  cos  a 
ou  sin  5a  =  sin  a  (  I  —  2  sin^  a)  -i-  2  sin  a  cos*  a , 

sin  3a  =  5  sin  a  —  4  sin^  a , 
cos  3a  =  cos  a  cos  2a  —  sin  a  sin  2a, 
cos  5a  =  cos  a  (2  cos*  a  —  1)  —  2  sin*  a  cos  a , 
cos  3a  =  4  cos'  a  —  5  cos  o. 

Ces  équations  sont  du  5""=  degré  par  rapport  à  sin  a  et  à 
cos  a.  On  a  déjà  vu  précédemment  (G)  que  la  relation 
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s'élève  chaque  fois  au  S"""  degré  lorsqu'on  passe  de  l'arc 
double  à  l'arc  simple.  On  trouvera  de  même  : 

sinba  =  5sina  —  20sin'a -h  16sin*  a, 
cos  5a  =  5  cos  a  —  20  cos^  a  -4-  d  6  cos"  a. 

En  donnant,  dans  ces  formules,  aux  arcs  Sa  et  5a  des 

valeurs  telles  que  les  sinus  et  les  cosinus  de  3a  et  de  5a 

soient  nuls ,  on  a  : 

3a  =  180"  =  560"; 

d'où  a=   60"  =  120". 

3a  =   90"  =270"; 

d'où  a=   50"=   90". 

Les  deux  premières  donnent 

4sin^60"=3, 

sin  60"  =  - 1/3, 
2 

j      _ 

4cos^30"  =  3,    cos  30"  =  -1/5, 

2 

5a  =  1 80"  =  560",     a  =  36°  =  72"  ; 

5a  =  270"=    90",     a  =  54"=  18". 

On  aura  les  équations  : 

1 6  sin*  36"  —  20  sin'  56"  -h  5  =  0 
et  1 6  cos* 54"  —  20  cos*  54"  -h  5  =  0, 

qui  feront  connaître  les  sinus  de  06°  et  de  72°  et  les  cosi- 
nus de  54"  et  de  18°. 

9.  Résolvons  pour  les  tangentes,  les  colangentes,  etc., 
le  même  problème  que  nous  venons  de  résoudre  pour  les        | 
sinus  et  les  cosinus. 

Connaissant  tg  a  et  tg  b,  chercher  Ig  (a-hb). 
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Le  rayon  du  cercle  étant  toujours  égal  à  l'unité,  on  a  : 

sin  {a  -\-  b) 


Ig  (a  -I-  6)  = 
ou  tg  [a  H-  b)  = 


cos(a  -+-  6) 
sin  a  cos  6  -4-  sin  6  cos  a 


cos  a  cos  6  —  sin  a  sin  b 

Mais  on  sait  que  sin  a  =  cos  a  tg  a 

et  sin6=cos6  tg  6. 

Au  lieu  de  sin  a  et  de  sin  b,  substituons  leurs  valeurs 
dans  tg  (a  -h  b).  On  aura  : 

cos  a  cos  6  tg  a  -t-  cos  a  cos  6  tg  6 

tg  (a  -t-  6)  = 7 j— —7 

^  ^       cos  a  cos  0  —  cos  a  cos  6  tg  a  tg  o 

lga-+-tg6 
ou  tg  (a  -t-  6)  = 


1  —  tg  a  tg  b 


en  divisant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  cos  a  cos  b. 
Posons  6  =  a,  il  viendra  : 


2  taja 
tg2a  = 


1-tg^a 

formule  qui  fait  connaître  la  relation  qui  existe  entre  la 
tangente  de  l'arc  double  2o  et  la  tangente  de  l'arc 
simple  a. 

En  considérant  tg  2a  comme  connue ,  tg  a  étant  incon- 
nue, on  trouve  :  

—  i±\/\  +  tg*  2a 

tg  o  = 

°  tg2a 

On  a  de  même  : 

te  (a  —  6)  = — :  • 

^  ^  '       1  -V  tg  a  tg  6 
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Fig.   3. 


10.  Les  valeurs  que  l'on  vient  de  trouver  pour  tg(a  -f-  6) 

et  tg  (a  —  6)  en  partant  des 
formules  fondamentales  s'ob- 
tiennent aussi  facilement  par 
des  considérations  géométri- 
ques très-simples. 

Soit  un  cercle  de  rayon 
0A=0C=1  etsoientles  arcs 
AB=a,  BC=6,AC=a-h6, 
les  droites  AT  =  tg  (a  -i-  6), 
AD  =  tga  =  BE,  BI  =  tg6. 

La  droite  IRP  étant  per- 
pendiculaire à  OA,  à  cause 
de  AT  qui  lui  est  parallèle  et 
de  la  similitude  des  triangles  rectangles  ORP,  RIB,  PIE,  il 

vient  : 

AT  _  IP  _  lE 

ôÂ^ôp""ôr' 

tg  (a  -4-  6)       tg  a  -t-  tg  6 


d'oîi 


1 


OR 


Mais  0R=  OB  —  RB  =  1  —  RB,  et  comme  les  deux 

triangles   rectangles   RBI,    OBE   sont  aussi  semblables, 

on  a  : 

RB  :  tg  a  =  tg  6  :  1  ; 


ce  qui  donne 


tg  (a  -t-  6)  =  - 


tg  a  -+-  tg  6 


tg  a  tg  6 

11.  Soient  le  cercle  de  rayon  0C  =  0A=1  et  les 
arcs  AC  =  a,  AB  =  b,  BC  =  a  —  b;  menons  les  tan- 
gentes AD,  AI,  CT.  Du  point  I  abaissons  la  perpendicu- 
laire IH  sur  OD.  A  cause  des  parallèles  TC,  IH,  on  a  ; 


TC 


IH 
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mais  les  triangles  rectangles  semblables  ÏIID,  OAD  don- 
nent : 

Fig    4-  IH  ID 

et,  en  multipliant, 
TC  _        ID 
T  ~~  OH  X  OD  ' 

c'est-à-dire, 

{s  [a  —  o)  = 

^  ^  '        OH  X  OD 

Le  triangle  IDO  dans  lequelTt)  ==  (AD  —  AI)^  donne  : 
ÔïïV  m  —  20D  X  OH  =  ÂdV  rf  —  2AD  X  AI 
ou    Ôd'—  ÂD V  Ô\  —  AïV  2AD  X  AI  =  20D  X  OH, 
et,  à  cause  des  triangles  rectangles  OAD,  OAI  : 

2  -t-  2ADX  AI  =  20D  X  OH; 
d'où  OD  X  OH  =  1  -+-  tg  o  X  tg  6. 

En  substituant,  on  obtient  : 


tg(a— 6) 


tg  g  —  tg  6 
tgotgô 


\ 


Cette  formule  est  bien  l'angle,  exprimé  par  sa  tangente, 
que  font  entre  elles  les  deux  droites  OD,  01  lesquelles  font 
avec  une  même  troisième  OA  des  angles  représentés  par 
les  arcs  a  et  6. 

Si  cet  angle  est  droit ,  le  dénominateur  de  la  fraction 
/+"tg~«'^8<'^"'^  devenir  nul,  puisque 


et  l'on  a 


tg(o  — 6)  =  tg90''=  00, 
\  -t-  tg  o  Ig  6  =  0. 
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cos  (a  ■+■  b) 


Il  vient  aussi      cotg  (a  ■+■  b) 


sin  (a  -H  6) 


et  cotg  (a  -i-  6)  =  — 


cos  a  cos  6  —  sin  a  sin  b 


sin  a  cos  6  -+-  sin  6  cos  a 

Mais  cos  a  =  sin  a  cotg  a , 

ces  6  =  sin  6  cotg  6  ; 

en  remplaçant,  on  obtient  après  simplification  : 

cotg  a  cotg  b  —  1 


cotg  (a  -t-  6)  = 


et  cotg  (a  —  b)  = 


cotg  a  H-  cotg  6 

cotg  a  cotg  6  -t-  1 
cotg  6  —  cotg  a 


On  peut  aussi  trouver  ces  deux  formules ,  en  observant 
que  tg  a  X  cotg  a  =  l. 

En  faisante  =a,  la  première  de  ces  formules  donne  : 

cotg^  a  —  i 

cotg  2a  = 

2  cotg  a 

On  a  aussi  en  faisant  6  =  2a  dans  tg  (a  -f-  6)  : 

tg  a  -+-  tg  2a 
gDa  = 

et,  en  développant 


tg  3a  • 

°  4  —  tg  a  tg  2a 


3tga  — tg^a 

tg  3a  = — -^ 

i  —  o  tg*  a 

En  représentant  tg  3a  par  m  et  tga  par  x,  on  a  l  équa- 
tion : 

x^  —  omx^  —  3x  -*-  m  =  0. 

Si  Ton  fait  w  =  1 ,  c'est-à-dire,  tg  3a  =  43°  =  225%  on 

a  l'équation  : 

x^  —  3a;^  —  5a;  -t-  1  =  0, 


I 
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qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

(x  -h  l)(x'  — 4x  -^  \)  =  0; 

d'où         tg  1 3"  =  2  —  V^5    et     tg  75°  =  2  -h  l/F. 
Enfin,         X  =  —  i     donne    tg  —  45°  =  —  i. 

1^.  La  combinaison  des  formules  fondamentales  des 
sinus  et  des  cosinus  (6)  par  voie  d'addition  et  de  soustrac- 
tion fournit  plusieurs  formules  indispensables  pour  le  cal- 
cul logarithmique.  Il  vient  : 

sin  (o  -+-  b)  -*-  sin  (a  —  6)  =  2  sin  acosb, 
sin  (a  -4-6)  —  sin  (a  —  6)  =  2  sin  b  cos  a , 
cos(a  —  6)  -+-  cos  (a  -f-  6)  =  2  cos  a  cos  6, 
cos  (a  —  6)  —  cos  (a  -+-  6)  =  2  sin  a  sin  b. 

Posons  a-\-b=p,  a  —  b  =  q;  d'où  «  =  -(;;  +  </), 
6  =  -  (;j  —  (/).  Ces  formules  deviennent  : 

sin  ;;  -t-  sin  ^  =  2  sin  4  (p  -t-  q)  cos  i{p  —  q), 
sin  p  —  sin  </  =  2  sin  ^  (jt)  —  (j^)  cos  ^  (p  -+-  f/)? 
cos  ç  -t-  cos  p  =  2  cos  I  (p  -+-  q)  cos  i  (p  —  ç) , 
cos  q  —  cos  p  =  2  sin  i{p  -^  q)  sin  ^  (p  —  ç). 

Si  l'on  divise  l'une  quelconque  de  ces  quatre  formules 
par  chacune  des  trois  autres,  on  obtiendra  autant  de  for- 
mules nouvelles. 

En  divisant  les  deux  premières,  on  a  : 

sin  p  -+-  sin  q       sin  l{p  -^  q)  cos  l{p  —  q) 

— ; ==    ; ) 

sin  p  —  &\i\q       cos  i  (p  -+-  q)  sin  {[p  —  q) 

sin  p  -t-  sin  ^       tg  ^  (p  +  q) 
sin  p  —  sin  7       tg  i  (p  —  q) 

lorsqu'on  divise  les  deux  termes  de  la  fraction  du  deuxième 
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membre  par  cosi  (^p  —  q);  ce  qui  nous  apprend  que  la 
somme  des  sinus  de  deux  arcs  quelconques  est  à  leur  diffé- 
rence comme  la  tangente  de  la  demi-somme  de  ces  arcs  est 
à  la  tangente  de  leur  demi-différence. 
On  a  de  même  : 

sin  p  -H  sin  (/ 


cos  p  ■+-  cos  q 
sin  q  -i-  s\n  p 
cos  q  —  cos  p 


=  cotgi  [p  —  q], 


sin  p  —  sin  a  ,  ^ 

cos  p  -t-  cos  q 

sin  p  —  sin  a 

^ l=cotgi  {p-^  q), 

cos  q  —  cosp 

cos  q  -+-  cos  p       cotg  i{p  -i-  q) 

cos  q  —  cos  p         tg  i  (p  —  q) 

Si  l'on  multiplie  entre  elles  les  deux  premières  formules 
fondamentales,  ensuite  les  deux  dernières,  on  aura  : 

sin  (a  -*-  b)  sin  (a  —  b}  =  sW  a  —  sin*  b  =  cos^  a  —  cos*  b , 
cos  (a  -4-  6)  cos  (a  —  b)  =  cos*  a  —  sin*6  =  cos*  6  —  sin*  a; 

de  même ,  cos  (6  -+-  c)  cos  (6  —  c)  ==  cos*  6  —  sin*  c. 


Formules  relatives  aux  triangles. 

13.  A,  B,  C  étant  les  trois  angles  d'un  triangle  quel- 
conque, on  a  : 

A -+- B-t-C  =  'I80'';     d'où    G  =  180"— (A -+- B), 
sin  C  =  sin  (A  -+-  B) ,     cos  G  =  —  cos  (A  -+-  B) , 

.CI  G  1 

sin-=cos-(A-t-B),     cos-=sin-(A-HB), 
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sin  2C  =  —  sin  (;2A  -h2B), 

cos  2C  =  cos  (2A -+-  2B), 

tgC=-lg(A-+-B),     tg2C=  — tg(2A  +  2B), 

tg-  =  colg-(A-+-B), 

cotg  C  =  —  colg  (A  -f-  B), 
cotg  2C  =  —  colg  (2A  -+■  2B). 

14.  Soit  à  chercher  la  relation  : 

.     ,         .  .  ABC 

sin  A  -+-  sin  B  -H  sin  C  =  4  cos  —  cos  —  cos  -  • 

2         2        2 

En  remplaçant  sin  C  par  sa  valeur  sin  (A  +  B) 
ou  2  sin  i  (A  -t-  B)  cos  i  (A  -4-  B), 

il  vient  : 

sin  A  H-  sin  B  -f-  sin  C  =  sin  A  -+-  sin  B  ■+■  sin  (A  -+-  B), 

sin  A  -+-  sin  B  -t-  sin  C  =  2  sin  i  (A  -+-  B)  cos  i  (A  —  B) 
-+-  2  sin  i  (A  -+-  B)  cos  i  (A  ■+■  B) 
=  2  cos  i  C[cosi(A  — B)-+-cosi(AH-B)] 
=  4  cos  i  A  cos  i  B  cos  i  C. 

15.  Soit  à  vérifier  d'une  autre  manière  : 

cos  A  -H  cos  B  —  cos  C  -4-  1  =  4  cos  i  A  cos  ^  B  sin  ^  G. 
On  a 

cos  A  ■+■  cos  B  —  cos  C  -t-  1  =  cos  A  -t-  cos  B  h-  cos  (A  +  B)  -♦-  1 
=  cos  A  ■+■  cos  b  -f-  cos  a  cos  B  —  sin  A  sin  B  -+-  1 
=  1  -+-  cos  a  -4-  cos  b  (1  -t-  cos  A)  —  sin  A  sin  B. 

cos  A  -+■  cosB  —  cos  C  4-1=  (1  -j-cosA)(l  -h  cos  B) —sin  A  sin  B 

A         R  A        A        B        B 

=  4  cos  —  cos^ 4  sin  —  cos  —  sin  —  cos  — 

2          2  2        2        2        2 

i  i  1  A        B   .    C 

=  4  cos  -A  cos  -B  cos-(A  -t-  B)=4cos  —cos  — sin  — • 
2  2  2^  ^  2        2        2 
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On  vérifiera  toutes  les  formules  suivantes  par  l'un  ou 
l'autre  de  ces  procédés  : 

ABC 

I.  sin  A  -»-  sin  B  -+-  sin  C  =  4  cos  -  cos  —  cos  -  • 

2         2        2 

ABC 

II.  sin  A  H-  sin  B  —  sin  C  =  4  sin  -  sin  —  cos  —  • 

2         2         2 

ABC 

III.  cos  A  -f-  cos  B  -t-  cos  C  —  1=4  sin  —  sin  -  sin  -• 

2        2         2 

ABC 

IV.  cos  A  -+-  cos  B  —  cosC  -+-  i  =4  cos-  cos— sin  —  • 

2        2        2 

V.  sin  2A  -+-  sin  2B  -h  sin  2C  =  4  sin  A  sin  B  sin  C. 
VI.  sin  2A  -4-  sin  2B  —  sin  2C  =  4  cos  A  cos  B  sin  C. 
VU.  cos  2A  ■+•  cos  2B  +  cos  2C  -4-  1  =  —  4  cos  A  cos  B  cos  G. 
VIII.  cos  2A  -4-  cos  2B  —  cos  2C  —  I  =  —  4  sin  A  sin  B  cosC. 

A  B  C  A        B        /  C 

IX.  sin  — H  sin  — h  cos  -  =  4  cos  -  cos  -  sin    45" 

2  2  2  4        4        \  4 

■.A        .B  C,.A        B        /  C\ 

X.  sin  — H  sin cos  -  =  4  sin  —  sin  -  sin    45 • 

2  2  2  4         4        \  4/ 

XI.  I  —  cos^  a  —  cos^  6  —  cos^  c  -4-  2  cos  a  cos  b  cos  c 
=  4  sin  s  sin  (s  —  a)  sin  {s  —  6)  sin  [s  —  c). 

XII.  i  —  cos^  a  —  cos^  b  —  cos^  c  —  2  cos  a  cos  b  cos  c 

=  —  4  cos  s  cos  {s  —  a)  cos  (s  —  6)  cos  {s  —  c). 

XIII.  1  ■+-  cos^  a  —  cos^  b  —  cos^  c  -+-  2  cos  a  sin  6  sin  c 

=  4  sin  s  sin  (s  —  a)  cos  (.s  —  b)  sin  (s  —  c). 

XIV.  i  -+■  cos^  a  —  cos^  6  —  cos^  c  —  2  cos  a  sin  6  sin  c 

=  —  4  cos  s  cos  {s  — ■  a)  sin  [s  —  b)  sin  (s  —  c). 

16.  Proposons-nous  de  vérifier  l'une  quelconque  de 
ces  formules,  la  douzième,  par  exemple,  dans  laquelle 
2s  =  a-f-6-i-c,  a,  6,  c  étant  des  ares  de  grandeur 
variable. 
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1  —  cos*  «  —  cos*  6  —  cos*  c  —  2  cos  o  cos  6  cos  c 

==  sin*asin*6  — (cos*  a  cos*  6 -+- cos*  c -*- 2  cos  a  cos  b  cos  c) 

=  (sinasinft-4-cos«cos64-cosc)(sinasln6  — cosacos6— cosc) 

=  [cos  [a  —  h)  ■+■  cos  c]  [cos  (o  -+-  6)  -h  cos  c] 

(a-hb-hc\        fa-i-b  —  c\       la-^c  —  b\(bH-c  —  à 
=  —  4  cos  cos    — cos 


2       /        \       2       y       \       2       /\       2 
=  —  4  cos  s  cos  {s  —  a)  cos  {s  —  b)  cos  {s  —  c). 

1  T.  On  a  pour  les  tangentes  et  les  cofangentes  des  for- 
mules non  moins  remarquables  : 

tgÂ-t-tgB-f-tgC  =  tgAfgBtgC, 

cotg  A  ■+■  cotg  B  —  tg  C  =  —  cotg  A  cotg  B  Ig  C , 

tg  2A  -4-  tg  2B  -4-  tg  2C  =  tg  2A  tg  2B  tg  2C, 

cotg  2A  -+-  colg  2B  —  Ig  2C  =  —  cotg  2A  cotg  2B  tg  2C , 

A  B  C  ABC 

tff  —  -H   tff cotg  -  =  tg  -  tg  —  cotg  -  » 

A  B  C  ABC 

cotg  -  -t-  cotg  -  -+-  cotg  -  =  colg  -  cotg  -  colg  -  • 

Plusieurs  de  ces  formules  prouvent  qu'il  existe  une  infinité 
de  systèmes  de  trois  nombres  dont  la  somme  égale  le  produit. 
Pour  vérifier  la  première,  on  a  : 

tgC  =  -tg(A-+-B); 
d'où,  en  développant  : 

—  tg  A  —  tg  B 

tgC=  — ^ ^-' 

^  1  -  tg  A  Ig  B 

et,  en  réduisant  au  même  dénominateur, 

tg  C  -  tg  A  tg  B  tg  C  =  —  tg  A  -  tg  B, 
tgA  +  tgB-t-  lgC  =  tgAtgBtgC 
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On  a  encore  les  formules  faciles  à  vérifier 

sin  {a±b) 


tg  a  ±  Ig  6  = 
tg^  a  —  ig^b  = 


cos  a  cos  6 
sin  [a  -+-  b)  sin  (a  —  6) 
cos^  a  cos^  6 


i-tg'- 

2       tg  a  -4-  tg  6       sin  (a  ■+•  b) 

cosa= , -=-^- — : 

„  «       tg  a  —  le  6        sin  (a  —  o) 

^  2 
tg  (45°  ±  6  == ^  • 


CHAPITRE  II. 

séries    trigououiétriques. 

18.  Cherchons  le  produit  des  deux  binômes 

cos  a  -+-  V —  1  sin  «     par     cos  (3  -i-  1/ —  1  sin  p. 
On  aura  : 

(cos  a  -t-  l/—  4  sin  «)  (cos  p  +  j/—  1  sin  p) 
=  cos  («  -+-  (3)  -H  l/ —  d  sin  (a  +  (3). 

Introduisons  un  nouveau  facteur  binôme  cosy-+-\/ — 1  siny; 
il  viendra  : 

(cos  a  -+-  \/—  \  sin  a)  (cos  j3  -h  \/ —  1  sin  j3)  (cosr  -*-  ^ —  1  sin  r) 
=  cos  (a  +  (3  -4-  r)  -+-  y  —  i  sin  (a  -+-  p  -4-  y). 

Si  l'on  multiplie  ainsi  entre  eux  m  facteurs  binômes  de 
même  forme  en  a,  (3,  y  ...,  il  est  évident  qu'on  aura,  en 
représentant  le  produit  par  P  : 

P  =  cos  (a  -i-  p  -»-  'X H  II)  -^-  y  —  1  sin  (a-f-  p-+-  y  •••  -t-  fx). 
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Si  tous  ces  binômes  devicniieiU  égaux  au  premier 
cos  a  H-  \/ —  1  sin  a,  on  obtiendra  cette  formule  remar- 
quable duc  à  Moivre  : 

(cos  a  -+-  [^ —  1  sin  a)'"  =  cos  m  a  -H  v  —  1  sin  m  a. 

Développons  d'après  la  formule  du  binôme  de  Newton, 
et  égalons  entre  elles  les  quantités  réelles  et  les  quantités 
imaginaires,  il  viendra  : 

m  (m  —  1  ) 


1.2 

m  {ni  —  i  )  [m  —  2)  (w  —  3) 
1.2.3.4 


X  cos""*  a  sin*  a 


m  (m  —  1  )  [m  —  2)  {in  —  3  (m  ~  4)  {m  —  5)  «     .  „ 

—  — ^ '— — cos^-^a  sm^a, 

1.2.3.4.5.6 

m  (m  —  1  )  {m  —  2)         _,     .  - 

sin«ia=m cos"*"  asHi a —  cos'"    asm^'a 

1.2.3 

m  (/H  -  I)  (m  -  2)  (m  -  3)  (m  -  4)  .      . 

H cos  "  *  a  sin'  a. 

1.2. 3. 4. 5 

Ces  séries  font  connaître  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'arc 
multiple  lorsqu'on  connaît  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'arc 
simple. 

Posons  moL  =  ac;  d'où  w  =  ^.  On  aura  : 

f  ig^a      x{x— a)(x— 2a)(x— 3a)      tg*al 

COSX  =  COs"'a    1  —xix  —a) — :; — 1 X — -h 

L  ^  a"'  1.2.3.4  a*J 

tX  tg  a  x{x  —  a)  (x  —  2a)  tg'  oc. 
T  X .  ,,  _ X  r- 
1            a                         1.2.0                         a' 

X  (x  —  a)  (x  —  2a)  (x  —  3a)  (x  —  4a)        tg"  a"j 

"^  1.2.3.4.5         '  ^  "^ J  ' 

Lorsque  l'arc  a  est  infiniment  petit,  on  a  : 

cos  a  =  1     et    sin  a  =  a , 

ainsi  qu'on  l'a  vu  précédemment. 
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Donc,  à  la  limite,  le  rapport  —  =  1  et  cos™  a  =  1  ;  de 
sorte  que  les  deux  séries  dont  il  s'agit  deviennent  : 

cos  x=  1  —  -i — —  H-  etc..  , 

1.2         4.2.5.4         4.2.3.4.5.6 

sin  ae  =  X 1 h  etc.. 

4.2.5       4.2.5.4.5       4.2.5.4.5.6.7 

Elles  déterminent  le  cosinus  et  le  sinus  d'un  arc  dont  la 
longueur  est  calculée  en  valeur  du  rayon  pris  pour  unité. 
19.  Si,  dans  les  formules  (12) 

4  4 

2  sin  -  (p  —  q)  cos  —  (p  h-  ç)  =  sin  p  —  sin  q , 

4  4 

2  sin  —  (p  -t-  q)  sin  -  (p  —  </)  =  cos  q  —  cos  p , 

on  fait  p  =  a  +  [3m  -4-  -  et  ^  =  a  -+-  (3tt  —  f  >  on  aura  pour 
la  première  : 

2  sin  --  cos  (a  H-  pw)  =  sin  (  a  -+-  pw  -+-  -^  j  —  sin  I  a  -+-  pu K 

et  pour  la  deuxième  ; 

2  sm  —  sin  (a  -+-  ^u)  =  cos  I  a  -+-  p^e  —  —  1  —  cos  I  a  -t-  pw  +  —  I  • 

En  posant  successivement,  dans  ces  deux  dernières,  m  =  0, 
1,  2,  ...  n,  et  en  ajoutant,  on  obtient  : 

cos  a  -t-  cos  (a  -t-  p)  -t-  cos  (a  -t-  2p)  -4-  •  •  • 

.    4  ,           ^           /         ^î(5\ 
sin -(n -h  4)  fi  cos    a  H 

-4-  COS  (a  -H  wS)  = , 

^  ^'  p 

sin  — 

2 


TRIGOiNOMÉTRIE    UECTILIGNE. 

sin  a  -t-  sin  (a  ■+-  |3)  -4-  sin  (a  -+-  2,3)  -+-  ••• 

sin-(«-f-l)j3sin  ^a  -i-i^j 


27 


sin  («  H-  ^,6) 


et  si  (3  =  a  ,  celles-ci  deviennent 

COS  a  -t-  COS  2«  +  COS  5a  Hh 


sin  — 
2 


-4-  COS  (n  -4-  i  )  a  = 


.   i  1 

sin  -(w  -t-  1  )  a  COS  -  (w  -4-  2)  « 

2  ^ 


sin  a  ■+■  sin  2«  -+-  sin  5a 


sin  — 
2 


sin  (w  -t-  1  )  a  ^ 


sin  -  (n  -+- 1  )  a  sin    a 

2^  ^  \     2     / 


sin- 
2 


Enfin,  si  Ion  pose  seulement  a  =  0,  on  obtient  : 


sin 


4  -»-cos^-t-cos2p-t-cos3|3-4----i-cos«|3- 


,  Scos-^ 

2  y*^     2 


sin  p  -4-  sin  2(3  -f-  sin  5|3  h —  ■+■  sin  ^i^  = 


sin- 

2 

^î-t-1\      .  nS 
sini-g-ji^sin— 

~rp 

sin  — 
2 


Il  est  bien  facile  de  voir  quand  la  somme  des  n  -h  1 
premiers  termes  de  chacune  de  ces  séries  est  nulle.  Ainsi, 
dans  la  première,  si  (n  ■+-  1)  a  =  27t  ou  360°,  cette  somme 
est  évidemment  nulle. 

Si,  dans  les  mêmes  formules  générales,  on  fait  (3  =  2a, 
on  aura  :    ~^ 
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sin  2(«-4-d)  a 


COS  a  +  COS  5a  ■+•  COS  5a  -t-  •  •  •  -f-  COS  (2/i  -+-  i  )  a  = 
sin  a  -t-  sin  3a  -*-  sin  Sa  H +  sin  (2w  -t- 1  )  a 


2  sin  a 

sin  2  (n -1-1)  a 


sin  a 

Si  2(w-t-1)a=2T     ou     360°, 

COS  a  -H  COS  3a  -4-  COS  Oa  -H  •  ••  ■+■  COS  (2n  -t-  1  )  a  =  0. 

En   faisant  successivement    u  =  \,  2,...  n   dans  les 

formules 

2  sin*  «M  =  1  —  COS  2a  m, 

2  COS*  aW  =  1   -f-  COS  2a  M  , 

on  obtient,  en  ayant  égard  aux  valeurs  trouvées  précédem- 
ment : 

«  -4-  1      sin  {n  -h  i)  a  COS  na 


sin*  a-»- sin*  2a  H Hsin*na: 


2  sin  Cf. 


-             -^                   „           n — 1       sin  (/i -4- 4)  a  COS  «a 
C0S^a  +  C0S^2a  +  -«--t-C0S  «a=: 1 

2  2  sin  a 


Tables  frlgonométrlques. 

20.  Les  tables  trigonométriques  représentent  les  valeurs 
numériques  en  logarithmes  de  plusieurs  séries  de  triangles 
rectangles  dont  l'un  des  deux  angles  aigus,  situé  au  centre 
du  cercle  de  rayon  lO^^,  passe  par  tous  les  états  de  gran- 
deur possible  de  minute  en  minute,  depuis  une  minute 
jusqu'à  ^b". 

La  première  série  de  ces  triangles  rectangles  est  formée 
par  le  rayon  du  cercle,  qui  reste  constant,  les  sinus  et  les 
cosinus  de  tous  les  arcs,  de  minute  en  minute,  depuis  une 
minute  jusqu'à  45°. 

La  deuxième  série  est  formée  par  le  rayon,  par  les 
tangentes  et  les  sécantes  des  mêmes  arcs.  Les  autres  séries 
sont  formées  par  les  lignes  trigonométriques  complémen- 
taires. 
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21.  Rcclicrchons  comment  on  a  pu  calculer  ces  séries 
de  triangles  rectangles  dans  un  cercle  de  rayon  égal  à 
l'unité;  il  sera  facile  de  les  construire  dans  un  cercle  de 
rayon  qucleonquc,  comme  on  le  verra  plus  loin. 

Proposons-nous  de  trouver  la  différence  qui  existe  entre 
l'arc  et  son  sinus  lorsque  l'arc  est  très-petit. 

Soit  l'arc  AM  =  |.  Le  trian- 
gle AOT  (fig.  5)  est  évidem- 
ment plus  grand  que  le  secteur 
OAM;  de  sorte  que  l'on  a  : 

OA  OA 

AT  X  -r->  arcAM  X  — ^ 

d'où        AT  >  arc  AM 
et,  par  suite  ; 


Fig.  8. 


X        X 

tang-  >  — , 


le  rayon  du  cercle  étant  égal  à  l'unité. 
De  cette  inégalité,  on  lire: 


sin  —  >  -  CCS  —  > 
2       2        2 

et,  en  multipliant  par  2cos|,  il  vient  : 


X  X 

2  sin  -  cos  —  >  X  ces* 
2        2 


ou  bien  sin  x  >  se  — x  sin^ï. 


L'arc  X  est  toujours  plus  grand  que  son  sinus.  Cepen- 
dant, lorsqu'on  soustrait  de  cet  arc  le  produit  x  X  ^-^y~'  ^" 
obtient  un  reste  qui  est  plus  petit  que  le  sinus.  Si,  de 
cet  arc,  on  soustrait  une  quantité  plus  grande,  à  plus  forte 
raison  le  reste  sera-t-il  plus  petit  que  sin  x.  On  a  évidem- 
ment : 


AM  >  MP    ou 


X  X 

arc  -  >  sin  -; 
2-^        2 
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d'où  l'inégalité  sin  ac  >  x  —  ac  sin^  |  donne 

sin  a;  >  X 

4 

Appliquons  cette  formule  à  l'are  d'une  minute  qui  est 

1    <    5,141592     fx 

égal  a -^j^5^.  On  aura: 

3,Ud592 

sin  1'  >  — 0,000000000007. 

10800 

Ainsi,  le  sinus  de  l'arc  1'  est  égal  à  l'arc  V  lui-même 
moins  une  quantité  plus  petite  qu'une  fraction  décimale 
qui  commence  seulement  au  H""  ordre. 

^  .      ,       5,141592 

Donc,  sm  1= • 

10800 

Connaissant  le  sinus  d'une  minute,  on  aura  le  cosinus 
de  1';  mais,  les  séries  trigonométriques,  comme  on  va 
le  voir,  permettent  de  calculer  sin  1'  avec  un  plus  grand 
degré  d'approximation. 

22.  Reprenons  les  séries 

x^  X* 

sin  a;  =  a; 


1.2.3       1.2.3.4.5 


CCS  X  =  1  — 


X' 


A 


1.2  1.2.3.4       1.2.3.4.5.6 

rayon  1.  Il  viendra  : 


Posons  ac  =  -  X  I,  tt  étant  la  demi-circonférence   de 


sin  (-  X  90"  )  =1,5707903267948966  - 
\q  I  q 

—  0,6459640975062463  — .  -*- 0,079692626246 1670  i-- 

q"  q" 

—  0,0046817541353187  ~  -+- 0,0001 6044H  847874^ 

q^  q^ 

pli  piz 

—  0,0000035988452352  ~  -+-  0,0000000569217292^  -  • 

'  ç"    '  q" 
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et  cos  (-X  90»)  =1,0000000000000000 

—  I,235700o501 5G1 G98  ^  -i-  0,23560930790 1 0480  -, 

—  0,0208634807653930  —  -t-  0,0009 1 92602748394  ^ 

—  0,0000252020423731  —  -t-  0,0000004710874779'—  —  ... 

Si,  dans  ces  formules,  on  pose  ^  = -^-^  =  ^ ,  on 
aura ,  à  un  très-grand  degré  d'approximation  : 

sin  1'  =  0,000290888204363794956831 , 
cos  1'  =0,9999999957692025327951264, 

valeurs  exactes  jusqua  la  21'""  décimale. 

Ces  séries  étant  très-convergentes,  il  suffit  pour  obtenir 
ces  valeurs  de  calculer  les  trois  premiers  termes  de  la  série. 

23.  Connaissant  sin  1'  et  cos  1',  on  peut  calculer  les 
sinus  et  les  cosinus  d'un  nombre  quelconque  de  minutes. 
On  a ,  à  cette  fin  : 

sin  (a  -+-  6)  -4-  sin  (a  —  6)  =  2  sin  a  cos  b  ; 
d'où          sin  (a  -4-  6)  =  2  sin  a  cos  6  —  sin  (a  —  6) . 

Posons  a=m'  et  6  =  1';  il  vient  : 

sin  [m  -f-  1)'  =  2  sin  m' cos  1'  —  sin  [m  —  1)'. 

Faisons,  dans  cette  dernière  formule,  m  =  1,2,  3, 
4,  5...,  2699',  on  aura  : 

sin  2'  =  2  sin  1  '  cos  1  ', 

sin  3'  =  2  sin  2'  cos  1'  —  sin  1', 

sin  4'  =  2  sin  5'  cos  1'  —  sin  2', 

sin  5'  =  2  sin  4'  cos  1'  —  sin  3'...,  etc. 

Ces  égalités  nous  montrent  de  quelle  manière  on  trouve 
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le  sinus  d'un  nombre  quelconque  de  minutes,  celui  de  5', 
par  exemple.  Il  suffit  de  multiplier  le  sinus  de  k'  par  le 
nombre  constant  2  cos  1'  et  de  retrancher  le  sinus  qui 
précède  de  deux  rangs.  On  a  de  même  : 

cos  (a  -t-  6)  -+-  cos  (a  —  6)  =  2  cos  a  cos  6 , 
cos  [a  -4-  6)  =  2  cos  a  cos  b  —  cos  (a  —  6)  ; 

en  y  faisant,  comme  précédemment,  a=m'  et  b=\',  on  a  : 
cos  (m  -+-  1)'  =  2  cos  m'  cos  1'  —  cos  (m  —  1)'; 

d'où  cos  2'  =  2  cos^  1  '  —  4, 

cos  3'  =  2  cos  2'  cos  1  '  —  cos  i  ', 
cos  4'  =  2  cos  5'  cos  1  '  —  cos  2', 
cos  5'  =  2  cos  4'  cos  \  '  —  cos  3'. 

On  voit  que,  étant  donnés  trois  arcs  quelconques  en  pro- 
gression arithmétique,  savoir  :  a  —  6,  a,  a  -f-  6,  on 
obtiendra  le  sinus  de  a  -+-  6  en  multipliant  le  sinus  qui 
précède  immédiatement,  c'est-à-dire  sin  a,  par  2  cos  1'  et 
en  retranchant  le  sinus  qui  précède  de  deux  rangs. 
L'échelle  de  relation  2  cos  \'  —  \  est  la  même  pour  les 
cosinus  que  pour  les  sinus. 

*4.  Si,  dans  les  séries  qui  précèdent,  on  fait: 


q      90  X  60  X  0      32400 


on  aura,  avec  le  plus  grand  degré  d'approximation,  le 
sinus  et  le  cosinus  de  10".  Mais,  on  a  déjà  vu  (21)  que, 
en  prenant  l'arc  1' pour  le  sinus  de  l'arc  1' lui-même, 
l'erreur  commise  est  moindre  qu'une  fraction  décimale  du 
11"  ordre. 

A  plus  forte  raison,  si  l'on  prend  l'arc  de  10",  c'est-à- 
dire, 

0,000048481368110933598703 
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pour  le  sinus  de  cet  arc,  l'erreur  que  l'on  commet  est  moindre 
qu'une  fraction  décimale  du  iô""^  ordre.  Connaissant 

sin  10"  =  0,000048481568H09o559876o, 
on  a  :  ces  1 0"  =  Vl  —  sin^  10"  =  0,9999999988248, 
sin  20"  =  2  sin  10"  CCS  10". 

Par  les  règles  indiquées  précédemment,  on  trouvera  les 
sinus  et  les  cosinus  de  tous  les  arcs  de  10"  en  10". 

Les  valeurs  que  Ton  obtiendra  pourront,  d'ailleurs,  être 
vérifiées  au  moyen  des  séries  dont  on  vient  de  parler. 
En  faisant  successivement  dans  celles-ci 


1 

90 


2 

90 


D 


90 


10 
90 


on  aura  les  sinus  et  les  cosinus  de  tous  les  arcs  de  degré 
en  degré. 

25.  Dans  des  calculs  où  les  erreurs  commises  se  repro- 
duisent à  chaque  opération,  il  importe  d'avoir  des  moyens 
variés  de  vérification. 

C'est  ainsi  que  les  valeurs  des  sinus   de  9%  18",  27% 

56°,  43" ,  obtenues  précédemment   en  partant  de   la 

grandeur  des  côtés  des  polygones  réguliers  inscrits  dans  le 
cercle  de  rayon  1,  serviront  à  vérifier  les  tables  formées  au 
moyen  des  séries  ou  par  un  autre  procédé  quelconque. 

26.  Les  tables  trigonomélriques  ayant  été  calculées  par 
leurs  logarithmes  dans  un  cercle 
de  rayon  égal  à  l'unité,  il  est  fa- 
cile de  les  calculer  dans  un  cercle 
de  rayon  égal  à  celui  des  tables 
ordinaires  10'°. 

Soient,  en  effet,  deux  cercles 
concentriques  de  rayon  MC  =  1, 
et  de  rayon  M'C  =  10'0.  11  est 


Fig.  G. 
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évident  que  les  deux  arcs  AM  et  A'M',  quoique  de  gran- 
deur différente,  contiennent  un  même  nombre  n  de  degrés. 
Les  deux  triangles  rectangles  CMP  et  CM'P'  donnent  la 
proportion  : 

MP      M'P'  sin  n°,r  ^^      sin  w",^  ,oio) 

—  = ou       ^ = ^^ • 

MC      M'C  1  10*" 

Celte  proportion  montre  évidemment  que  le  rapport  du 
sinus  d'un  arc  à  son  rayon  reste  constant,  quel  que  soit  ce 
rayon. 

Il  en  est  de  même  du  rapport  d'une  ligne  irigonomé- 
trique  quelconque  à  son  rayon.  Si  Ton  prend  les  loga- 
rithmes dans  la  dernière  proportion,  on  aura  : 

Ig  sin  w%.ioiO)  =  Ig  sin  n\,,i^  -t-  10  ; 

ce  qui  indique  qu'il  suffît  d'ajouter  10  aux  logarithmes  de 
toutes  les  lignes  trigonométriques  calculées  dans  un  cercle 
de  rayon  1  pour  les  obtenir  dans  un  cercle  de  rayon  lO'o. 
Les  tables  trigonométriques  parurent  en  1 596,  à  Neustal, 
dans  le  Palalinat  :  on  n'en  connaît  pas  l'auteur.  Rhéticus 
s'en  servit  pour  calculer  les  sinus  et  les  tangentes  jusqu'à 
quinze  décimales,  de  dix  en  dix  secondes.  Plus  tard  furent 
publiées  les  tables  logarithmiques  des  lignes  trigonométri- 
ques, ce  qui  abrégea  beaucoup  les  calculs. 
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CHAPITRE  III. 


Résolution  des  triangles  rectangles. 


«y.  Soit  un  triangle  rectangle  ABC,  A,  B,  C  étant  les 
trois  angles  et  a,  b,  c  les  côtés  opposés  à  ces  angles. 
L'angle  A  (fîg.  7)  étant  droit, 

B  -4-  C  =  90°  ; 

d'où  il  suit  que 

sin  B  ==  ces  C,    tg  B  =  cotg  C, 

et  réciproquement.  Deux  données 
quelconques  suffisent  donc  pour  dé- 
terminer le  triangle  rectangle,  à  l'exception  des  deux  angles 
aigus. 

On  peut  admettre,  en  général,  qu'il  y  a  toujours  dans 
les  tables  trigonométriques  un  triangle  rectangle  sem- 
blable au  triangle  donné. 

Construisons  ce  triangle  des  tables  et,  à  cette  fin,  du 
point  B  comme  centre  et  avec  un  rayon  R  égal  à  celui  des 
tables,  décrivons  l'arc  DM  et  traçons  le  sinus  MP,  ainsi 
que  la  tangente  DT.  Le  triangle  ABC  et  son  semblable  des 


tables  BMP  donnent  les  proportions  ; 

BM      BC                 R 

1"                              =           ou               = 
MP      AC              sin  B 

a 
"6' 

ainsi ,  dans  tout  triangle  rectangle  le  rayon  des  tables  est  au 
sinns  d'un  angle  aigu  comme  l'hypoténuse  est  au  côté  opposé 
à  cet  angle  aigu. 
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BM      BC  R        a 

2°  —  =  —     ou     =  -; 

BP      AB  cosB      c 

dans  tout  triangle  rectangle  le  rayon  des  tables  est  au  cosi- 
nus d'un  angle  aigu,  comme  l'hypoténuse  est  au  côté  adja- 
cent à  cet  angle  aigu. 

La  similitude  du  triangle  ABC  et  du  triangle  des  tables 

BDT  donne  : 

BD      AB  R        c 

3"  —  =  —     ou     =  -, 

DT      AG  tg  B      6 

et  en  langage  ordinaire  :  dans  tout  triangle  rectangle  le 
rayon  des  tables  est  à  la  tangente  d'un  angle  aigu  comme  le 
côté  adjacent  est  au  côté  opposé  à  cet  angle  aigu. 

De  ces  trois  proportions  on  tire,  en  faisant  le  rayon  des 
tables  égal  à  l'uniti  : 

6  =  a  sin  B ,     c  =  a  cos  B ,     6  =  c  tg  B , 

formules  faciles,  mais  qui  ne  sont  plus  homogènes. 

Pour  rétablir  l'homogénéité,  il  suffit  de  diviser  chaque 
ligne  trigonométrique,  le  sinus,  le  cosinus,  la  tangente, etc., 
par  le  rayon  R  des  tables. 

En  général,  pour  rendre  homogène  une  relation  trigo- 
nométrique quelconque,  il  faut  diviser  chaque  ligne  tri- 
gonométrique par  le  rayon  R  des  tables. 

Résolntlon  des  triangles  rectlllg;nes  quelconques. 

28.  Soit  un  triangle  quelconque  ABC  (fig.  8),  A,  B,  C 
étant  les  trois  angles  et  a,  6,  c  les  côtés  opposés  à  ces 
angles.  On  a  d'abord  pour  ces  angles  l'égalité  : 

A  -f-  B-f- 0  =  180'', 
et  sin  C  =  sin  (A  -h  B) , 

cos  C  =  —  cos  (A -i- B) , 
tgC=-lg(A-i-B). 


I 
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Du  point  C,  abaissons   la   perpendiculaire  CD  sur  le 

côté  AB.  En  vertu  du  premier  principe  pour  la  résolution 

des  triangles  rectangles  (27),  le  triangle  rectangle  CDB 

donne  : 

R:  sinB  =  a:CD; 


Fig.  8. 


OU 


le  triangle  rectangle  ADC  donne  aussi 

R:sin  A  =  6:GD. 
De  ces  deux  proportions,  on  conclut  : 

6  sin  A  =a  sin  B 
sin  A  :  sin  B  =  a  :  h. 


Ainsi,  dans  un  triangle  quelconque  les  sinus  des  angles 
sont  entre  eux  comme  les  côtés  opposés  à  ces  angles.  Tel  est 
le  premier  principe  pour  la  résolution  des  triangles  quel- 
conques. 

«9.  De  la  proportion  qui  précède,  on  tire 

sin  A  -t-  sin  B      a  -4-  6 


sin  A  —  sin  B      a  —  b 
Mais  on  a  vu  précédemment  (1 2)  que 

sin  A  -+-  sin  B  __  tg  i  (A  -+-  B) 

sin  A  —  sin  B  ~  tg  i  (A  —  B)  ' 

on  déduit  de  ces  deux  proportions  : 

a  -+-  6  _  Ig  i  (A  -+-  B) 

o— ô^tgriÂ^B)' 

c'est-à-dire,  que  dans  un  triangle  qiielconciue  la  somme  de 
deux  côtés  est  à  leur  différence  comme  la  tangente  de  la 
demi-somme  des  angles  opposés  à  ces  côtés  est  à  la  tangente 
de  leur  demi-différence  :  c'est  le  2™"  principe  pour  la  réso- 
lution des  triangles  obliquangles. 
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Puisque  tg  ^  (A  -h  B)  =  colg.  J ,  la  formule  qui  précède 
devient  : 


a  -+-  6 

G 

cotg- 

a  —  b 

!.. 

tg-(Â-B) 


On  a  aussi  les  formules  : 

i  ,^       „,       a-+-6    .    G 
cos  -  (A  —  B)  = sin  — . 

2^  ^  c  2 

.     '*/*  m  «  —  6  C 

sm  —  (A  —  B)  = cos  -  ; 

2^  ^  c  2 

en  divisant,  on  trouve  également  : 

^^2(^-^)=^^^^^^2' 
sin  A      sin  B      sin  G 


En  effet,  on  a  : 


a  ou  sm  A  -t-  sm  B  = sm  G , 

c 

sm-(A  -H  B)  cos  -(A  —  B)  = sm  -cos-» 

2^  ^2^  ^  c  2       2 

1   /.  m  «  +  6     .     G 

et  cos- (A — B)  = sm-- 

2^  ^  c  2 

De  même,         sin  A— sin  B= sinC; 

c 

r   '       •    ^  /*        nv        ^  /*        r,N       a  —  b   .    C        C 

dou    sm--(A  — B  cos -(A  -t-  B)  = sm-cos-. 

2  -2  '  c  2        2 


et 


•    ''/.       ^x       «  —  6       c 

sm  -  (A  —  B)  = cos  — 

2'  '  c  2 


30.  D'après  un  théorème  de  Géométrie,  on  a  dans  le 
triangle  ABC  (fig.  8)  : 

a^  =  6*  -+-  c^  _  2c  X  AD. 
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Eliminons  de  celte  expression  le  côté  AD  du  triangle 
rectangle  ADC.  En  faisant  le  rayon  égal  à  l'unité,  il  vient  : 

AD  =  6  cos  A  ;     d'où     a*  =  6"  h-  c*  —  26c  cos  A. 

On  a  de  même  :    6^*  =  a*  -4-  c^  —  2ac  cos  B 
et  c'  =  a'  -+-  6^  —  2ab  cos  C. 

De  la  première  de  ces  trois  relations,  on  tire  ; 
26c  cos  A  =  6'  -+-  c*  —  a\ 

Ajoutons  26c  à  chaque  membre  de  cette  égalité  pour 
l'approprier  au  calcul  logarithmique.  On  aura  : 

26c  (1  -+-  cos  A)  =  {b  -^-  cf  —  lâ 
et  46c  cos-  -  =  (6  -t-  c  -f-  a)  (6  -I-  c  —  a)  ; 


d'où 


cos 


\-^/ 


(6  -+-  c  -+-  a)  (6  -♦-  c  —  a) 


2       V  46c 


En  représentant  le  périmètre  du  triangle  par  2/9,  celte  for- 
mule devient  : 


-:=\/^- 


(/?  — a) 
cos  ^  '  -  ^^  I 


On  a  aussi 

:      1  —  cos  A 

et 

,  A      (a 

2 

2        ^  bc 


i 

26c 

c  —  6)  (a  -t-  6  —  c) 


26( 


d'où 


■<-v 


(/>  —  f))  {p  —  c) 
bc 


-W"^ 


t„_  =  .    ,  .  -b){p-c) 


ip  —  a) 

En    divisant  cos  |  par  le   rayon  R  des   tables  afin  de 
rendre  la  formule  homogène,  il  vient  : 

2  V  (,c 
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On  trouverait  de  la  même  manière  : 


A       ^  .    /{p  —  b}  ip 
sin  D  *  / 


.in-  =  R>/ 


A_j^Y/(P-6)(p-c) 


bc 

A  .    /fw  — i 

et  tg 


2        y     p{p  —  a) 

Cette  dernière  formule  est  plus  propre  au  calcul  que  les 
deux  précédentes,  quant  au  degré  d'approximation  à  ob- 
tenir, puisque  la  tangente  passe  de  zéro  à  Tinfini  lorsque 
l'arc  passe  de  zéro  à  90°,  tandis  que  le  sinus  passe  seule- 
ment de  zéro  au  rayon.  Ces  dernières  formules  servent  à 
calculer  les  trois  angles  lorsqu'on  connaît  les  trois  côtés. 

Avec  les  deux  principes  qui  précèdent,  elles  suffisent 
pour  résoudre  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

31.  Reprenons  dans  le  triangle  ABC  l'égalité 

AD  =  6  ces  A. 
On  a  aussi  :  BD  =  a  cos  B 

et,  en  ajoutant  : 

AD -H  BD     ou     c  =  a  cos  B -4- 6  cos  A.     .     .     (1). 
On  a  de  même  pour  les  deux  autres  côtés  les  relations  : 

6  =  a  cos  C  -4-  c  cos  A (2) , 

a  =  6  cos  C  -4-  c  cos  B (5). 

Ces  trois  équations  contiennent  les  trois  côtés  et  les  trois 
angles  du  triangle,  et  permettent  de  résoudre  celui-ci  lors- 
que trois  quelconques  de  ces  quantités  sont  connues,  à 
l'exception  des  trois  angles.  11  est  facile  d'en  tirer  le  pre- 
mier principe  pour  la  résolution  des  triangles. 

Eliminons  cos  C  entre  ces  deux  dernières,  on  aura  : 

a^  —  6^  =  c  (a  cos  B  —  6  cos  A) 
et,  en  vertu  de  la  première  : 
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rt*  —  6*=  (rt  cos  B  -t-  6  cos  A)  (o  cos  B  —  b  cos  A), 
a*  —  6*  =  a*  cos^  B  —  6*  cos^  A, 
a'  (1  —  cos'  B)  =  6*  (1  —  cos*  A), 
ou  o*  sin*  B  =  6'  sin'  A 

et  osin  B  =  6  sin  A, 

c'est-à-dire,  sin  A  :  sin  B  ==  a  :  b. 

Il  est  facile  de  trouver  la  valeur  d'un  angle  quelconque 
cos  A,  cos  B  ou  cos  C  en  fonction  des  trois  côtés  a,  b,  c, 
puisqu'on  a  dans  les  trois  relations  qui  précèdent  trois 
équations  incomplètes  très-simples  du  1*'  degré  à  trois 
inconnues. 

nésolution  des  triangles  rectangles. 

32.  Soit  un  -triangle  rectangle  ABC  (fig.  7).  Les  diffé- 
rents cas  qui  peuvent  se  présenter  sont  les  suivants  : 

On  peut  donner  :  1"  l'hypoténuse  a  et  un  côté  6  de 
l'angle  droit;  2°  les  deux  côtés  6  et  c  de  l'angle  droit; 
3°  l'hypoténuse  et  l'un  des  deux  angles  aigus;  4°  un  côté  6 
de  l'angle  droit  et  l'un  des  deux  angles  aigus,  C,  par 
exemple. 

33.  Premier  cas.  On  donne  l'hypoténuse  a  et,  le  côté  b  de 
l'angle  droit. 

On  aura  pour  le  troisième  côté  ; 

l'angle  B  sera  donné  par  le  principe 

lO'^sinB^ari; 
d'où  Ig  (sin  B)  =  10  -i-  Ig  (6)  —  Ig  (a). 

En  général,  on  trouvera  dans  la  colonne  des  sinus  des 
tables  trigonométriques  deux  logarithmes  entre  lesquels 
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sera  compris  Ig  (sin  B).  On  sait,  par  l'algèbre,  déterminer 
un  nombre  quelconque  donné  par  son  logarithme  ;  on 
connaîtra  donc  le  nombre  de  degrés,  de  minutes  et  de 
fractions  de  minute  que  l'on  réduira  en  secondes,  de  se- 
condes et  de  fractions  de  seconde  que  l'on  réduira  en 
tierces  et  ainsi  de  suite,  de  l'angle  B  avec  un  aussi  grand 
degré  d'approximation  qu'on  le  voudra,  si  les  tables  trigo- 
nométriques  sont  calculées  avec  un  très-grand  degré  d'ap- 
proximation. 

Quant  à  l'angle  C,  on  l'obtiendra  par  le  second  principe 

R  :  CCS  C  =  a  :  6  ; 
d'où  Ig  (ces  C)  =  1 0  H-  Ig  (6)  —  Ig  (a). 

Comme  les  deux  angles  B  et  C  sont  complémentaires , 
on  aura  ainsi  un  moyen  de  vérification  ;  si  l'on  a  bien  cal- 
culé, leur  somme  devra  être  très-approximativement  90". 

34.  Deuxième  cas.  On  donne  les  deux  côtés  h  et  c  de 
l'angle  droit. 

On  aura  l'angle  B  par  le  troisième  principe 

R  :  tg  B  =  c  :  6 

et  ]g(tgB)  =  40+Ig(6)-lg(c). 

On  aura  de  même  : 

lg(tgC)  =  10-4-Ig{c)-lg(6). 

Les  deux  angles  B  et  C  étant  complémentaires  fournis- 
sent un  moyen  de  vérification. 

Ayant  calculé  très-approximativement  les  angles  B  et  C, 
on  obtiendra  l'hypoténuse 

RX6 

a  == 

sin  B 

et  Ig  (a)  ==  1 0  -+-  Ig  (b)  —  Ig  (sin  B). 

Si  6  et  c  sont  des  nombres ,  il  viendra  : 


I 
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mais,  si  6  cl  c  sont  des  (juantilés  îilgébriques  quelconques, 
celte  formule  n'est  pas  calculable  par  logarithmes. 
Pour  la  rendre  telle,  posons  x^  =  -Sôc.  On  aura  : 

a'  =  i*  H-  c*  -I-  26c  —  x*  =  (6  -+-  c  -t-  x)  (6  -H  c  —  ac)  ; 
d'où  ]g  (6  -H  c  -♦-  ac)  -t-  Ig  (6  -t-  c  —  x) 

35.  Troisième  cas.   On  donne  l'hypoténuse  et  un  anyle 

aigu  B.  On  aura  ; 

C  =  90°  —  B. 

Quant  au  côté  b,  on  obtiendra  ; 

a  sin  B 


6  = 


K 

lg(6)=lg(a)-4-]g(sinB)-dO. 

Il  viendra  de  même  : 

a  cos  B 

c  = 

R 

et  Ig  (c)  =  Ig  (a)  -4-  Ig  (ces  B)  —  1 0. 

36.  Quatrième  cas.  On  donne  un  côté  h  de  l'angle  droit  et 
l'un  des  deux  angles  aigus  C. 
L'angle  C  étant  connu,  on  a  : 

B  =  90°  —  C. 

,  M  ,  R6 

L  hypoténuse  a  =  — —  ; 

sin  B 

d'où  Ig  (a)  =  1 0  -t-  ig  (6)  —  Ig  (sin  B). 

11  vient  pour  c  la  relation  : 

6tgC 
^=-B- 

et  lg(c)  =  lg(6)-t-lg(tgC)-iO. 

Comme  exemple  d'application,  supposons  que  l'on  ait  : 
1°  6=43™,d4,     B  =  5G°ô0'; 
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on  trouve  : 

G  =  53"30',     a  =  W",G  12,     c  ==  50",!  42. 
2°  a=i 785"',395,     B  =  59''37'42"  ; 

on  a:  C  =  50"22''l 8", 

6  =  dS40'",374,     c=902'",708. 

Résolution  des  triangles   rcctiiignes  quelconques. 

S7.  II  peut  se  présenter  quatre  cas.  On  peut  donner  : 
1°  un  côté  a  et  les  deux  angles  B,  C;  2°  deux  côtés  a,  b  et 
l'angle  opposé  A;  3"  deux  côtés  a,  6  et  l'angle  compris  C; 
4°  les  trois  côtés  a,  b,  c. 

38.  Premier  cas.  On  donne  un  côté  a  et  les  deux  angles 
BetC. 

Connaissant  les  deux  angles  B,  C, 

l'angle  A  =180°  — (B  +  C). 
On  aura  le  côté  6  par  la  proportion  : 

sin  A  :  sin  B  =  a  :  6 

et  Ig  (6)  =  Ig  (a)  -+-  Ig  (sin  B)  -  Ig  (sin  A). 

39.  Application.  Étant  donnés  : 

a  =  86",  345, 
B  =  G5M7'31"     etG  =  54<'23'12", 
on  trouve  :  A  =  60M9'i7", 

'g  {^)  =  Ig  (86,343)  -t-  Ig  (sin  60°  1 7'  31  ")  —  Ig  (sin  60°  1 9'  1 7") 

=  1,9554228; 
d'où  6  =  90'",732; 

Jg  (c)  =  Ig  (86,345)  -f-Ig  (sin  54»  23'  12")  —  Ig  (sin  60°  J  9'  17") 

=  1,9072905, 
c  =  81™,522. 

40.  Deuxième  cas.  On  donne  les  côtés  a,  b  et  l'angle  A 
opposé  à  l'un  d'eux. 
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On  aura 
d'où 


a  :  b- 
siii  B 


sin  A  :  sin  B  ; 
b  sin  A 


1"  Supposons  que  l'angle  A  soit 
aigu.  L'angle  B  opposé  au  eôlé  AC=6 
pourra  être  aigu  ou  obtus.  Mais  il  faut 
avant  tout  que  la  perpendiculaire 
CH  =  h,  abaissée  sur  le  côté  AB, 
opposé  à  l'angle  C,  soit  plus  petite  que 
le  côté  BC  =  a,  opposé  à  l'angle  A  ;  de 
sorte  que  la  plus  petite  valeur  de 

6  sin  A       ,,   ,    .  /tR 

a  =  11  = »   d  ou  sin  B  =  —  • 

R  a 

Si  h  <  a,  sin  B  sera  plus  grand  que  R,  ce  qui  est  évi- 
demment absurde.  Si  le  côté  a  est  plus  petit  que  b  et  plus 
grand  que  A,  il  y  a  deux  solutions  qui  sont  bonnes  toutes 
deux,  à  savoir  :  les  triangles  ACB  et  ACB'.  Ces  triangles 
devront  être  tels  que  les  angles  ABC  et  AB'C  soient  tou- 
jours plus  grands  que  l'angle  A,  puisque  6  >  «,  l'angle 
AB'C  étant  obtus  et  le  second  ABC  étant  aigu.  Si  b  est  égal 
à  a,  les  deux  solutions  se  réduisent  à  une  seule  ACB";  dans 
ce  cas,  le  triangle  est  isoscèle  et  l'angle  B  =  A. 

Si  a  >  b,  des  deux  solutions  ACS  et  ACR,  ce  dernier 
triangle  répond  seul  à  la  question  ,  puisque  le  côté  CS  ==a 
n'est  pas  opposé  à  l'angle  A,  mais  bien  à  son  supplément 
(fig.  9).  Le  côté  b  étant  plus  petit  que  a,  l'angle  B  <  A;  ce 
qui  fait  disparaître  toute  ambiguïté. 

2°  Enfin,  si  l'angle  A  est  obtus,  l'angle  B  sera  nécessaire- 
ment aigu  et  a  devra  toujours  être  plus  grand  que  6,  puis- 
qu'à  un  plus  grand  angle  est  opposé  un  plus  grand  côté. 
Connaissant  les  angles  A  et  B  et  les  côtés  opposés  : 

l'angle  C  =  180»  — (A -4- B), 
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et  ie  côté  c  s'obtiendra  par  la  proportion  : 
sin  A  :  sin  C  =  a  :  c. 

41.  Applications.  I.  Étant  donnés  a  =  7S,  6=  72  et 
A  =  53%  on  trouve  B  =  50°  3'27",  C  =  76°36'33"  et 
c  =  91,48. 

Puisque  A  <  90°  et  a  >  6,  l'angle  B  est  aigu. 

II.  Étant  donnés  a  =  80, 6  =  100  et  A  ==  30%  on  trouve 
A  =  50  ou  a  >  A,  A  étant  aigu,  et  a  <  6. 

Le  problème  a  deux  solutions  ;  la  première  donne  : 

B  =  38°  40' 56",     C  =  dH°19'4"     et    c=149,0o. 
On  trouve  pour  la  seconde  : 
B  =  4 41 M  9' 4",     C  =  8''40'5G"     et     c  =  24,152. 

III.  On  donne  :  A  =  150%  a  =  80  et  6  =  100. 

6  étant  plus  grand  que  a,  l'angle  B  >  A,  il  y  aurait 
deux  angles  obtus  dans  le  triangle  ;  celui-ci  n'existe  pas  et 
l'angle  B  est  impossible.  Cependant,  on  trouve  par  la  pro- 
portion :  B  =  38°40'56". 

Le  sinus  d'un  angle  de  150"  est  le  même  que  le  sinus 
d'un  angle  de  30°.  Pour  obtenir  la  valeur  de  B,  on  opère 
absolument  comme  s'il  était  donné  ; 

A  =  30%    a  =  80,     6  =  100, 

valeurs  appartenant  à  deux  triangles. 

42.  Troisième  cas.  On  donne  deux  côtés  a,  b  et  l'angle 
compris  C.  On  a  la  formule  ; 


o  -+-  6 

: ■      on 

a  -4-  6 

C 

cotg- 

a  —  6 
sque 

1 

tgglA-B) 

tsi(A-t-B)  = 

a —  6 
C 

:COtg-    • 

tg^(A-B) 
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Les  trois  premiers  termes  de   celte  proportion  étant 
connus,  celle-ci  fera  connaître  |  (A  —  B). 
On  aura  donc 

1  (A -+-«)  =  90»-^      et      1(A-B)  =  n«. 

Les  angles  A  et  B  seront  donc  connus;  quant  au  troi- 
sième côté  c,  on  l'obtiendra  par  la  proportion  : 

sin  A  :  sin  C  =  a  :  c. 

Comme  application,  supposons  que  l'on  ait  : 

a  =  i  200,     b  =  8G0,     C  =  40°  25'  34". 

On  obtiendra  : 

Ig  [tg  i  (A  -  B)]  =  Ig  (a  -  6)  -t-  Ig  (colg^)  _  Ig  (a  +  6); 

d'où  Ig[tgi(A— B)]=]g(340)-Hlg{cotg20°42'47")— lg(2060); 
ce  qui  donne  :     Ig  [tg  i  (A  —  B)]  =  9,6515406; 
d'où  i  (A  —  B)  ==  24"  8'  45". 

Il  vient  ;     A  =  9Z°  55'  55",    B  =  45°  38'  29", 
Ig  c  =  2,8920945  ;     d'où     c  =  780. 

43.  Quatrième  cas.    Connaissant   les  trois  côtés  a,  b,  c, 
calculer  les  trois  angles. 
On  a  les  formules  ; 


A 

cos—  = 

2 

A 

sin  —  = 

2 

>-a) 
6e        ' 

-b)(p- 
bc 

■_ç)^ 

A 

-R\/^ 

-b){p- 

■c) 

'^    2" 

-RV       , 

?(»— a) 

De  ces  trois  formules,  la  dernière  relative  à  la  tangente 
est  la  plus  avantageuse  à  employer,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  dit. 
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44.  Application.  Soient  a  =  29,  6  =  24  et  c  =  13;  on 


trouve 


A  =  98»  51',     B  =  54»  51' 52"  et   C  =  26M7'30' 


On  devra  avoir  comme  moyen  de  vérification  : 
A-t-B-t-C  =  180". 

45.  Déterminer  la  distance  d'un  point  A  où  Von  est 
placé  à  un  point  C  qui  est  inaccessible,  mais  visible. 

On  mesurera  sur  le  ter- 

Fig.  10.  .  , 

ram  une  longueur  conve- 
nable AB,  de  manière  que 
les  angles  en  A  et  en  B 
soient  de  grandeur  moyenne. 
Au  moyen  d'un  graphomètre 
dont  on  placera  le  pied  en 
A  et  en  B,  on  déterminera  les  angles  CAB  et  CBA  :  on 
aura  ainsi  un  triangle  dont  on  connaîtra  un  côté  et  les 
deux  angles  adjacents.  Supposons  que  l'on  ait  : 

AB  =  ^80'",51,     A  =  58"  32',     B  =  49»  27'  ; 
on  obtiendra  :    C  =  1 80»  —  1 07»  59'  =  72°  1  '. 
Il  vient:      sin  72»l':sin49»27'  =  280™,37:  AC; 
d'où    lg(AC)=lg(sin49»27')+lg(280,37)— lg(sin72»l'), 
et  AC  =  223-»,978. 

46.  Mesurer  une  hauteur  AB  dont  le  pied  B  est  inac- 
cessible. 

Soient  les  points  accessibles  E  et  D.  On  mesurera  dans 
le  plan  vertical  ACM  une   base  de  niveau   MC  =  /,  de 

manière  que  l'angle 
ACM  ne  soit  pas 
trop  petit.  Au  point 
C,  on  placera  le 
pied  d'un  grapho- 
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mètre;  on  mesurera  exactement  l'angle  ACM  =  a,  et, 
au  point  M,  on  mesurera  également  l'angle  AMC  =  (3  ou 
son  supplément  AMB.  Il  sera  facile,  en  vertu  du  problème 
précédent,  de  calculer  AM  ou  AC,  puisque  l'on  connaît 
dans  le  triangle  AMC  un  côté  et  les  deux  angles  adjacents. 
On  aura  pour  la  hauteur  : 

AB  =  AM  Xsina. 

41.  Mesurer  une  longueur  CD  visible,  mais  inaccessible. 
On  tracera   sur   le    terrain,    à   niveau,   une   longueur 
AB  =  /  (fig.  12)  qui  paraisse  approximalivement  égale  à 
Fig.  12.  '^  distance  inconnue  CD.  On  mesu- 

,3)  rera  au  moyen  du  graphomètre  les 
angles  CAB  =a,  DAB  =  (3,  et,  au 
point  B,  les  angles  CBA  =  ^  et 
DBA  ==  y.  Il  est  évident  qu'au 
°  moyen  de  ces  mesures  le  triangle  ABC 
est  déterminé,  puisque  l'on  connaît  un  côté  AB  =  /  et  les 
angles  adjacents;  on  pourra  donc  déterminer  le  coté  AC.  Le 
triangle  ABD  est  aussi  déterminé  pour  la  même  raison  que 
précédemment;  de  sorte  que  l'on  pourra,  à  son  tour,  cal- 
culer tous  les  éléments  du  triangle  CAD,  puisque  l'on  con- 
naît les  deux  côtés  AC,  AD  et  l'angle  compris  C  AD=a —  (3, 
que  l'on  pourra  toujours,  au  besoin,  mesurer  directement 
si  les  points  A,  B,  C,  D  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 
Soient  m  et  n  les  longueurs  des  deux  côtés  AD  et  AC  ; 
on  aura,  en  vertu  du  troisième  principe  des  triangles  obli- 
qnangles  :  ^  .^  n  _  cotgH«-P) 

m  —  n        tgi(cj— «')' 

w  et  w'  représentant  les  angles  opposés  aux  côtés  m  el  n 
dans  le  triangle  CAD. 

On  a  déjà  :    ^  (co  -»-  w')  =^  90»  —  ^  (a  —  p). 
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Cette  dernière  proportion  fera  connaître  ^  (w  — w')  =n°; 
de  sorte  que  les  angles  w  et  w'  seront  connus,  et  que  Ton 
aura  pour  le  côté  demandé  CD  la  proportion  : 

sin  a  :  sin  (a  —  p)=  m  :  CD. 

48.  Application.  Soient 

AB=275'",85,  a=\0o''^o',  p=46"7',  r=H2°  15',  â=U°iù'. 

]g(AC)=lg(sin54"45')+ls(27H,85)-lg(sind9<'52'j=2,8212609, 

AC  =  662,614; 
lg(AD)=lg(sinH2«15')-Hlg(27o,85)-lg(sin21''58')=2,8404560, 

•      AD  =  692,525; 
J§[t§i(»'— ")]=lg(29,9l)-+-lg(cotg25»39')  — ]g(i555,15) 

=  8,6624195, 
tg(w'- «)  =  S»lo'54",    w'— w  =  5M5'54",    w'-+- co  =  128''42'; 
d'où  co'  =  66"  58'. 

49.  Trois  points  A,  B,  C  étant  déterminés  de  position 
sur  une  carte,  faire  connaître  la  position  d'un  cjualrième 
point  D,  d'où  l'on  peut  voir  les  distances  AB  =  aet  BC  =  b 
sous  des  angles  ADB  =  a  et  BDC  =  (3,  que  l'on  sait  mesu- 
rer au  moyen  du  graphomètre. 

Si  l'on  décrit  sur  le  côlé  AB  un  segment  capable  de 
l'angle  a,  sur  le  côté  BC  un  seg- 
ment capable  de  l'angle  (3,  le 
point  D  devra  se  trouver  à  l'in- 
tersection de  ces  deux  segments 
et  sera  ainsi  déterminé  de  posi- 
tion. On  peut  facilement  déter- 
miner cette  position  par  le  calcul. 
;  En  effet,  les  triangles  ABD, 
BCD  donnent ,  en  représentant 
les  angles  inconnus  BAD  et  BCD  par  x  et  y  : 

a  :  BD  =  sin  a  :  sin  x ,         BD  :  6  =  sin  ?/  ;  sin  [3  ; 


Fig.  13. 


d'où 
et 
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(1 :  6  =  sin  a  sin  y  :  sin  p  sin  x 
sin  X       h  sin  x 
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sin  y       a  sin  p 


6  sin  (X 


En  posant  -^^  =  ^1,  on  aura 


sin  X 


m 
a 


sin  î/ 

De  cette  proportion,  on  tire  : 
sin  X  -4-  sin  y       m  -+-  «  tg  ^  (x  -+-  t/) 


m 


F.g.    14. 


sin  X  —  sin  y       m  —  a  tg  i{x  —  y)       m  —  a 

mais  on  a  dans  le  quadrilatère  ABCD  : 

i  (x  -t-  î/)  =  180°  —  4  (a  -H  |3  -+-  B). 

La  dernière  proportion  fera  connaître  ,j  {x  —  y). 

Les  angles  x  el  y  seront  donc  connus,  ainsi  que  la  posi- 
tion du  point  D. 

50.  Quatre  objets  inaccessibles  A,  B,  C,  D  en  ligne  droite 

ne  sont  visibles  que  du  point 
0  sous  des  angles  a,  (3,  y. 
Chercher  la  dislance  BC==x, 
connaissant  les  deux  autres 
longueurs  AB  =  a,  CD=b. 
Les  deux  triangles  ABO 
et  BOD  donnent  : 

a:BO  =  sina:sin(w— a),     BO:6H-a;  =  sin(cc+[3-+-r):sin(|3-+-7)» 

et    a:6 -f- a;  =  sinasin(w -4- |3 -»-9/):sin(cci — a)sin(p-t-r)  (1)> 

(ji  représentant  l'angle  OBC  extérieur  au  triangle  ABO.  Les 
deux  triangles  COD  et  ACO  fournissent  de  même  les  pro- 
portions : 

6  : CO  =  sin  y  ■  sin  (u+^-f-r),     CO  :  a-t-x  =  sin  («  -  a)  :sin(a-»-p), 

6  :  a  -1-  X  =  sin  r  sin  (m  —  a)  :  sin  (a  ■+■  p)  sin  (w  -t-  /3  -f-  r)     (2). 
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En  multipliant  par  ordre  (1)  et  (2),  il  viendra  : 

ab^.{a-^-x)  (6-h  x)  =  sinasinr  :sin(a-t- p)sin(p -+-r)     (3); 

ah  sin  (a  -4-  p)  sin  (j3  -+-  r) 

d'où    ac^  -t-  (a  -+-  6)  X  -t-  a6  =  ^ : 

^  sin  a  sin  Y 


et  «  =  — -(a-+-6)=t-Y/  (a— 6)'-+ 


4  i\  /         ,,     4a6sin(a-+-p)sin(p-»-r) 


2  '      2  ''^  sin  a  sin  r 

4a/<  sin  (a  +  S)  sin  (3 -+- r)       ,         ,^^    ^  ,    ,,v 

En  posant ^ — -. '  =  {a  —  bf  Ig' ce'    (4), 

'^  sui  X  sin  ■x 

on  aura  :  a;  =  —  -  (a  -+-  6)  ±  -(a  —  6)  l/l  h-  tg^w' 

a  -+-  6       (a  —  6) 
et  enfin  x  = —  =t ;  • 

2  2  COS  Cû 

L'angle  auxiliaire  w'  est  déterminé  par  l'équation  (4).  On 
ne  prendra  des  deux  valeurs  de  x  que  celle  qui  est  positive. 
Si  l'une  des  deux  autres  distances  a  et  6,  «  par  exemple, 
était  inconnue,  on  la  regarderait  comme  telle  et  les  deux 
autres  x  et  b  comme  étant  connues  ;  comme  il  est  facile  de 
le  voir,  l'équation  serait  du  1"  degré. 


Surface  d'un  trfang;Ie. 

61.  Soit  ABC  un  triangle  quelconque  (fig.  8). 

On  sait,  par  la  Géométrie,  que  la  surface  S  de  ce  triangle 
^st  S  =  ^^^^^  ^  CD  étant  la  hauteur  du  triangle.  Le  triangle 
rectangle  ACD  donne  : 

6  sin  A  ,  bc  sin  A 

CD= ;      doù       S  = • 

R  2R 

Connaissant  les  trois  angles  A,  B,  C  et  le  rayon  R  du 
cercle  circonscrit,  on  a  aussi  pour  la  surface  S  de  ce 
triangle  : 

S  =  ïiR  sin  A  sin  B  sin  C. 
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Fig.  15. 


En  effet,  soit  0  le  centre  du  cercle  circonscrit;  désignons 

par  11  le  rayon  du  cercle 
circonscrit,    il    viendra  : 

AB  =  c  =  2RsinC, 
et  pour  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  surAB: 
OD  =  R  cos  C  ;  de  sorte 
que  la  surface  du  triangle 
A0B=Çsin2C;cellede 

A0C  =  ^sin2B,  et  celle 
deBOC  =  R2sinAcosA. 
La  surface  totale 


R« 

ABC=  — (sin2A 


sin  2B  -+-  siii  2C). 


Mais  on  a  vu  (15)  que 

sin  2A  -+-  sin  2B  -4-  sin  2C  =  4sin  A  sin  B  sin  C; 
la  surface  cherchée  est  donc  : 

S  =  2R^  sin  A  sin  B  sin  C. 
5^.  Connaissant  les  quatre  côtés  a,  b,  c,  d  d'un  quadri- 
latère inscrit  k^CD,  trouver  la  surface  Q  de  ce  quadrilatère. 

bc\ 


On  a 


Q=i-:^ 


sin  A, 


a,  b,  c,  d  étant  les  côtés  AB,  BC,  CD,  AD. 

Les  deux  triangles  ABD,  BCD  donnent  pour  le  côté  BD: 
BD  =  a'  -f-  cP—^ad  cos  A  =  h'  -4-  c'  -t-  26c  cos  A; 
«2  -4-  rf*  _  6«  —  c' 


d'où 


et 


cos  A  = 


2  {ad  -+-  bc) 


sin  A  =  Y    ^  — 


(a«  _t-  rfî  _  b' ._  c^f 


4  {ad  -+-  bcf 

En  remplaçant  cette  valeur  de  sin  A  dans  Texpression 
de  Q,  il  vient  : 


ad 


2 


1 


(a2^rf*_6*_cV 


4  {ad  -+-  6f)* 
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et  Q  =  I  \/{l)+c-hd-  a)  {a+c-^d—b)  {a+b-^d-  c)  (a+ô-t-c— c?) ; 

en  désignant  par  2/)  le  périmètre  du  quadrilatère  inscrit, 
on  a  : 

Q  =  \/{p-a){p-b){p-c){p-d). 

53.  Connaissant  les  trois  angles  A,  B,  C  et  le  rayon  r 

du  cercle  inscrit,   chercher  la 
surface  S  du  triangle. 

On  a  dans  le  triangle  rec- 
tangle A'BI  (fig.  16)  : 


A'B  =  r  cotff  —  » 

C 

A'C  =  r  cote  —  ; 
^2 


Fig.  16. 


le  côté    BC=a 


B  C 

r  [  cotg  — «-  cotg  - 


C) 


B        C 

sin  -  sin  — 
La  surface  du  triangle  BIC  est  donc  :  ^        2 

B 


B1C  =  - (cotg- -+- cotg -j; 


celle  du  triangle  total  ABC  est  : 

J        A  B  C\ 

S  =  ^  (cotg  -  -t-  cotg  -  -+-  cotg  -  j 


Mais  on  a  vu  que 


d'où 


cotg H  colg — \-  cote  — =  cot";  — cols:  -cote  —  ; 

°2  2  2  2          2  2 

ABC 


S  =  r^ cotg -cota;     cotg  — • 
^2      °2  2 


54.  On  connaît  les  trois  angles  d'un  triangle  et  le  rayon 
r  du  cercle  inscrit.  Chercher  l'aire  du  triangle  qui  joint  les 
trois  points  de  contact. 

Soient  A',  B',  C  les  trois  points  de  contact  et  I  le  centre 


TRIGONOMÉTRIE    RECTILIGNE.  55 

du  cercle  inscrit  (fig.  IG).  L'angle  au  centre  B'IC  est  le 
supplément  de  l'angle  A  du  triangle;  de  sorte  que  l'on  a 
pour  la  surface  du  triangle  B'IC  : 

surtace  B  IG  =  —  smA, 
'2 

et  ainsi  des  autres.  En  ajoutant,  on  obtient  pour  la  surface 

cherchée  S  : 

r^  ,       A       B       C 

S  =  —  (sin  A  -+-  sin  B  -1-  sinC)  =  2rcos  — ces  —  cos  — • 
2  2        2        2 

55.  Connaissant  les  trois  angles  A,  B,  C  et  le  rayon  R 
du  cercle  circonscrit,  trouver  la  surface  S  du  triangle 
A'B'C,  compris  par  les  tangentes  aux  sommets  du  triangle 
(fig.  15). 

Le  triangle  rectangle  A'BO  donne  : 

A'B=^BtgA. 

On  a  de  même  dans  le  triangle  rectangle  C'BO  : 

C'B  =  RtgC; 

de  sorte  que  le  côté  A'C  =  R  (ig  A  +  tg  C), 

R  sin  B 
A'C  = 

cos  A  cos  C 

L'aire  du  triangle  A'OC'=  ^*(tg  A  -h  tg  C). 
La  surface  du  triangle  A'B'C  est  : 

S  =  RMtgA  +  tgB-+-tgC), 
S  =  RMgAlgBtgC, 
puisque        tg  A  -h  tg  B  -4-  tg  C  =  tg  A  tg  B  tg  C. 

56.  Soient  a,  (3,  y  les  rayons  des  trois  cercles  ex-inscrits 
au  triangle  ABC;  R,  r  les  rayons  des  cercles  circonscrit 
et  inscrit,  a,  b,  c  les  trois  côtés  et  2p  le  périmètre  du 
triangle,  I,  I'  étant  les  centres  des  cercles  inscrit  et 
ex-inscrit  au  côté  BC  =  rt;  on  aura  (fig.  17)  : 

B 
BH  =  atg- 


Fig.   J7. 
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et  CH  =  ate;-; 

/     B  C 

a=a    tg-f-tg- 


En  remplaçant  tg  -  et  tg  -  par 
ST    leurs  valeurs  en  fonction  des  côtés 
a,  b,  c  du  triangle,  il  viendra  : 


L  ''^   p(p—b)     ^   p{p —c)  y 

[{p  —  a){p  —  c  -+-  p  —  6)~J_  a  (/?  —  a)  a 

yp{p-a](p-b){p-c)j     \/p{p-a){p-b) 


-b)[p~c) 

d'où         l/p  {p  —  a){p  —  b){p  —  c)  =  a{p  —a); 
donc,  S  =  a(yî  —  a). 

On  aura  de  même  : 

S  =  p(p-6),    S  =  r(/>-c); 
d'ailleurs,  S=/)r. 

En  ajoutant  les  valeurs  inverses  de  a,  (3,  y,  on  obtiendra  : 

\        \        1       p  —  a  -i-  p  —  b  -\-  p  —  c      p      \ 

a        j3       r  S  s      r 

et,  en  multipliant  : 

S^  =  radr  ;     d'où     S=  Vra-dy. 

En  ajoutant  les  valeurs  de  a,  (3,  y  et  en  retranchant  de 
celle  somme  le  rayon  r,  il  vient  : 

abc 

a  -i-  p  -^  y  —  r  =— r-      ou      oi  -*-  p  ■+-  y  —  r  =  4R, 

puisque  l'on  a  : 

a6c  =  4RS. 

Ainsi ,  la  somme  des  rayons  des  cercles  ex-inscrits  est 


TRI 


Fig.  18. 


égale  à  quatre  fois  le  trayon  du  cercle  circonscrit  plus  le 
rayon  du  cercle  inscrit. 

67.  Connaissant  la  hauteur  h,  la  base  a  et  Vangle  A 
opposé  à  celle-ci,  résoudre  le 
triangle  (fig.  18). 

Représentons   DC    par    y   et 
Fangle  DAC  par  x,  on   aura  : 

BD  :=  a  —  î/. 

^     F^es  triangles  rectangles  BDA, 
ADC  donnent  : 

y  =  /itgx     {\),     a-i/  =  Alg(A  — x)     (2). 

On  tire  de  (1)  : 


JsA 


y  ^  —  y 


.+i.gA 


En  résolvant  celle  équation,  il  vient 


-^      2       V    4  t 


ah 


P  ah 


Cherchons  un  carré  'v^==f-x-,   p  étant  le  rayon  des 
labiés.  On  aura  : 


y^l-Vt-"'-"' 


On  procédera  de  la  même  manière  pour  connaître  les 
autres  côtés  dans  les  triangles  rectangles. 

5S.  Connaissant  les  trois  angles  et  le  périmètre  2p, 
résoudre  le  triangle  et  trouvei^  sa  surface. 

sin  A      sin  B      sin  C 


On  a  : 


el 


abc 
sin  A  -+-  sin  B  -H  sin  C      sin  A 


2p 


a 
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Mais  on  sait  que 

ABC 

sm  A  -H  sin  B  -+-  sin  C  =  4  cos     cos  —  cos  —  • 

2        2        2 


La  proportion 
sin  A      a 


B 


sin  B      6  B        C 

0  cos  —  cos  - 
2        2 


p  sin  -  »  sin  - 

^        ^  ^2 

fournit  la  valeur  6  = 


A       C 

cos  -  cos  - 
2        2 


Menons  la  perpendiculaire  AD  =  A.  Le  triangle  rec- 
tangle ADC  donne 

B       C 


/j  =  6sinC;     d'où     h  = 


2»  sin  — sin 

2        2 


bh 


La  surface  ABC  =  --.  On  aura  donc  : 


,  .    A  .    B   .    {] 
»  sin  -  sin  —  sin- 
2        2        2 


A      R     f 

surf.  ABC= ~ ou  surf.  ABC=»'  tg  -  tg-tg— 

ABC  '^    ^2   °2  "2 


cos— cos— cos— 
2        2       2 


En  rendant  cette  formule  homogène,  elle  devient  : 


surface  ABC  = 


,      A      B      C 

/'^tg^tg-tg- 


59.  Résoudre  le  triangle  et  trouver  sa  surface,  connais- 
sant les  trois  angles  et  la  bissectrice  § 
de  l'un  d'eux  (fig.  19). 

c  On  aura  : 

sin  A         !? 


Fig.   19. 


sin  CDA       6 


mais 


sin  CDA  =  sin    A 


D     H         B 
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sin  A  â 


donc  .    /.       C\      6 


sin 


(-^) 


On  tire  de  cette  expression  : 


(?sin    Ah — 

\         2 

6  = 


La  proportion  ^=;^  donne  : 


sin  A 

C 


(?sin  C  sin    A   . 

\         2 
c  =  __ . 

sin  A  sin  B 
On  sait  que  l'on  a  : 

/         C\  ch 

/i  =  ^sin  (A-h -1.  et     surf.ABC=-— : 

â^  sin*  (a  -+-  -J  sin  C 

surface  ABC  = -— : — : — : — r ■ 

2  sin  A  sin  B 

60.  Connaissant  l'aire  t,  la  hauteur  h  et  un  angle  A 
à  la  base,  résoudre  le  triangle. 

On  a  :  "T  ~  '  "         "^  ' 

De  l'expression  A  =  c  sin  A,  on  tire  : 
_     h 
sin  A 
Les  côtés  6  et  c  sont  donc  connus.  Il  vient  : 

A -f-  B-i-C=  180";      d'où      B-+-C  =  180»  — A 

et  i(B  +  C)  =  90°-^- 

On  connaîtra  tg  ^B  —  C)  par  la  proportion 
6  -t-  c         cotg  l  A 
6^"tgHB-C)' 
par  suite,  on  aura  la  valeur  de  ^  (B  —  C). 
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On  a  déjà  obtenu  i  (B  +  C)  ;  connaissant  la  demi- 
somme  et  la  demi-diffërence  de  deux  angles ,  on  sait  trou- 
ver chacun  d'eux.  La  valeur  de  B  et  de  C  étant  détermi- 
née, on  cherchera  a  au  moyen  de 

sin  Â      a 
sin  B      b 

61.  Résoudre  le  triangle  connaissant  deux  côtés  a  et  h  et 
la  différence  2d  des  angles  opposés. 

On  donne        a    et    6,    A  —  B  =  2rf; 
d'où  i  (A  —  B)  ==  (/. 


Il  vient 


cote  - 
cotgiC  2 


a  —  b      tg  i  (A  —  B)        tg  rf 


,,  .  C      (a  -H  h)  ter  d 

d  ou  cotg  -  =  '- ^=  tg  i  (A  -4-  B). 

a  a  —  b 

On  connaît  ainsi  i  (A  +  B).  D'un  autre  côté, 

i{X-h)  =  d. 

Au  moyen  de  la  demi-somme  et  de  la  demi-difFérence 
de  deux  angles,  on  peut  déterminer  chacun  d'eux.  On  trou- 
vera la  valeur  de  c  par  la  formule  sî^  =  ^'  sin  A,  sin  C, 
a  étant  connus. 

62.  Connaissant  un  angle  A,  le  côté  opposé  a  et  le  rec- 
tangle K2  des  deux  autres  côtés,  résoudre  le  triangle. 

On  a  les  équations  ; 

bc  =  r,     a'  =  6*  -H  c*  -  26c  cos  A; 
d'où  6^  _,-  c^  =  a*  +  2K^  cos  A. 

En  complétant  le  carré,  il  vient  : 


V"' 


A 

4R^cos*~ 
2 
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On  a  de  même  : 
b 
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-c=\/a'- 


On  fera 


r  cos* 


4K'sin*-- 
2 

K'sin*- 
2 


Fig.  20. 


les  côtés  6  et  c  seront  déterminés. 

63.  Résoudre  le  triangle  connaissant  l'angle  B^  le  côté 
h  et  la  somme  a  -+-  c  =  S  des  deux 
autres  côtés  (fig.  20). 

Prolongeons  le  côté  c  d'une  quantité 
égale  à  a.  On  aura  AI =S,  AC=6.  Puis- 
que IBC  ==  1 80°  —  B,  BIC -h  ICB  =  B. 
Le  triangle  IBC  étant  isoscèle  donne  : 

B 
1CB  =  BIC  =  -- 
2 


Dans  Aie  on  connaît  b,  S  et  l'angle  I  ; 


il  vient 


d'où 


B  /         B\ 

sin  —  :  6  =  sin    C  -+-  -    :  S  ; 
2  \         2/       ■ 


sin  1C-+--|=- 


Ssin 


B 


Dans  cette  équation,  il  n'y  a  d'autre  inconnue  que 
l'angle  C,  la  valeur  de  |  permettant  de  trouver  B. 

64.  Résoudre  le  triangle  connaissant  la  base  a ,  la  hau- 
teur h  et  la  différence  d  des  angles  à  la  base. 

On  a  B  =  d-+-C. 

11  vient  (fig.  18) 

BD  =  /iCotgB,    DC=yicolgC 


et 


^=colgB 


cotg  c. 
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Or, 
d'où 
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cotg  B  =  cotg  (d  -t-  C)  ; 


a      cotg  d  cotg  C  —  1 
h       cotg  d  -+-  cotg  i] 


cotsC 


(^) 


équation  qui  donne  cotg  C  et  par  suite  C. 

En  représentant  BD  par  x,  DC  est  égal  à  a  —  x.  Les 
valeurs  de  ae  et  de  a  —  x  fournissent  : 


cotg  B 


X 


cote:  C  = 


a  —  X 


h  "^  h 

Remplaçant  cotg  B  et  cotg  C  dans  (1),  on  obtient 

a  sin  d  -+-  2/«  cos  d  =b  v  Ui^  h-  a^'sin*  d 


x  = 


1  sin  (/ 


65.  Connaissant  les  trois  angles  A,  B,  C  et  la  hauteur  h, 
trouver  l'aire  et  le  périmètre  tant  du  triangle  proposé  que 
de  celui  qui  joint  les  pieds  de  ses  hauteurs  (fig.  21). 

Dans  le  triangle  rectangle  ABF,  on  a  : 

AF  =  h  cotg  A. 

Le  triangle  rectangle  BFC  donne  : 

FC  =  /tcotgC, 

h  sin  B 


6 =/i  (cotg  A  -\-  cotg  C)  = 


sin  AsinC 


La  hauteur  h  étant  donnée,  il 
vient  : 

r      i  ^^  P^^  sin  B 

surf.    ABC  =  —^ 

2  sin  A  sin  C 

On    connaît   les    trois  angles, 
ainsi  que  b  ;  par  conséquent, 

sin  A  -f-  sin  B  -+-  sin  C       sin  B       sin  A  sin  C 


2p 


h 
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h  cos  - 
d'où  ip=        ^    \. 

sin  -  sin  - 

Passons  au  triangle  qui  joint  les  pieds  des  trois  hau- 
teurs. 

^^  ,  ,  ■    /<  sin  B 

BCD  donne       h'  =  a  sin  B  =  - — —  ; 

sin  C 

de  même ,      h"  = II  vient  :     AF  =  h  cotg  A. 

sin  A 

1  eiangle  ADF  fournit  : 

h  cos  A  h  sin  B  cos  B  h  cos  C 

DF== »     DE=— >      EF=— ^ — -• 

sin  C  sin  C  sin  A  sm  A 

Le  périmètre  de  DEF  est  : 

/»  cos  A       h  cos  C       /?  sin  B  cos  B 


2p 


sin  C  sin  A  sin  C  sin  A 

2  sin  A  cos  A  -4-  2  sin  C  cos  C  -t-  2  sin  B  cos  B" 


L  2  sin  A  sin  L 

h  rsin  2A  -*-  sin  2B  ^-  sin  2C-|  _ 
^~2L  sin  A  sin  C  J~ 


2A  sin  B. 


Connaissant  les  trois  côtés,  on  déterminera  les  trois 
angles.  11  sera  facile  de  trouver  la  hauteur  de  DEF  et,  par 
suite,  sa  surface  S.  On  trouve  : 

S  =  /i*  colg  A  cotg  C  cos  B  sin  B. 

66.  Résoudre  le  triangle  connaissant  la  hauteur  h ,  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  R  et  celui  du  cercle  inscrit  r. 
a,  b,  c  étant  les  trois  côtés  du  triangle  cherché,  on  a  ; 


pr  =  \/p{p  —  a)  [p  -  6)  (p  —  c); 
d'où  pV=/)(7)  — a)(p  — 6)  (/î  — c), 

le  périmètre  2/)  étant  égal  à  a  -i-  6  -h  c. 
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Divisant  par  p"^,  on  obtient  : 

r'==—p'-\-a  {'2p  —  a)  -H  2RA  —  4Rr. 

En  remplaçant  p  et  p2  par  leurs  valeurs  ~  et  ^,  et  en 
substituant  2RA  au  lieu  de  6c,  il  vient  : 

«'  (A  —  ^rf  =  ir'  (2R/i  —  r'  —  4Rr)  ; 

2r        / — ^ 

d'où  a  = l/2R/i  _  r  (r  -4-  4R). 

«  —  2r 

6 T.  Résoudre  le  triangle  dans  lequel  on  donne  :  l'angle 
A,  la  hauteur  h  menée  du  sommet  de  cet  angle  et  l'excès  d 
de  la  somme  des  côtés  de  cet  angle  sur  le  troisième.  Cher- 
cher la  relation  qui  doit  exister  entre  les  données  de  la 
question  pour  que  le  triangle  soit  isoscèle. 

A,  B,  C  étant  les  trois  angles  de  ce  triangle  et  x,  y,  z 
les  côtés  opposés  à  ces  angles,  on  a  les  trois  équations  : 


î/-t-Z  =  t/-f-X (1), 

hx 
sin  A 


hx 


y^  -^  z^~  'iyz  cos  A  =  x*    .    .     .     .     (3), 

En  ajoutant  les  deux  dernières,  après  avoir  multiplié 
l'équation  (2)  par  2,  on  obtient  : 

[y  H-  zf  =  x^  +  2/jx  cotg  - 

el,  en  ayant  égard  à  l'équation  (1), 

d^ 

x  =  — , 

2  [a  cotg  ^-rf) 

valeur  que  l'on  peut  rendre  calculable  par  logarithmes,  au 
moyen  d'un  angle  auxiliaire. 
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De  CCS  équations,  on  lire  : 

d[2Aco!g--rfl 
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2  j^/icolg^-jj 


yz  = 


hcP 


2  sin  A  ih  cotg dj 


On  aura  donc  pour  les  valeurs  de  y  et  de  z,  l'équation 


d    2/t  cotff  -  —  d 


2  f /»  cotg dj  2  sin  A  (/*  cotg;; dj 


=  0. 


La  condition  pour  que  les  racines  de  cette  équation 
soient  égales,  c'est-à-dire,  pour,  que  le  triangle  soit  isoscèle, 
est  : 


d^  -4-  Ahd  te 


W 


68.  Trois  parallèles  LM,  NP,'QR  étant  données,  cher- 
cher les  côtés  d'un  triangle  dont  les  angles  sont  connus  et 
dont  les  sommets  sont  situés  sur  ces  parallèles  (fig.  22). 

Soit  A  B  C  le  triangle  demandé;  représentons  par  x, 

y,  z,  les  côtés  de  ce  triangle 


Fig.    2-2. 


opposés  aux  angles  A,  B,  C. 
Du  sommet  A,  abaissons  la 
perpendiculaire  AHI  sur  NP. 
Posons  AH  =  rt,  AI  =  6. 
La  perpendiculaire  AHI  di- 
vise l'angle  A  en  deux  par- 
ties :  BAH  =  a,  CAH  =  (3. 


On  a  dans  les  triangles  rectangles  BAH,  CAI 
a  =  z  CCS  a,     b  =  y  ces  (3 
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et  cos  A  =  cos  a  cos  p  —  sin  a  sin  [3  ; 

en  remplaçant  a  et  (B  par  leurs  valeurs,  il  vient 


cos 


et,  en  faisant  disparaître  le  radical  : 

\fz^  sin^  A  =  o^y^  -+-  6V  —  lahyz  cos  A. 
On  a  :  x  :  »/ =  sin  A:  sin  B, 

X  :  s  =  sin  A  :  sin  C. 

En  substituant  dans  l'équation  précédente,  on  obtient, 
après  les  simplifications  : 

a^  h^  'iab  cos  A 

sin^  C       sin^B        sin  B  siii  C 

Il  est  facile  de  construire  le  triangle;  à  cette  fin,  par  un 
point  A'  de  la  droite  LM,  faisons  les  angles  A'BH  =  B 
et  A'CR  =  C  :  les  points  B  et  C  détermineront  la  lon- 
gueur BC  =  X. 

69.  Étant  donnés  trois  cercles  concentriques  de  rayon 
R,  r,  r',  chercher  le  côté  du   triangle  équilatéral  dont  les 
sommets  sont  situés  sur  chaque  circonférence. 
Soit  ABC  le  triangle  cherché  (fig.  23). 

.  Menons  les  rayons  OA,  OB, 
OC.  Si  nous  représentons  ACO 
par  a,  OCB  sera  égal  à  60"  —  a. 
Abaissons  les  perpendiculaires 
APetBQ  sur  OC;  on  a  : 

OC  =  OP  -+-  PC  =  OQ  -+-  QC 

ou 

R  =  OP -t- PC  =  OQ -t- QC. 

Mais  on  sait  que    W=  r''  —  ÂP    et    AP  =  a;  sin  a; 
donc        OP  =  \/^^-^^c^^*a    et    PG  =  a;cosa. 


Fig.  23. 
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Il  vient  :         R  =  a:cos  a -f- l/r'*  —  x'sin^a.     .     .     .     (1). 

On  a  aussi  :      OQ  =  V r*  —  x' sin' [m' —  a) 
et  QC  =  xcos(60°  — a); 

d'où      R  =  a:  cos  (60«  —  a) -^  l/r'— xSin^  (60^'— a).   .    (2). 

On  obtient  :        x^— 2Rx  cos  a  =  r'^  —  R^    ....    (l), 

x^  —  2RX  cos  (60°  —  «)  =  r'  —  R2  .     .     .     (2). 

En  nous  rappelant  que  sin  60"=  -\/d  et  cos  60'*  =  î ,  ce 
système  devient  : 

X*  —  2Rx  cos  a  =  r'' —  R'     ....     (1), 

x^  —  Rx  cos  a  —  vô  Rx  sin  a  =  r'  —  R* .     .     (2). 

a;2  -H  R2 }•'* 

De  (1),  on  tire  :    cosa^ (4). 

Cette  valeur,  remplacée  dans  (2),  donne  : 

x'  -+-  R'  -+-  r'^  —  2r' 
sina  = ^ ....     (5), 

21/3RX 
On  sait  que  sin  ^  a  h-  cos  2  a  =:  1.  Élevant  (4)  et  (5) 
au  carré  et  additionnant  membre  à  membre,  il  vient  : 

(x*  -t-  R*  —  r'J       (x^  -4-  R^  +  r'^  —  2^' 

4RV  "^  12RV  ""  ^' 

équation  bi-carrée  qui  donnera  la  valeur  du  côté  cherché. 

I.  0)1  connaît  :  i"  le  périmètre  2p;  2"  la  hauteur  h 
et  3"  l'angle  B  à  la  base  d'un  triangle  quelconque  ABC. 
Calculer  les  trois  côtés  et  les  deux  angles. 

II.  On  connaît  :  i"  la  médiane  m;  2"  /«  hauteur  h  par- 
tant du  même  sommet  et  3"  l'angle  Bà  la  base  d'un  triangle 
quelconque  ABC;  calculer  les  trois  côtés  et  les  deux  angles. 
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III.  On  connaît  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit,  le 
rayon  r  du  cercle  inscrit  et  l\m  des  angles  du  triangle; 
calculer  les  trois  côtés  et  les  deux  autres  angles  du  triangle. 

IV.  Connaissant  la  suif  ace  S  d'un  triangle  quelconque, 
un  angle  et  le  rayon  du  cercle  inscrit,  calculer  les  côtés  et 
les  angles  du  triangle. 

V.  Calcider  les  trois  côtés  du  triangle  quelconque  ABC 
connaissant  :  \°  le  périmètre  2p  ;  2°  le  produit  ou  rectangle 
R2  des  deux  côtés  de  l'angle  A  ;  3"  la  médiane  AM  =  m. 

VI.  Trouver  l'aire  du  triangle  équilatéral,  connaissant, 
soit  les  distances  de  ses  sommets  à  une  droite  extérieure, 
soit  les  projections  des  côtés  sur  cette  droite. 

VII.  Dans  un  triangle  quelconque  on  donne  les  deux 
hauteurs  partant  des  deux  extrémités  d'un  même  côté,  et 
l'angle  qu'elles  font  entre  elles.  Déterminer  les  trois  côtés  et 
les  trois  angles. 

VIII.  Dans  un  triangle  quelconque  on  connaît  la  hauteur, 
la  bissectrice  et  la  médiane  parlant  d'un  même  sommet; 
calculer  les  trois  côtés  et  les  trois  angles  du  triangle. 

IX.  Étant  donnés  les  angles,  la  surface  et  le  périmètre 
d'un  trapèze,  trouver  les  quatre  côtés. 

X.  Une  circonférence  et  deux  tangentes  étant  données, 
mener  une  troisième  tangente  telle  que  sa  partie  interceptée, 
soit  par  les  deux  premières,  soit  par  les  prolongements  de 
deux  diamètres,  à  angles  droits,  ait  une  longueur  donnée  c. 

XI.  Un  point  M  et  un  cercle  de  centre  C  étant  donnés, 
inscrire  dans  ce  cercle  un  triangle  dont  tm  côté  AB  passe 
par  M,  et  dont  les  deux  autres  côtés  sont  parallèles  à  deux 
droites  données  de  position. 

XII.  Dans  un  triangle  quelconque  ABC,  on  donne  : 
\  °  l'angle  A  ;  2°  les  deux  médianes  qui  partent  des  sommets 
B  ef  C  du  triangle.  Calculer  les  trois  côtés  et  les  deux  angles. 
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TRIGOISOMÉÏRIE  SPHERIQUE. 


CHAPITRE  IV. 


But  de  la  Irigonométrle  sphérique. 


Fis.  24. 


70.  La  trigonométrie  sphérique  a  [)our  but  rélude  des 
triangles  sphériques. 

Soil  (11)  triangle  sphérique  quelconque  ABC  tracé  sur 

une  sphère  de  centre  0  et 
d'un  rayon  égal  à  Tunilé. 
Soient  a,  b,  c  les  côtés  d'arcs 
de  grand  cercle  opposés  aux 
angles  A,  B,  C.  Traçons  les 
tangentes  AT  et  AT'  des  arcs 
h  et  c,  OT  et  OT'  élant  les 
sécantes  des  mêmes  arcs 
(fig.  24). . 


-S       a 

AT' 


Les  triangles  TOT',  TAT'  donnent 

ïr  L  ÔT  V  ÔT' —  20T  X  OT'  cos  a ,     TT  =  AT" 

—  2AT  X  AT' cos  A; 

d'où,  en  soustrayant  ; 

ÔT-ÂTVôT-Âr-20T  X  OT'cosa-f-2AT  x  AT'cosA=0, 
et,  à  cause  des  triangles  rectangles  OAT,  OAT': 
2cos  tt  Ssinôsinccos.^ 


2  — 


cos  6  cos  c 


cos  6  cos  c 


=  0. 
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En  simplifiant,  on  obtient  cette  première  formule  fon- 
damentale : 

CCS  a  =  CCS  6  cos  c  -f-  sin  6  sin  c  ces  A, 

et  cos  6  =  cos  a  cos  c -f- sin  a  sin  c  cos  B.     .     .     (1) 

cos  c  =  cos  a  cos  6  -+-  sin  a  sin  b  cos  C. 

Ces  trois  relations  contiennent  les  trois  côtés  et  les  trois 
angles  du  triangle,  et  servent  à  résoudre  les  difFérents"cas 
qui  peuvent  se  présenter  dans  la  résolution  des  triangles 
sphériques  quelconques. 

71.  Cherchons  le  rapport  de  ^^. 

On  sait  que  Ton  a  : 

sin^A  =1  —  cos^A. 

Prenons  la  valeur  de  cos  A  dans  la  première  des  for- 
mules (1),  on  a  : 

/cos  a  —  cos  6  cos  c\^ 

sin\\=l  -    — -; ; 

\       sui  0  sm  c       / 

d'où 

1/  1  —  cos^tt  —  cos*  6  —  cos^c  -+-  !2cos  a  cos  6  cos  c 

sin  A  =  — : — ; — : ; 

sui  0  sm  c 

ce  qui  donne  pour  le  rapport  demandé  : 


sni 


A       1/  l  —  cos'^a  —  cos^6  —  cos^c  -+-  :2cos  a  cos  h  cos  c 


sm  a  sni  a  sin 6  sine 

On  trouverait  la  même  expression  pour  ^-^  et  ^^.  On 

a  donc  : 

sin  A       sin  B       sin  C 

sin  a       sin  6       sin  c 

c'est-à-dire  que,  dans  un  triangle  sphérique  quelconque,  les 
sinus  des  angles  sont  entre  eux  comme  les  sinus  des  côtés 
opposés  à  ces  angles. 
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7%.  Éliminons  cos  c  de  la  première  des  formules  fon- 
damentales; il  viendra  : 

cos  a  =  cos  a  cos^6  -f-  sin  a  sin  b  cos  C  cos  6  -t-  sin  h  sin  c  cos  A , 
et  cos  a  (1  —  cos'6)  ==  sin  a  sin  6  cosC  cos  6-t-  sin  6  sine  cos  A, 
cos  a  sin*6  =  cos  b  cos  C  sin  asïnb  -*-  sin  6  sin  c  cos  A. 

En  divisant  par  sin  a  sin  b,  et  en  ayant  égard  à  la  rela- 

sin  A         sin  a  i  ,• . 

non  ^—^  =  -^-T,on  obtient  : 

sin  B         sin  b  ' 

cotg  a  sin  6  =  cos  6  cos  C  -+-  sin  C  cotg  A , 

cotg  b  sin  a  =  cos  a  cos  C  -t-  sin  C  cotg  B , 

cotg  a  sin  c  =  cos  c  cos  B  -h  sin  B  cotg  A , 

cotgcsin  a  =  cosa  cos  B -t- sin  B  cofg  C,     .     .     (5) 

cotg  6  sin  c  =  cos  c  cos  A  -4-  sin  A  cotg  B, 

cotg  c  sin  6  =  cos  6  cos  A  -f-  sin  A  cotg  C. 

Ces  formules  indiquent  la  relation  qui  existe  dans  un 
triangle  sphérique  quelconque  entre  deux  côtés,  l'angle 
compris  et  l'angle  opposé  à  l'un  des  deux  côtés. 

73.  La  première  de  ces  six  formules  peut  se  mettre- 
sous  la  forme  : 

cos  a  sin  6  ,        ^        .    ^  cos  A 

=  cos  b  cos  C  ■+-  sm  C  — — - 

sin  a  sin  A 

ou  cos  a  sin  B  =  sin  A  cos  C  cos  b  -i-  sin  C  cos  A. 

On  a  de  même  : 

cos  6  sin  A  =  cos  a  cos  C  sin  B  -t-  sin  C  cos  B. 
Si  nous  éliminons  cos  b  de  la  première,  il  viendra  : 
cos  a  sin  B  =  cos  a  cos*C  sin  B  -4-  sin  C  cos  B  cosC  -+-  sin  C  cos  A; 
d'où  l'on  tire  : 

cos  a  sin  B  sin'C  =  sin  C  cos  B  cos  C  -t-  sin  C  cos  A. 
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En  divisant  par  sin  C ,  il  vient  : 

cosA  =  —  cosBcosC -t- sin  BsinCcos  a, 

cos  B  =  —  cos  AcosC -H  sin  A  sin  Ccos  6, .     .     (4) 

cos  C  =  —  cos  A  cos  B  -t-  sin  A  sin  B  cos  c. 

On  peut  trouver  immédiatement  ces  formules  au  moyen 
des  triangles  polaires  en  partant  de 

cos  a  =  cos  6  cos  c  -h  sin  b  sin  c  cos  A. 

Soit  A'  B'  C  le  triangle  sphérique  polaire  de  ABC , 
a',  b',  c'  étant  les  côtés  de  ce  triangle  polaire.  On  a, 
comme  on  la  vu  en  géométrie  : 

a'^lSO"  — A, 
et  ainsi  pour  b',  c'. 

74.  Remplaçons  dans 

2  sui*-=  i  —  cos  A, 
2 

cos  A  par  sa  valeur;  il  vient  : 

^   .  „  A  cos  a  —  cos  b  cos  c 

2sin^-==l ; -, 

2  sin  b  sin  c 

A       sin  6  sin  c  -t-  cos  6  cos  c  —  cos  a 

2  sin'^  -  = , 

2  sin  6  sine 

^  .  ,  A       cos  (6  —  c)  —  cos  a 

2snr-  = 1 , 

2  sin  6  sin  c 

^  2  A       2sin  i  (a  -+-  6  —  c)  sin  i  (a  +  c  —  b) 

•»  2  sin  —  = . 

2  sin  b  sin  c 

Si  Ton  pose  a  +  6  +  c  =  2s ,  on  obtient  : 

.    A       .    /sin  (s  —  b)  sin  (s  —  c) 

^"^9  =  V ^TirxTT;:^: -■    •    •   (3)- 


En  parlant  de  la  relation 
A 
2 


sin  b  sin  c 


2  cos^  -  =  1  -+-  cos  A , 
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on  trouve  de  même  : 


A       «    /sin  s  sin  (,s  —  a) 
2         '  sin  h  sin  c 


cos-  =  \/ ^-tA -■     .     .     .     (ti) 


A       -    /sm  (s  ~  b)  sin  (s  —  c) 

et  tg  -  =  \/ 

2         V         sin  s  SHi  (.s  —  o) 

Ces  formules  servent  à  trouver  celles  de  Delambre  que 
uous  allons  chercher. 

I  ,  A        B  B        A 

75.  sin  -  (A  -4-  B)  =  sin— cos  — h  sm—  ces—  . 

2^  2        2  2        2 

et,  en  remplaçant  par  les  valeurs  qui   précèdent  sin-,  etc., 
il  vient  : 


1  ^      -    /sin*(s  — 6)sin(«— c)sin.s      .    /sin*(s-a)sin(s— c)sins 
n  -  (A-f-B)  =  V ^ —   .    ,    .  ; -4-  \/ !^ ^ i 

2  ^  sin  a  sin  b  sin'c  ^  sin  a  sin  6  sine 


s  —  c) 
sin  b 


i  fsin  (s  —  6)  -4-  sin  {s  —  a)~\  •   /sin  s  sin 

n  -  (A  -+-  B)  =    : V  : 

2  L  sm  c  J   '^         sin  a  : 

i  2siniccosi(a — b) 

n-(A  -»-  B)= — ^^ -cosiC, 

2  sin  c 

1  cos  i(a  —  b) 
n-(A-4-B)  = -^ -^osiC 

2  ^  '  cos  i  c. 

On  trouverait  de  même  : 

.    i  ,,       _.       sinH«-/^)        C  ' 

sm-  (A  —  B)  = cos  — > 

2^  sinic  2 

-1  cos  i  (a  -}-  b)       1 

cos-(Â-^B)  =  — ^-^ -'sin^C,      .     .     (7) 

2  cos  é  c  2 

*  /  A       m      sin^(«-+-  6)   .    ^ 
cos  -  (A  —  B)  = sin  -  C. 

2  sinic  2 

76.  Au  moyen  de  ces  formules,  on  trouve  immédiate- 
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ment  les  suivantes  connues  sous  la  dénomination  d'analo- 
gies de  Néper  : 

i  ,        ,,  \         cosi(A— B) 

tg  -  (a  -I-  6)  =  tg  -  c-  X ^i ' 

"2^        .  ^i>         cos|(A-+-  B) 

i  ,,  i         sini{A  -B) 

tg-(a-6)  =  tg-cx— f- .     .     .     (8), 

2  '2         sin  ^  (A  H-  B) 

1  , .        ^x  *  ^       cos  i  (a  —  b) 

tg-(A  -+-  B)  =cotg-C  X  — ~ r(. 

2  2  cos  ^  (a  -4-  b) 

i  1  sin  i  (a  —  b) 

tg  -  (A  -  B  =  colg-  C  X  ^-^-^ -f^- 

2  2  sin  s  (a  -f-  o) 

Les  deux  premières  servent  à  résoudre  le  triangle  quand 
on  connaît  un  côté  et  les  deux  angles  adjacents,  et  les  deux 
dernières  lorsqu'on  connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris. 


CHAPITRE  V. 

Résolutlou  des  trlang^les  «iphérlques  rectan$(les. 

77.  Il  est  nécessaire  d'approprier  les  formules  qui 
précèdent  aux  différents  cas  des  triangles  sphériques 
rectangles. 

A  cette  fin,  faisons  l'angle  A  =  90°  dans  toutes  ces 
formules.  On  obtient  : 

cos  a  =  ces  b  cos  c (]'), 

siii  6  ==  sin  a  sin  B  , 

(2'), 


sin  c  =  sin  a  sin  C 

tg  6  =  tg  a  cos  C ,     tg  c  ==  tg  a  cos  B,  )  .„ 

tg  6  =^  sin  c  tg  B ,     tg  c  =  sin  6  tg  C ,  )  "  '     ^    ^' 
cos  B  =  sin  C  cos  6,     cosC  =  sin  B  cos  c,  )  ,.,, 

cos  a  =  cotg  B  cotg  C,  j  ■  •     \     • 
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Ces  formules,  exprimées  en  langage  ordinaire,  donnent 
renoncé  de  ihéorèmes  très-simples.  On  ne  doit  pas  oublier 
qu'il  faut,  avant  de  les  employer,  les  rendre  homogènes  en 
multipliant  chaque  premier  membre  par  le  rayon  R  des 
tables. 

78.  Premier  cas.  On  connaît  l'hypoténuse  a  et  un  côté  h 
de  ranfjîe  droit;  trouvère,  B,  C. 

On  aura  pour  le  côté  c  : 

R  cos  a 


cos  c  = — ■  •■ 

cos  0 

et  pour  les  angles  B  et  C  : 

Rsin6  Rfg6 

sinB  =  -. -»      cos(]  = 

sm  a  \ga 

Il  ne  peut  y  avoir  dans  ce  cas  aucime  ambiguïté, 
puisque  aux  plus  grands  angles  sont  opposés  les  plus 
grands  côtés. 

79.  Deuxième  cas.  Etant  donnés  l'Iij/poténuse  a  et  l'angle 
B,  trouver  b,  c,  C. 

La  relation  R  sin  6  =  sin  a  sin  B 

fera  connaître  6,  et     R  tg  c  =  ig  a  cos  B 

déterminera  c.  Quant  à  l'angle  C,   on    l'obtiendra  par  la 

formule  :  d     ,    r  .    n 

R  cotg  C  =  cos  a  tg  B. 

80.  Troisième  cas.  Étant  donnés  les  deux  côtés  b  et  c  de 
l'angle  droit,  trouvera,  B,  C. 

On  aura  :  R  ces  a  =  cos  b  ces  c 

qui  fera  connaître  l'hypoténuse  a. 

R  tg  6  =  sin  c  tg  B     et     R  tg  c  =  sin  6  tg  C 

détermineront  les  angles  B  et  C. 

81.  Quatrième  cas.  Étant  donnés  l'angle  B  et  le  côté 
opposé  b,  trouver  a ,  C,  c. 
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La  formule  R  sin  6  =  sin  a  sin  B 

n  .  .  R  sin  6 

lera  connaître  sm  a  =  — ; » 

sin  B 

et  partant  le  côté  a. 

La  formule  R  cos  B  =  cos  b  sin  C 

déterminera  l'angle  C;  enfin,  la  formule 

R  tg  6  =  sin  c  tg  B 
donnera  la  grandeur  du  côté  c. 

8^.  Cinquième  cas.  Étant  donnés   un  côté  b  de    l'angle 
droit  et  l'angle  adjacent  C,  trouver  a,  c,  B. 

Les  formules 
Rtg6  =  tgacosC,     R  tgc  =  sin6tgC,     RcosB  =  sinCcos6 
feront  connaître  les  côtés  a  et  c  et  l'angle  B. 

83.  Sixième  cas.  Etant   donnés  les  angles  B,  C,  trouver 
a ,  b ,  c. 

La  relation        R  cos  a  :=  coig  B  cotg  C 

fera  connaître  a.  Les  formules 

R  cos  B  ==  sin  C  cos  6 ,     R  cos  C  =  sin  B  cos  c 
détermineront  entièrement  6  et  c. 

Késolution  des  triansles  sphériques  qiielcouques. 

84.  Premier  cas.  Étant  donnés  les  trois  côtés  a,  b,  c, 
chercher  les  trois  angles  A,  B,  C. 

Les  formules 


.    A      .   /sin(,ç  — 6)sin(s -c)  A      .    /sinssm(s-a) 

^'"  «  =  V  .    ,    .     '      cos  -  =  V -^- i 

2        ^  sin  6  sin  c  2        ^        sin  6  sin  e 


A        .    /sin  (s  —  b)  sin  (s  —  c) 
2         ^  Sin  s  sin  [s  —  a) 

feront  connaître  l'angle  A;  on  connaîtra  de  même  les  deux 
autres  angles  B  et  C. 
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§5.  Deuxième  cis.   On  connaît  deux  côtés  a  et  h  et  l'angle 
A  opposé  A  Vnn  d'eux;  trouver  c,  B,  C. 
On  aura  B  par  la  proportion 

sin  A  :  sin  a  =  sin  B  :  sin  6. 

La  i  "■*  formule  (3)  :  cotg  a  sin  6  =  cos  6  cos  C  -i-  sin  C  colg  A , 
en  la  rendant,  comme  on  le  sait,  calculable  par  logarithmes, 
déterminera  l'angle  C.  Il  vient  : 

cotg  a  sin  h  =  ces  6  cos  C  -t-  sin  C  cotg  A , 


cos  b 

cotg;  a  sm  b  =   cos  C  h-  sin  C  )  cotg  A. 

\cotar  A 


"s 


Posons  ^^  =  tg  9;  il  viendra  : 

/cos  c  sin  5?  H-  cos  f  sin  C\ 
cotg  a  sin  6  =   cotg  A, 

\        cos  y        / 

/c  -H  a 

cotg  (7  sin  ?;=  sin  cotg  A, 

\  cos  y  / 

formule  calculable  par  logarithmes  et  qui  fera  connaître 

l'angle  C,  l'angle  auxiliaire  cp  ayant  été  déterminé  par 

l'égalité 

cos  b 
tg<? 


cotg  A 

On  peut  aussi  calculer  l'angle  C  et  le  côté  c  par  les  ana- 
logies de  Néper,  savoir  : 

^  sin  i{a  —  6) 

tgi(A-B)  =  cotgiC       '^ 


tg  i  (a  -  6)  =  tg  i  c 


sin  i  (a  -t-  6) 

sin  i  (A  —  B) 


sin  i  (A  H-  B) 

dans  lesquelles  C  et  c  sont  les  seules  inconnues,  puisque  B 
est  connu. 

En  rendant  la  i"^"  formule  (1)  calculable  par  logarithmes, 
on  peut  aussi  s'en  servir  pour  calculer  c.  On  a  : 
cos  c  =  cos  a  cos  6  h-  sin  a  sin  6  cos  C. 
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Faisons  tg  6  cos  C  =  coig  s  ; 

.,    .      ,  sin  (a  -+-  a)  cos  6 

il  viendra  :  cos  c  =  — ^ — : — 

sin  f 

86,  Supposons  qu'on  veuille  rendre  calculable  par  loga- 
rithmes l'expression     M  sin  a  -4-  N  cos  a. 

A  cette  fin,  divisons-la  et  multiplions-la  par  M;  on  aura  : 

/              N  \ 

M  sin  a  -t-  N  cos  a  =  (  sin  a  h cos  a  1  M. 

Posons  jg=  tg  ©.  L'angle  auxiliaire  9  sera  déterminé  par 
cette  équation. 

Il  viendra  : 

,,   .            „                 /sin  a  cos  y.  H-  sin  9  cos  a\ 
M  sin  a  -+-  N  cos  <z  =  I 1 M , 

\  cos  f  I 

HM      '  IVT  S'"    ("^    -+-     9) 

M  sm  « -f- N  cos  a  = iM, 

,  cos  f 

formule  calculable  par  logarithmes. 

87.  Troisième  cas.  On  connaît  deux  cotés  diCthet  l'angle 
compris  C  :  trouver  c,  A,  B. 

Les  deux  dernières  analogies  de  Néper 

.    T  /  *        r.\  C      COS  i  fa  —  6) 

tgi(AH-  B)  =  cotg-x         ;    -, 

2      cos  i  [a  H-  6) 

.    T  ,»        r.\  C      sin  i  [a —  6) 

tg  X  (A  -  B)  =  colg-  X  ^ ^  - 

2      sin  \(a-\-  b) 

détermineront  les  grandeurs  des  angles  A,  B  ;  la  proportion 

sin  A       sin  a 

= (2) 

sm  C       sin  c  ^  ' 

fera  connaître  c,  comme  aussi  la  formule 

sin  [a  -\-  <f)  cos  6 


cosc  = 


sin 


Les  deux  premières  formules  (3)  étant  rendues  calcula- 
bles par  logarithmes,  comme  on  vient  de  l'exposer  d'une 
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manière  générale,  pcrmeilront  aussi  de  calculer  les  angles 
A  et  B,  puisque  Ton  a  : 

cotg  a  sin  6  —  cos  6  cos  C 


cofg  A 


sinC 


88.  Qiiatiiènie  cas.  On  connaît  un  côté  a  et  les  deux  angles 
adjacents  B  et  C;  trouver  b,  c,  A. 

Les  analogies  de  Néper  donnent  : 

a      cos  i  (B  —  C) 

tgi  6-4-c)=tg-x ^ -(, 

2      cos  ^  (B  -t-  C) 

a      sin  UB  —  C) 

tg  1  (6  —  c  =  tg  -  X — -; 

""  ^  '        ^2      sini(B-^C) 

elles  feront  connaître  les  côtés  b  et  c. 

La  formule  cos  A  =  —  cos  B  cos  C  +  sin  B  sin  C  cos  a, 
rendue  calculable  par  logarithmes,  déterminera  l'angle  A. 

On  aura  : 

/sin  C  cos  a   .  \ 

cos  .\  =   sm  B  —  cos  B    cos  C. 

\     cos  c  / 

Posons  Ig  C  cos  a  =  colg  y. 

_,    .      ,  sin  (B  —  v) 

Il  viendra  :  cos  A  =  — ^ ^cos  C. 

sin  y 

89.  Cinquième  cas.  Étant  donnés  deux  angles  AetB  avec 
le  côté  a  opposé  à  l'un  d'eux,  trouver  h,  c,  C. 

Ce  cas  est  tout  à  fait  analogue  au  second  :  il  présente 
les  mêmes  incertitudes. 

La  proportion      sin  A  :  sin  B  =  sin  a  :  sin  6 

donne  6.  Les  analogies  de  Néper 

,  sin  i  (A  -+-  B) 

tg  i  c  =  tg  H«  —  6)  -^ftl 5V' 

sin  i  (A  —  B) 

,  sin  i  (a  -+-  6) 

cotg  K  =  tg  HA  -  B  —j) -( 

sin  i[a  —  6) 

feront  connaître  c  et  C. 
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90.  Sixième  cas.  Étant  donnés  les  trois  angles  A,  B,  C, 
calculer  les  trois  côtés  a ,  b ,  c. 
Prenons  la  formule 


2 


cos  a. 


Remplaçons  cos  a  par  sa  valeur  prise  dans  (4);  il  vient 


cos  B  cos  C 


.a  cos  A 

2  sin^  -  =  J — 

2  sinBsinC 

^   .  ,  a       sin  B  sin  C  —  cos  B  cos  C 

2  sin^-  --= 

2  sin  B  sin  C 


cos  A 


sm"- 

9 


^   .  ,  a  cos  (B  -H  C)  -+-  cos  A 

2  sin  B  sin  C 

-  „  cos  i  (A  +  B  +  C)  cos  i  (B  -+-  C  —  A) 


Posons  A  +  B 


sin  B  sin  C 
C  =  2S;  on  aura  : 


sin 


l-^- 


cos  s  cos  (S  —  A) 
sin  B  sin  C 


On  trouvera  de  même  : 

a       .    /cos  (S  —  B)  cos  (S  —  C 


cos 


V 


sin  B  sin  C 


ts~=\/  -fosScos(S-A)' 
2        V   cos(S  — B)cos(S  — C)' 
Si  nous  faisons  A  -f^  B  -^-  C  =  180"  -h  2T,  2T  étant  ce 
que  l'on  nomme  l'excès  sphérique  ou  bien  encore  l'aire  du 
triangle  sphérique,  ces  formules  deviennent  : 


.    a        .    /sin  T  sin  (A  —  T) 

in  -  =  \/ ^ i , 

"2        ^         sin  B  sin  C 

«^  %    /sin{B  — T)sin(C  — T) 

2        ^  sin  B  sin  G  ' 

«  ^  x/      sin  T  sin  (A  —  T) 

2        V  shr(B^Tysin7c^^' 


cos 


tg 
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91.  Applications.  I.  Réduire  un  anf/le  à  l'horizon.  — 
Connaissant  l'angle  BOC  et  les  angles  BOA ,  COA  que  les 
côtés  OB,  OC  font  avec  la  verticale  OA  partant  du  som- 
met 0,  chercher  la  valeur  de  cet  angle  BOC  projeté  sur  un 
plan  horizontal  PQ  (fig.  23). 

Du  point  0  comme  cenlre  el  avec  un   rayon  égal  à 
Fig.  25.  l'unité,  décrivons  une  sphère  qui  cou- 

pera les  droites  OA,  OB,  OC  suivant 
un  triangle  sphérique  ABC  dont  les 
côtés  a,  (3,  y,  opposés  aux  angles  A,  B, 
C,  sont  connus;  l'angle  HVL,  qui  est  la 
projeclion  de  BOC  sur  le  plan  hori- 
zontal PQ,  est  l'angle  des  deux  arcs 
^     AB,   AC,   c'est-à-dire,   l'angle   A.   Le 
problème  est  donc  ramené  à  calculer  l'angle  A,  connaissant 
les  trois  côtés  a,  {3,  y  du  triangle  sphérique  ABC.  On  a, 
comme  on  la  vu,  la  formule  : 


Soient 

sin 

A 

2 

= 

v- 

(s  —  p)  sin  (s  • 
sin  8  sin  r 

-r) 

a  ==■ 

BOC 

= 

47 

r  = 

»45'39" 
=  COA 

p  =  BOA  = 
=  80°I7'36". 

=  69<'49'19", 

On  trouve 

: 

A  =  /i 

8"24'56". 

92.  Connaissant  les  longitudes  et  les  latitudes  de  deux 
points  du  globe,  déterminer  la  distance  de  ces  deux  points. 

Puisque  l'on  connaît  les  latitudes  des  deux  lieux  A  etB, 
on  connaît  les  distances  CA  et  CB  du  pôle  boréal  C  aux 
deux  points  A  et  B,  qui  sont  les  compléments  des  latitudes. 
Si  les  deux  lieux  sont  situés  d'un  même  côté  du  premier 
méridien,  la  différence  des  longitudes  déterminera  la  me- 
sure de  l'angle  C.  On  connaîtra  donc  deux  côtés  CA ,  CB 
d'un  triangle  sphérique  ABC,  et  l'angle  compris  C  :  il  sera 
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facile  de  calculer  le  côté  BC,  comme  on  l'a  vu  (87).  On  a  : 
sin  (a  -+-  (f>)  cos  6 


cos  c 


sin  y 


formule  dans  laquelle  Jg  6  cos  C  =  colg  9. 

Proposons-nous  de  chercher  la  dislance  de  Brest  à 
Cayenne.  Il  vient  : 

Long,    de    Brest     =    G'WO",    Lat.  =48''23'U"; 
Long,  de  Cayenne  =  54°35'0",     Lat.  =    4°5r/15"; 

d'où  C  =  54«3S'  —  6«49'  =  47»46', 

a  =  90»  —  48''23''1 4"  =  41  ''36'46", 
6  =  90°—    4''56'15"  =  85°3'45". 
On  trouve  c  =  59°23'S4". 

L'arc  qui  mesure  la  distance  entre  Brest  et  Cayenne  est 
de  SO^SS'Si".  Pour  l'évaluer  en  myriamètres,  puisque  le 
quart  du  méridien  terrestre  vaut  10,000,000  de  mètres 
ou  1000  myriamètres,  on  a  la  proportion  : 

90°:  1000=  59''23'34":a;; 
d'où  X  =  659  myriamètres,  983. 

Ca.««  douteux  des  triangles  sphériques, 

9».  Lorsqu'on  donne  deux  côtés  a,  b  et  l'angle  A  opposé 
à  l'un  des  deux  côtés,  il  se  présente  en  trigonométrie  sphé- 
rique,  comme  en  trigonométrie  recliligne,  des  cas  où  il  y 
a  incertitude  sur  la  grandeur  des  quantités  inconnues,  et 
qu'on  désigne,  pour  cette  raison,  sous  la  dénomination  de 
cas  douteux  lesquels  fournissent,  en  général,  des  solutions 
doubles.  Il  est  nécessaire,  avant  tout,  d'établir  plusieurs 
principes  sur  lesquels  on  doit  s'appuyer. 
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Soit  la  sphère  A  BCD;  soient  le  demi-grand  cercle  MPCP', 
perpendiculaire  au  grand  cercle  APBP',  et  l'arc  MP  <  90° 
(fig.  26). 

Prenons  M'P  =  MP  et  joignons 
'^'^  ^  '  M,  M'  aux  points  N,  N',  Q  de  la 

circonférence  APBP'.  Les  deux 
triangles   MPN,   M'PN   ont    un 
angle  droit  compris  entre  côtés 
^f""7l-"-— M?— — [-— V-1b    égaux;  donc,  MN  =  M'N.  Mais 


MPiVr  <  MN  -+-  M'N  ; 
d'où  MP  <  MN. 

^  Ainsi^l'arc  MP  est  le  plus  petit 

que  l'on  puisse  mener  du  point  M  à  la  circonférence  APBP', 
et,  par  conséquent,  l'arc  MP'  est  le  plus  grand  que  l'on 
puisse  mener  du  même  point  M  à  la  même  circonférence, 
puisque  la  somme  des  deux  arcs  MP,  MP'  est  égale  à 
180«. 

Si  Pi\  =  PN',  les  deux  triangles  MPN ,  MPN'  ont  un 
angle  droit  compris  entre  deux  côtés  égaux,  MN  =  MN'; 
ce  qui  prouve  que  les  arcs  obliques  également  éloignés 
(le  MP  ou  de  M'P  sont  égaux. 

Prolongeons  l'arc  MN  jusqu'à  sa  rencontre  R  avec  rare 
M'Q  (fig.  26);  on  aura  : 

MR  <  MQ  -+-  RQ     et    M'N  <  RN  -+-  M'R  ; 
d'où  MN  -4-  M'N  <  MQ  -+-  M'Q 

ef,  par  suite,  MN  <  MQ. 

Donc,  les  arcs  obliques  sont  d'autant  plus  grands  qu'ils 
s'éloignent  davantage  de  MP  ou  à  mesure  qu'ils  se  rappro- 
chent de  MP'.  Dans  certains  cas,  le  calcul  indique  les  solu- 
tions impossibles. 
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94. 


Soit  l'angle  A  <  90°  et  AC  <  90"  (fig.  27). 

Si,  du  point  C,  on  abaisse 
l'arc  CD  perpendiculaire  sur 
AB,  l'arc  CD  <  CB  =  CB'. 
Le  triangle  ABC  ou  ACB' 
sera  innpossible  si  a  <  CD, 
l'angle  A  étant  aigu.  En  effet, 
on  a  d'une  part  : 

sin  CD  =  sin  b  sin  A, 


et  d'autre  part 


d'où 


sin  a  :  siu  A  =  sin  6  :  sin  B  ; 

sié)  h  sin  A        sin  CD 
sin  a  sin  a 


sin  B  = 


ce  qui  donnerait, comme  a  <CD,  sin«  <  sin  CD,  sinB  >  1, 
résultat  absurde. 

Si  l'angle  A  >  90%  l'arc  CD,  perpendiculaire  sur  le  côté 
AB,  est  la  plus  grande  distance  du  point  C  à  ce  côté  ; 
le  triangle  sera  aussi  impossible  si  «  >  CD.  Dans  ce  cas, 
sinrt<sinCD,et  la  valeur  de  sinBserait  également  absurde. 
95.  Soit  un  triangle  sphérique  ABC,  et  ABA^  le  grand 
cercle  qui  sert  de  base  à  une  demi-sphère  (fig.  28). 

Par  le  point  C,  sommet  du  triangle  sphérique  situé  sur 
cette  hémisphère, et  par  le  centre  0 
de  la  sphère,  menons  un  plan  Pp, 
perpendiculaire  au  plan  du  grand 
cercle.  D'après  ce  qui  vient  d'être 
démontré,  les  arcs  CB,  CB'  =  «, 
qui  s'écartent  également  de  l'arc 
CP  perpendiculaire  à  l'arc  AB,  sont 
égaux. 

1°    Si   l'angle    A    du    triangle 
sphérique  ABC  est  <  90°,  ainsi  que  b,  les  deux  triangles 


BCA,  B'CA  satisferont  tous  deux  à  la  question.  Ces  deux 
solutions  se  réduiront  à  une  seule,  si  a  =  6;  si  a  >  6,  il 
n'y  aura  plus  qu'une  seule  solution,  le  triangle  ACD'. 

Enfin,  si  rt  -h  6  >  180%  l'arc  CB  tombe  au  delà  du  plan 
ACAi  et  il  n'y  a  plus  aucune  solution  possible. 

A  étant  toujours  <  90°,  supposons  b  >  90". 

Soit  CA|  ==fj.  Si  a  <  b,  il  est  évident  que  les  deux 
triangles  BCA],  B'CAj  satisferont  tous  deux  à  la  question, 
les  angles  CA,B,  CA,B'  étant  aigus.  Si  a  +  6  >  180%  il 
n'y  aura  plus  qu'une  seule  solution,  comme  il  est  facile  de 
le  voir  (fig.  27),  puisque  deux  grands  cercles  de  la  sphère 
se  coupent  toujours  suivant  un  diamètre  commun;  de  sorte 
que  le  second  point  d'intersection  de  «  =  C'B"  avec  le  côté 
AB  se  trouve  au  delà  de  l'intersection  des  deux  côtés  de 
l'angle  A.  Supposons  l'angle  A  >  90°  et  CA  =  6  <  90°; 
l'angle  CAB  étant  aigu,  son  supplément  CXp  sera  obtus, 

>  90°.  Il  est  évident  que,  sia<b,  il  ne  peut  y  avoir  aucune 
solution ,  puisque  le  côté  a  devrait  se  trouver  dans  l'inter- 
valle A'CA. 

Si  a  -h  6  <  180°,  il  n'y  a  qu'une  solution;  au  contraire, 
si  «  4-  6  >  180",  les  deux  triangles  B,CA,  BiCA  se  trouvent 
tous  deux  dans  les  conditions  voulues,  étant  situés  sur 
l'arc  ApAj. 

Comme  dernier  cas,  on  peut  avoir  A  >  90°  et  CAi  =  6 

>  90".  Si  a  >  6,  on  a  pour  solutions  A^CB^  et  AiCB'i. 
Enfin,  SI  a  <  b,  il  ne  peut  y  avoir  que  le  triangle  DCAj, 
le  côté  a  devant  tomber  dans  l'intervalle  A'CA. 

On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  si  A  ef  a  sont  tous 
deux,  à  la  fois  >  ou  <  90",  il  y  a  toujours  deux  solutions 
qui  résolvent  exactement  la  question. 

Si  a  est  compris  entre  b  et  '180°  —  b  ou  est  égal  à  l'une 
de  ces  deux  valeurs,  il  n'y  a  quune  seule  solution.  Dans 
tout  autre  cas,  il  n'y  a  aucune  solution  possible. 
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96.  On  vient  de  traiter  le  cas  où  l'on  connaît  les  côtés 
a,  h  et  l'angle  A  opposé  à  l'un  de  ces  côtés. 

Il  est  facile,  au  moyen  du  triangle  polaire,  de  traiter 
celui  où  l'on  donne  les  angles  A,  B  et  le  côté  a  opposé  à 
l'angle  A. 

Soit,  en  effet,  A'B'C  le  triangle  polaire  de  ABC,  A',  B',  C 
étant  les  trois  angles  et  a',  b',  c'  les  trois  côtés.  Il  vient  : 

a' =  180"  — A, 
6'  =  180»  — B, 
A' =  180''  — a. 

Au  moyen  des  données  a',  b',  A',  on  calculera,  comme 
précédemment,  le  triangle  A'B'C  et  le  polaire  correspon- 
dant qui  sera  le  triangle  demandé. 

97.  Applications.  Aire  du  triangle  sphérique.  Soit  un 
triangle  sphérique  quelconque  ABC,  A,  B,  C  étant  les 
trois  angles,  o,  6,  c  les  trois  côtés  opposés  à  ces  angles 
et  2T  l'aire  de  ce  triangle. 

On  a  vu,  en  Géométrie,  7™"  livre,  que 

2T  =  A-4- B-+-G— 180°. 

En  posant,  comme  précédemment,  A  +  B  +  C  =  2S, 
il  vient  : 

T==S  — 90»,     sinT  =  — cosS,     cosT  =  sinS, 

En  développant  cette  dernière  expression,  et  en  subsii- 
tuant  dans  le  développement  la  valeur  de  ig  i  (A  h-  B) 
donnée  par  les  analogies  de  Néper,  on  obtient  : 


cofg  T  = 


C  C 

cotg  -  cos  i  (a  -  6)  -f-  tg  -  ces  i  (a  -+-  6) 

cos  i  (a  -t-  6)  —  cos  J  (a  -  h) 
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En    remplaçant   tg  ^  et   cotg  -  par    leurs    valeurs    en 
sinus  et  cosinus,  on  aura,  après  réduction  : 


C0t2T  = 


«  b 

cotg  -  cola;  — h  cos  C 


sinC 


Fig.    29. 


Cette  formule  fait  voir  que  l'aire  2T  du  triangle  ABC 
ne  changera  pas  si  le  produit  cotg  l  cotg  -  ne  change 
pas,  l'angle  C  du  triangle  restant  constant. 

Les  deux  triangles  ABC,  A'B'C 
(fig.  29)  seront  donc  équivalents, 
si  l'on  a  : 

'§2"^  ^S2^  =  '§2«  X  tg-&, 

égalité  qui  montre  de  quelle  ma- 
nière, sur  le  côlé  donné  CA'  =  6', 
avec  l'angle  C,  on  pourra  construire 
un  triangle  A'B'C  équivalent  au  triangle  ABC  et  à  quelle 
condition,  avec  le  même  angle  C,  le  triangle  A'B'C  sera 
isoscèle. 

98.  Cette  même  formule 

a         b 
cotg- cotg - 

cotK  T  = 


cos  c 


sin  C 


montre  que,  parmi  tous  les  triangles  que  l'on  peut  con- 
Fig.  30.  slruire  avec  deux  côtés  donnés 

a  et  b,  le  plus  grand  est  celui 
dans  lequel  l'angle  compris  C 
est  égal  à  A  -h  B,  ainsi  qu'on 
l'a  déjà  vu. 

En  effet,  soit  un  cercle  de 
rayon  OR  =  1  et  l'arc  RS  =  C. 


R'     M 
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Prenons  sur  le  prolongement  de  OR  (fîg.  30)  une  longueur 

a         b 
OM  =  co(g-cotg- 

Le  triangle  rectangle  M  PS  donne 

a         h 
cols:  -  cols:  — v-  cos  C 
PM       OM  -H  OP  ^2       °  2 

cote  M  ==  —  = = ; 

^  SP  SP  sinC 

d'où  M=T; 

ce  qui  prouve  que  l'aire  2T  sera  un  maximum  lorsque 
l'angle  M  sera  lui-même  un  maximum,  c'est-à-dire,  quand 
la  sécante  iVlS  deviendra  la  tangente  MT. 

Alors,  l'angle       OMT  =  ROT  —  90" 
ou  T  =  C  —  90»     et    C  =  A  -f-  B. 

Le  point  M  ne  peut  pas  évidemment  tomber  dans  l'inté- 
rieur du  cercle,  c'est-à-dire  qu'on  ne  peut  pas  avoir 

cotg-acotg-6<  1,    tg(90"— -a)<tg- 

et  180"  <  a -+-6. 

99.  On  lire  des  formules  de  Delambre  (75)  : 


!•> 


d'où 


i  \ 

cos— (a  —  6)      sin— (A-hB) 


c  (]  ' 

cos  -  cos  — 

2  2 

^  ,  ..  c  1  C 


cos- (a  —  h)  —  cos-       sin— (A-t-B) 
2  '■>  2 


cos- 
2 


i  ,         ,,  c  1  c 

cos -(a  —  6)-+-  cos-      sm -(  A -+- B)  -4-  cos  — 

2^  '  2  2^  2 


et 


\  ,        ,.            c            (C        \ 
cos  -  (  a  —  6  )  —  cos  —       cos T  ]  —  cos 

2  2  \2  / 


1  c  /  C  \ 

cos  -  (a  —  b)  -+•  cos  -       cos  | T  1  -+- 

2'  '  2  \2  / 


C 

cos  — 
2 
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puisque  i(A-f- B)  =  90°— f^-TJ. 

Celte  dernière  expression  se  réduit  à 

il  1  T 

tg-(s-a)tg-(s-6)  =  tg-(C-ï)tg-- 

i  1 

cos  -  (a  H-  6)       cos  -  f  A  -f-  B) 


C  .      C 

COS  -  sin  — 

2  2 


11  ''2 

d  ou  tg-  s  tg  -  (s  -  c)  =  -~— 

tg2(<^— T) 

En  multipliant  et  en  extrayant  la  racine  carrée,  il  vient  : 
T       »   /~î  ï  î  1 

formule  due  à  LhuUlier,  calculable  par  logarithmes  et  qui 
fait  connaître  l'aire  2T  du  triangle  en  fonction  des  trois 
côtés,  2s  étant  égal  à  leur  somme.  Si  les  deux  premiers 
facteurs  de  ce  produit  qui  se  trouvent  dans  le  second 
membre  sont  constants ,  ce  produit  s'élèvera  à  son  maxi- 
mum lorsque  les  deux  autres  facteurs  seront  égaux.  Donc, 
parmi  tous  les  triangles  sphériques  de  même  périmètre  2s 
et  de  même  base  a,  le  plus  grand  est  celui  dont  les  deux 
autres  côtés  variables  6  et  c  sont  égaux.  Enfin ,  le  périmètre 
2s  étant  constant,  l'aire  2T  sera  maximum  si  les  trois  côtés 
a,  b,  c  sont  égaux.  Le  triangle  sera  alors  équilatéral  et  son 

aire  sera 

1  1  i  /s' 


tg^-T=,g-sX.g^-^. 
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100.  On  peut  encore  trouver  d'autres  expressions  de 
Taire  du  triangle  sphérique. 
On  a  déjà  vu  (97)  que 


sinT 


d'où 


ces  S  =  • 


-  cos  S  ; 

sin  -  sin  —  sin  A 

2        2 


donc, 


sinT  = 


a 

cos  - 

2 

6       c 
sin  -sin  -sin  A 
2       2 

a 

oos- 

2 


(A). 


On  vérifie  cette  expression  en  substituant,  au  lieu  de 
sin  - ,  sin  | ,  cos  | ,  leurs  valeurs  trouvées  précédemment  (87), 
en  fonction  des  trois  angles  A,  B,  C. 

On  vérifiera  de  la  même  manière  les  formules 


b 

c 

)s(S  — 

A) 

cos 

2 

cos 

>  —sin 
2 

A 

a 

ces- 
2 

B 

C 

cos 

2 

cos 

2 

sin  a 

sin  s 

~.— . 

A 

) 

sin 

2 

B 

C 

sin 

2 

cos 

-  sin 
2 

a 

in  {s  — 

-a) 

= 

A 

sin 

2 

En  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  du  second 
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membre  de  régalitc  (A)  par  icos^ôcos^c,  on  obtient 
une  autre  forme  pour  la  valeur  de  sin  T,  savoir  : 


SI 


Il  6  sin  c  sin  A        y'  i  -  oos*a  — cos'ô  — cos'c-i-2cosacos6cosc 


abc  abc 

4cos- cos-cos—  4cos  — CCS- cos;- 

2       2        2  2        2       2 

et,   en  représentant  la  quantité  sous  le  radical  par  4-p^ 

P 


on  a  :  sin  T  = 


a        b       c 

2cos-  ces-  cos- 

2        2       2 


4p*  =  I  —  cos^a  —  cos^ft  —  cos^c  h-  2cos  a  cos  b  cos  c , 
4p*  =  sin  s  sin  (s  —  a)  sin  (s  —  b)  sin  (s  —  c). 

Connaissant  la  valeur  de  sin  T,  il  est  faeile  de  déter- 
miner directement  la  valeur  de 


ces  T  =  1/1  —  sin*  T  =       /  1  — 


4/3^ 


jr        2"        2^        2*^ 
46  cos^-  cos     cos  - 

2         2         2 


Il  suffît  de  remplacer  A'p^  par  sa  valeur  et  2  cos^lpar 
I  H-  cos  a,  et  ainsi  des  autres;  ce  qui  reste  sous  le  radical 
est  un  carré  parfait,  et  l'on  obtient  : 

I  -H  cos  a  -+-  cos  b  4-  cos  c 


cos  T  =- 


abc 

4 cos  -  cos-  cos  — 

2       2        2 


Si,  dans  cette  dernière,  on  remplace  cos  a  par 

cos  6  cos  c  M-  sin  6  sin  c  cos  A ,    et    (1-4-  cos  6)  (I  -+-  cos  c) 

b         c    .,    . 
par  4 cos*  -cos*—,  il  vient; 

2        2 

b        c        ,    b       c 
cos  —  cos  — H  sin  —  sin  -  cos  A 
2        2  2       2 

cos  T  =  

a 

cos— 

2 
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formule  que  l'on  peut  rendre  calculable  par  logarithmes 
au  moyen  d'un  angle  auxiliaire  (p. 


101.  La  formule  cotg  T 


cole-  cots — H  cos  C 
sin  C 


prouve  encore  que,  parmi  tous  les  triangles  sphériques  qui 
ont  un  angle  égal  C  compris  entre  deux  côtés  dont  la  somme 
est  constante,  le  triangle  isoscèle  est  celui  dont  l'aire  2T  est 
maximum  ou  minimum,  suivant  que  cotg  T  est  à  son  mini- 
mum ou  à  son  maximum. 


Posons 
d'où 


4s     et     a  —  6  =  4rf  ; 


a  ,  6  , 

~=  s  -\-  a     et    -  =s  —  a. 

9  i) 


Remplaçons  ces  valeurs  dans  cotg|colgâ,  on  aura  : 


cotg  [s  -t-  d)  cotg  (s  —  d)  == 


cotg^s  —  i^d 


\  —  cotg'^s  i^d 

Cette  dernière  expression  peut  se  mettre  sous  la  forme: 

(cotg*s  — 1)tgM 

caXers  h ^— 

\  —  cotg^s  [%H 

Si  a  H- 6  <  180%     s<45°,     cofgs>  1  , 

le  minimum  du  produit  cotg  ^  cotg  |  répondra  à  d=  0; 
ce  qui  donnera  le  maximum  de  l'aire  2T  du  triangle  sphé- 
rique  ABC.  Si,  au  contraire,  o  -f-  6  >  180%  s  >  4.5"  et 
cotg  s  <  1  ,  le   produit  dont  il  s'agit  sera 

(1  —  C0tg*5)  tgV 

\ — cotg*s  tgM 
valeur  la  plus  grande  possible  lorsque  la  partie  négative 
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s'évanouira  en  faisant  d  =  0,  ce  qui  répondra  au  minimum 
de  l'aire  2T  du  triangle  sphérique.  On  voit  par  là  que  le 
triangle  ABC  est  maximum  si  la  somme  a  -+-  6  <  180% 
puisque  cotg  T  est  à  son  minimum,  et  qu'il  est  à  son  mini- 
mum quand  a  -f-  6  >  180",  cotg  T  se  trouvant  alors  à  son 
maximum,  le  triangle  étant  dans  les  deux  cas  isoscèle, 
puisque  rf=0. 

102.  Soit  un  triangle  sphérique  ABC,  A,  B,  C  étant 
les  trois  angles  et  a,  b,  c  les  trois  côtés  opposés  à  ces 
angles  (fig.  31). 

Sur  le  milieu  M  du  côté  AB,  élevons  un 
arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  à  ce  côté  ; 
sur  cet  arc,  prenons  une  longueur  MP  égale 
à  un  quadrant.  Tirons  l'arc  de  grand  cercle 
PCD,  de  sorte  que  les  triangles  ACD  et  BCD 
seront  rectangles  en  D.  Posons  MD  =  p, 
CD  =  q  ;  par  les  valeurs  de  cos  T  et  de 
sin  T  trouvées  précédemment  (100),  on  a  : 


cotg  T  = 


d  -+-  cos  a  -+-  cos  6  -4-  cos  c 


sin  a  sin  b  sin  C 


A    M  B 

Les  triangles  rectangles  ACD,  BCD  donnent  : 
cos  a=  cos  q  cos  BD=  ros  q  cosip cl, 

ces  6  =  cos  q  cos  AD  =  cos  q  cos  Ip  -t- -  cl. 


En  substituant  ces  valeurs,  on  a,  après  simplifications  : 


COtgT: 


cos  p  cos  q  -\-  cos  - 


sm— sm  q 
2        ' 
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en   se  rappelant  que  sin  6  sin  C  =  sin  c  sin  B  et  que  le 
triangle  rectangle  BCD  fournit  la  relation 

sin  q  =  sin  a  sin  B. 

Prolongeons  l'arc  MP  d'une  quantité  arbitraire  PI  =a; 
soit  IC  =  (^.  On  obtient  évidemment  : 

PC  =  90»  —  <7     et  angle     IPC  =  1 80"  -  p. 

Le  triangle  IPC  donne  : 

cos  p  =  cos  a  sin  q  —  cos  p  ces  q  sin  a. 

En  remplaçant  cosp  cos  q  par  sa  valeur  tirée  de  cotg  T 
qui  précède,  il  vient  : 

sin  a  cotgT  sin  -J 


cos  |3  ==  sin  a  cos  — »-  sin  q  I  cos  a 


On  peut  profiter  de  l'arbitraire  a  pour  égaler  à  zéro  le 
coefficient  de  sin  q;  ce  qui  donne 


et 


ces  S  =  cos -sin  a 

c 
cotg  a  =  cotg  T  sin 


ce  qui  prouve  que  cotg  a  est  constant  si  la  base  c  du  triangle 
ABC  et  son  aire  2T  sont  constantes.  Mais,  si  a  est  con- 
stant, sin  a  cos  |  ,  c'est-à-dire  cos  (3,  est  aussi  constant; 
d'où  résulte  ce  beau  théorème  dû  à  Lexell  :  Le  lien  géomé- 
trique décrit  par  les  sommets  C  de  tous  les  triangles  sphé- 
riques  variables  ABC  qiii  ont  une  base  commune  c  et  des 
aires  équivalentes  2T  est  un  petit  cercle  décrit  du  point  I 
comme  pôle  avec  une  grandeur  constante  (3  donnée  par  la 
relation 

cos  S  =  sin  a  cos  — • 

^  2 


103. 


Si  le  rayon  R  de  la  sphère  sur  laquelle"  le  triangle 
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ABC  se  trouve  tracé  est  très-grand ,  on  aura  irès-approxi- 
mativement  : 

a  a*  o* 

cos  —  =  1  — 


R  1.2R*       4.2.5.4R* 

6  /»*  /.♦ 

cos  —  =  1  — 


R  1.2.R'       1.2.5.4R* 

c                   c*  c* 

cos  -  =  1 »- 


R  1.2R2       1.2.3.4R* 

.66  6^ 

sin  —  = 


sin 


R       R       1.2.3R' 

c        c  c' 


R       R       1.2.3R' 
En  substituant  ces  valeurs  dans 

a  h         c 

cos cos  —  cos  — 

R  R        R 

cos  A  = 


6        c 
sin 

il  viendra  : 


sin  —  sin  — 
R        R 


6»  -H  c*  —  a'       a*  —  6*  —  c*      6*  c* 


2R'  24  R*  4  R* 

cos  Al  =  — 


6c  /  6^  c« 


Si  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  cette  fraction  par 
1  -f-  ^ ^^  ,  on  obtient  : 

''"'^^         26^        "^  246^R^ 

Soit  un  triangle  rectiligne  A'  B'  C  dont  les  côtés  se- 
raient égaux  aux  arcs  a,  b,  c  du  triangle  sphérique  ABC; 

il  vient  : 

c»  -+-  6^  —  a' 

cos  A'  = ■ j 

26c 

46»  c*  sin*  A'  =  2tt*  6»  -t-  2a*  c»  +  26*  c*  —  a*  —  6*  —  c'. 
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bc      .    ,    ., 

Donc,  cos  A  =  cos  A' ^  sin  A'. 

6R 

Posons  A  =  A'  +  X,  et  négligeons  x"^; 

cos  A  =  cos  A'  —  X  sin  A'. 

En  comparant  cette  valeur  à  celle  qui  précède,  on  con- 
clut que 

bc 
X  =  - — -  sin  A': 


d'où 


bc 
A=A   -t-— sin  A  ; 


mais 


hc  sin  A' 


est  l'aire  du  triangle  rectiligne  qui  a  pour  côtés 
a,  b,  c,  aire  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  du  triangle 
sphérique  proposé. 

Si  l'on  représente  cette  aire  par  T,  il  viendra  donc  : 


A  =  A'-t-  — - 
5R' 


et     A'  =  A  — 


De  même, 


B'  =  B  — 


5R* 


5R' 


C'  =  C -• 

5R* 


En  ajoutant ,  on  a 


et 


A'  +  B'  -4-  C  =  A  -4-  B  -+-  C 

R* 
T 
—  =A-t-B-t-G—  180°. 


Ainsi ,  on  peut  considérer  j^  comme  étant  ce  que  l'on 
nomme  l'excès  sphérique;  d'où  il  suit  qu'à  un  triangle 
sphérique  dont  A,  B,  C  sont  les  angles  et  a,  b,  c  les  côtés, 
correspond  un  triangle  rectiligne  qui  a  pour  côtés  les 
mêmes   longueurs  que  a,  6,  c  et  dont  les  angles   sont 


A  — 


E 

ù 


E  représentant  l'excès  sphérique. 
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104.  Étant  donnés  les  trois  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle 
sphérique  quelconque  ABC,  chercher  les  rayons  sphériques 
des  petits  cercles  circonscrits  et  insctits  au  triangle  et  à 
ceux  qu'on  obtient  en  prolongeant  ses  côtés  jusqu'à  leur 
rencontre  (lîg.  52). 

Soit  P  le  pôle  du  triangle  sphérique 
ABC.  Joignons  ce  point  aux  milieux 
M,  M',  M"  des  côtés  BC=a,  AC=6, 
AB  =  c.  Les  deux  triangles  rectangles 
PCM,  PBM  qui  forment  le  triangle  BPC 


Fig   32. 


sont  égaux,  et  ainsi  des  autres. 

a,  (3,  y  étant  les  angles  à  la  base  des 
triangles  isoscèles  APB,  BPC,  APC, 

on  a:  jt-t-r==A,     «-+-p=B,    (3-+-r=C; 

d'où      23  =  B  -4-  C  —  A  =  2  (S  —  A) ,     p  =  S  —  A. 

Désignons  par  R  les  arcs  égaux  AP,  BP,  CP. 
Le  triangle  rectangle  PBM  donne  : 


^S  ^  =  ^S  ^  ^^^  ^ 


ou 


tg-  =  tgRcos(S-A). 


Remplaçons  eos  (S  —  A)  par  sa  valeur  trouvée  précé- 
demment (100);  il  vient  : 

a  a  ^        ^  .     i 

cote  R  sin  -  =  cos  —  cos  (S  —  A)  =  eos  -  cos  ^-  sm  A, 
o  j2  2  2        2 


tgR  = 


a 

sin  - 

2 


6        c 
cos  —  cos  -  sm  A 
2        2 

abc 

2sin  -  sin  -  sin  - 

2        2        2 


abc 

4s)n  -  sin  -  sin  - 

2        2        2 

sin  6  sin  c  sin  A 


tg  R  =  —= 

V  sin  s  sin  (s  —  a)  sin  [s  —  6)  sin  (s  —  c) 

en  représenlanl  par  p  le  radical  du  dénominateur. 


a        b        c 
2sm-  sin  -sm  - 
2        2        2 


/' 
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Pour  trouver  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle 
ABC,  il  suffît  de  remarquer  que  les  droites  qui  unissent 
le  pôle  de  ce  petit  cercle  inscrit  aux  trois  sommets  A,  B,  C 
du  triangle  divisent  les  angles  en  deux  parties  égales,  et 
que  deux  triangles  rectangles  qui  ont  l'hypoténuse  égale 
et  un  côté  de  l'angle  droit  égal,  qui  est  ici  le  rayon  r  du 
cercle  inscrit,  sont  égaux.  On  a  donc  : 

A 


tgr  = 
et       cotg  r  = 


%    /sin  [s  —  a)  sin  {s  —  b)  sin  {s  —  c) 


sin  s 
sin  s  sin  s 


V^sin5sin(s  —  a)sin(s  —  6)sia(s  —  c)         P 

En  prolongeant  les  côtés  de  l'angle  A  jusqu'à  leur  ren- 
contre en  A',  on  forme  un  nouveau  triangle  BCA'  dont  on 
peut  chercher  les  rayons  sphériques  R',  r'  des  petits  cercles 
circonscrit  et  inscrit,  comme  aussi  ceux  R",  r",  R"',  r"'  des 
triangles  ACB',  ABC.  On  trouve  : 

^  .    a       b        c  abc* 

2  sin  -  cos  ^  cos  -^  2  sm  -  cos  -  ces  - 

,    „,                                   2        2        2  2        2        2 

tg  R  = ==  

K  sin  s  sin  (s  —  a)  sin  (s  —  6)  sin  (s  —  c)  P 

,       1    . 

et  cotg  r'  =  -  sm  (s  —  a)  ; 

P 

^       a    .    b       c 
2cos—  sin  -cos  - 

2        2       2  4 

«S  K    =- — ,    cotg  ?•"  =  -  sin  (s  —  b), 

P  P 

a        b   .    c 
2cos-  cos-  sin  — 
.    u>n              2        2        2  „,       sin(s-c) 

tgR"'  = ,  cotgr'"  ^ 


P  P 

105.  Connaissant  tes  trois  arêtes  a,  b,  c  d'un  paraUéli- 
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pipède  quelconque  et  les  angles  a,  {3,  y  qu'elles  font  entre 
elles,  chercher  le  volume  V  de  ce  parallélipipède  et  la  diago- 
nale qui  Joint  deux  sommets  opposés. 

Soient  0M  =  a,  ON  =6, 

Fis;.  33.  ^-w/-v  I  •  . 

OQ  =  c,  les  trois  arêtes  et 
MON  =  a,  QON  =  (3, 
QOM  =  y(fîg.  33),  les  trois 
angles.  Du  sommet  Q,  abais- 
sons la  perpendiculaire  QP 
sur  la  base  MONE  du  paral- 
lélipipède. On  aura  pour  le 
volume  : 

V  =  a6  sin  a  X  QP. 

Si ,  du  pied  P  de  la  perpendiculaire  QP,  on  abaisse  la 
perpendiculaire  PI  sur  la  droite  MO  et  que  Ion  joigne 
I  à  Q,  cette  droite  sera  aussi  perpendiculaire  à  MO  et 
l'angle  PIQ  sera  l'inclinaison  des  deux  plans  MON,  MOQ. 

Si,  du  sommet  0  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  à 
l'unité,  on  décrit  une  sphère,  celle-ci  déterminera  dans  le 
trièdre  un  triangle  sphérique  dont  les  côtés  seront  les 
angles  a,  (3,  y.  Si  nous  désignons  les  angles  de  ce  triangle 
sphérique  par  A,  B,  C,  on  aura  pour  le  volume  : 

V  =  a6  sin  a  X  QI  sin  B  =  abc  sin  a  sin  r  sin  B , 

et,  en  remplaçant  sin  B  par  sa  valeur  en  fonction  des  trois 
côtés  du  triangle  sphérique,  on  a  : 

V  =  abc  \/\  —  cos*a  —  cos*p  —  cosV  -+-  2cos  a.  ces  p  cos  y, 
ou  bien  encore  : 


V  =  2a6c  \/sin  s  sin  {s  —  a.)  sin  (s  —  p)  sin  (s  —  y), 
formule  calculable  par  logarithmes,  dans  laquelle 
2s  =  a  -4-  p  -4-  r. 
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106.  Soit  OF  =  D  la  diagonale  du  parallélipipède  et 
OE  =  d  celle   du    parallélogramme  MONE  (fig.  33),  il 

viendra  : 

(P  =z  a^  ^  b^  ^  '2ab  cos  a , 

D^  =  c'  -+-  fi'  -+-  2c(/  cos  QOE. 
Il  reste  à  trouver  cos  QOE,  c'est-à-dire,  cos  AD. 
On  a  dans  le  triangle  CAD  : 

cos  AD  :=  cos  p  cos  CD  -4-  sin  p  sin  CD  cos  C. 
Mais       cos  r  =  cos  a  cos  p  +  sin  a  sin  p  cos  C  ; 

cos  -v  —  cos  a  cos  8 

d'où  cos  C  = '  .  

sin  a  sin  p 

En  remplaçant  cette  valeur,  on  a  : 

sin  (a  —  CD)  cos  p       sin  CD  cos  y 


cos  AD 


cos  AD 


sin  a  sin  a 

sinBDcosp       sin  CD  cos  r 


sin  a  sin  ce 

Si  l'on  multiplie  par  cl,  il  viendra  : 

ds\n  BD  dsin  CD 

d  cos  AD  =  — -, cos  p  H ■  cos  r- 

sin  a  sin  a 

Mais  les  triangles  rectilignes  OME,  ONE  donnent  : 

d  sin  BD  d  sin  CD 

f)  =  . — ; ,      a  =  — : ; 

sin  a  sin  a 

de  sorte  que  l'on  a  : 

2cd  cos  AD  =  260  cos  p  -+-  2ac  cos  r  ; 
d'où  D'  ==  a'  H-  6'  -t-  c*  -+-  2a6  cos  a  -+-  2ac  cos  r  ■+-  2ftc  cos  p. 

Si  l'on  change  a  et  y  en  180° —  a,  180"  — y,  on  aura  le 
carré  de  la  diagonale  MH  =  D'  et  aussi  des  deux  autres 
diagonales  D",  D"'  : 

D'*  =  a*  -+-  h^  +  â  —  2a6  cos  a  -+-  26c  cos  p  —  2ac  cos  r, 

D"*=  a*  -f-  6'  -t-  c'  -4-  2a6  cos  a  —  26c  cos  p  —  2ac  cos  y, 

D'"*  =  a*  -i-  6*  -t-  c^  -t-  2ac  cos  y  —  2a6  cos  a  —  26c  cos  p. 


^^HS^^h 
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En  ajoutant,  on  obtient  : 

D»  +  D'*  -H  D"*  +  D'"*  =  Aa^  -4-  46*  -+-  4c': 

ce  qui  prouve  que  dans  un  parallélipipède  quelconque  la 
somme  des  carrés  des  diagonales  est  égale  à  la  somme  des 
carrés  des  arêtes.  Il  est  facile  de  le  démontrer  directement 
par  la  Géométrie. 

107.  Problème.  Étant  données  les  trois  arêtes  a,  b,  c 
qui  aboutissent  au  même  sommet  d'une  pyramide  triangu- 
laire quelconque,  et  les  trois  angles  a,  (3,  y  que  font  entre 
elles  ces  arêtes,  chercher  le  volume  V  de  la  pyramide. 

On  aura,  comme  précédemment: 


V  =  I  abc  l/sin  s  sin  [s  —  a)  sin  (s  —  (3)  sin  (.s  —  y). 

108.  Problème.  Connaissant  les  six  arêtes  d'une  pyra- 
mide cpielconque ,  déterminer  le  volume  V  de  cette  pyra- 
mide (fig.  34). 

a,  6,  c  étant  les  trois  arêtes  partant  du  sommet  A,  et  a, 
(3,  y  les  angles  que  font  entre  elles  ces  arêtes,  on  a  : 

V=  ^abc{/\  —  CCS*  a  —  cos'p  —  cos^r  -+-  2  ces  a  ces  ^  cos  r • 
Soient  BC  =  a\     BS  =  6',     CS  =  c'. 


Le  triangle  ABC  donne 


Fig.   34. 


==  a*  -V  6*  —  2a6  ces  a  ; 


d'où 


a   -4-  6^  — 

-  a' 

2a6 

a^  -i-  c^  — 

■b'' 

^""  ''               2ac 

6*-t-c-- 

c" 

%c 
En  remplaçant  ces  valeurs  dans  l'ex- 
pression précédente  et  en  posant  pour  abréger 

a^  +  6*  —  a'*  =  C,     a^  -i-c^  —  6'*  =  B,     6^  -+-  c*  -  c'*  =  A, 


102  PREMIERE    PARTIE. 

il  vient  : 


V=  —  |/4a*  6^  c^  —  A^  a^  _  B^  6^*  —  C'  c^  -t-  ABC. 

Si  l'on  représente  par  i  la  surface  des  quatre  triangles 
qui  forment  la  surface  totale  de  la  pyramide,  et  par  r  le 
rayon  de  la  sphère  inscrite,  on  aura  :  r  =  ~  . 


SECONDE  PARTIE. 
GÉOMÉTRIE  ANALTTiaUE  A  DEUX  DIMENSIONS. 


CHAPITRE    I. 

Homogénéité. 

109.  Une  fonction  f(x,  y,  z, ...)  =  0  est  homogène  par 
rapport  aux  quantités  ac,  y,  z,...,  lorsque,  en  remplaçant 
X,  y,  z,...  par  px,  ^y,  pz,...,  on  obtient 

fipx,py,  pz...)  =  p'"f{x,  y,  z...)  =  0 , 

m  étant  le  degré  de  la  fonction. 

Toute  relation  entre  des  grandeurs  géométriques  ou  tri- 
gonomélriques  doit  être  homogène,  c'est-à-dire  que  tous  ses 
termes  doivent  élre  du  même  degré. 

Soient  A,  B,  C,...,des  lignes  d'une  certaine  figure,  et  soit 
/"(A,  B,  C,...)  ==  0  la  relation  géométrique  ou  trigonomé- 
trique  qui  existe  entre  ces  quantités.  Cette  relation  doit 
évidemment  subsister,  quelle  que  soit  l'unité  de  mesure. 

Supposons  qu'en  adoptant  l'unité  linéaire  m  pour  mesure 
des  quantités  A,  B,  C,...,  on  ait  la  relation 

f[a,  h,  c,..)=0, 

et  qu'en  prenant  une  autre  unité  de  mesure  ii',  on  obtienne 

f(a',b',c',...)=0. 
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Si  Ton  désigne  par  p  le  rapport  de  ces  deux  unités,  on  a  : 

a        h'       c' 

—  =--=  — =p,    et    a' =  aû,b' =  l>ç,c' =  Cf. 

a        0        c 

Si  l'équalion  f(a,  b,  c, ..,)  ^  0  est  homogène , 

f{pa,çb,çc,...)  =ff{a,  6,c,...)  =  0 

l'est  aussi;  et  si  elle  est  satisfaite  pour  a,  6,  c,...,  elle  le 
sera  aussi  pour  des  nombres  proportionnels  pa,  pô,  pc,  ... 
D'ailleurs,  l'équation  devant  subsister  quelle  que  soit 
l'unité  linéaire,  u,  2î/,...,  ne  pourrait  plus  exister  si  le 
premier  membre  renfermait  quelque  terme  inférieur  ou 
supérieur  à  un  terme  du  second.  Alors,  le  premier  mem- 
bre deviendrait  plus  petit  ou  plus  grand  que  le  second,  ce 
qui  est  absurde,  puisque  les  vérités  géométriques  doivent 
être  indépendantes  des  grandeurs  relatives  des  quantités. 

110.  Supposons  que  f(a,b,c,...)  =  0  soit  un  poly- 
nôme entier,  formé  de  plusieurs  termes  du  degré  m  et  de 
plusieurs  termes  du  degré  n,  etc..  On  aura,  d'après  ce 
qui  précède  : 

p"'<f(a,b,c,...)  -4-  p"<p  (a,6,c,...)  -+-  •••  =0. 

Cette  équation  devant  être  satisfaite,  quel  que  soit  p,  on 
doit  avoir  séparément  : 

p'"y(a,  6,c,...)  =  0,     p"f{a,b,c,...)  =  0', 

ce  qui  prouve  que,  si  l'équation  n'est  pas  homogène,  elle 
se  décompose  en  plusieurs  équations  homogènes,  confor- 
mément à  ce  principe  général  :  les  deux  membres  d'une 
équation  doivent  être  de  même  nature. 

Lorsque  les  quantités  a,  b,  c,  ...  représentent  des  lon- 
gueurs rectilignes ,  ab,  ac,  bc,  ...  représenteront  des  sur- 
faces, et  a^,  b'^,  (?,  a%,  abc,  ...  des  volumes.  Si  l'un  des 
membres  de  l'équation  représente  des  termes  du  S"""  degré, 
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(les  surfaces,  l'autre  membre  doit  aussi  représenter  des 
termes  du  2'""  degré,  des  surfaces. 

En  considérant  a,  b,  c  comme  des  nombres,  c'est-à-dire, 
les  rapports  des  lignes  A,  B,  C  à  l'unité  linéaire  u,  on  peut 
admettre  qu'il  existe  entre  ces  nombres  l'équation 


Si  l'on  cherche  les  rapports  des  mêmes  lignes  A,  B,  C 
en  prenant  une  autre  unité  linéaire  u',  et  qu'on  désigne 
par  a',  b',  c',  les  nouveaux  nombres  provenant  de  cette 
mesure,  il  est  évident  qu'on  aura  : 

0^  _  6'  _  c'  _ 
abc 

pétant  le  rapport  de  ces  deux  unités  de  mesure. 

L'équation  précédente  deviendra,  en  remplaçant  a,  6,  c 
par  leurs  valeurs  ^  >  ^  »  -  : 

a'^  -H  a'6'^-4-  b'^  -+-  b'^c'  —  c'^ —  a'c'-  -+-  Ça'  \/a'b'  -t-  6'*  —  c'*)  p 
-+-  (a'  -\-b'  —  c')  p^  =  0. 

Cette  équation  devant  avoir  lieu,  quel  que  soit  p,  on  a 
les  équations  : 


qui  sont  toutes  les  trois  homogènes. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que,  j)our  rendre  une 
expression  algébrique  ou  une  équation  homogène,  il 
suffit  de  diviser  chaque  facteur  littéral  par  l'unité  linéaire 
u,  p,etc... ,  puisque  cette  unité  est  arbitraire,  et  de  réduire 
ensuite  au  môme  dénominateur. 

C'est  en  divisant  chaque  ligne  trigonométrique  par  le 
rayon  R  du  cercle  qu'on  rend  les  formules  trigonomé- 
triques  homogènes,  lorsqu'on  y  a  fait  le  rayon  R  égal  à 
l'unité.  On  voit  aussi  que,  si  l'on  prend  pour  unité  un  des 
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facteurs  d'un  terme  quelconque  d'une  expression  algé- 
brique d'abord  homogène,  celle-ci,  par  cela  même,  cesse 
d'être  homogène  et  ne  redevient  telle  qu'en  divisant, 
comme  il  vient  d'être  dit,  chaque  facteur  littéral  par  l'unité 
linéaire  u.  Il  est  évident  que  toutes  les  formules  doivent 
être  rendues  homogènes,  lorsqu'elles  ne  le  sont  point,  avant 
qu'on  puisse  les  construire.  11  serait  superflu  de  vouloir  faire 
ressortir  l'importance  de  l'homogénéité.  C'est  souvent  un 
puissant  moyen  pour  s'assurer  de  l'exactitude  des  formules 
ou  des  équations,  lorsqu'il  s'agit  des  volumes,  des  surfaces 
et  des  lignes. 

Construction  des  valeurs. 

lit.  Les  constructions  ont  pour  but  de  déterminer  les 
valeurs  des  inconnues ,  données  par  les  formules  et  les 
équations,  au  moyen  des  instruments  les  plus  simples  :  la 
règle,  le  compas,  etc. 

L'Algèbre  apprend,  avec  le  secours  de  l'Arithmétique,  à 
déterminer  et  à  calculer  la  valeur  des  inconnues  avec  un 
aussi  grand  tlegré  d'approximation  qu'on  le  veut. 

La  Géométrie  indique  comment  on  peut  obtenir  la 
valeur  numérique  de  ces  inconnues,  à  l'aide  des  procédés 
graphiques. 

Supposons  qu'on  ait  à  trouver  la  valeur  de  x,  avec  le 
secours  des  constructions, 

,,,,,.  ab 

\°  dans  I  équation       x=  — 

c 

Cette  valeur  de  x  est  évidemment  une  quatrième  pro- 
portionnelle entre  les  quantités  a,  6,  c. 

2»  x  =  ^". 

de 

La  valeur  de  l'inconnue  s'obtiendra  au  moyen  de  deux 
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qualrièmcs  proportionnelles  :  /«  =  ^;  d'où  x  =  —  cl  une 
seconde  quatrième  proportionnelle  entre  m,  c  et  e. 

11  est  inutile  de  multiplier  ces  exemples  qui  ne  présen- 
tent aucune  difficulté. 

_    ^  .  ahm 

5°  Soit  x  = 

am  -+-  6n  -*-  cp 

Posons  bn  =  dm,  cp  =  d'm  ;  il  viendra  : 

ah 


On  obtiendra  x,  dans  cette  dernière  formule ,  au  moyen 
d'une  quatrième  proportionnelle  entre  a,h,a  -h  d  -h  à',  ces 
deux  dernières  étant  elles-mêmes  des  quatrièmes  propor- 
tionnelles faciles  à  trouver. 

On  peut  encore  égaler  le  dénominateur  à  ay,  et  il  vient  : 

,  bn       cp 

um  ■+■  bn  H-  cp  =  ay;    d  ou    y  =  m  -\ 1 ; 

a         a 

ce  qui  donne  ac  =  —  •  On  trouve  —  >  ^>  par  des  quatrièmes 
proportionnelles,  ainsi  que  x. 

abc^  —  a*^» 

4°  a:  = . 

abc  -H  c 

En  divisant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  c^,  on  a  : 

jaby       ab  I         ab 

ab  —    —  —    c 

\  c  I  c   \  c 

X  = 


ab  ab 

h  c  H  c 

c  c 

En  posant  ^  =  rf,  il  vient  : 

d{c  —  d) 

x  = — , 

c  -*-  a 

qui   s'obtient   par  une   quatrième  proportionnelle   entre 
d,c-\-detc  —  d. 
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5°  Soit 


mV 
X  =  a  l  — 

.ni 


m 

-4-  C  l  — 

n 


Fig.  33. 


Prenons  sur  la  droite   indéfinie   OX   deux   longueurs 

OA=m,  OB=n 
(fig.  55). 

Menons  par 
A  et  B  deux 
parallèles  quel- 
conques AN, 
BM  ;  portons 
sur  cette  der- 
nière BC  =  a, 
et  joignons  le 
point  0  au 
X  point  C. 


On  aura 


m:n  =  AD  :  a;     d'où     AD  = 


am 


Menons  la  droite  DI  parallèle  à  OA  et  portons,  à  partir 
du  point  I,  sur  BM,  IE  =  6.  Tirons  la  droite  OE  qui  coupe 
AN  en  H  ;  on  aura  : 


d'où 


a  m 

m;n  =  AH:BI  +  IE    ou     m:w=AH: 1- h; 

n 

am^       bm 

AH  =  -^-t- 

Il  n 


Par  le  point  H,  menons  HK  parallèle  à  OA,  et  prenons 
KL  =  c.  Traçons  la  droite  OL  qui  coupera  la  parallèle  AN 
en  R.  On  aura  : 

m  :  n  =  AR  :  BL     ou     m  :  w  =  AR  :  BR  -+-  KL  ; 

et,  comme  BK  =  AH 


m  •.n  =  AR 


bm 
n 


c; 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.        109 

am^       btn^       cm 

—-  -\ -H 

tv  tr         n 


(loù  AR=     j 


On  a  donc  : 

fmy       .  /w\»  [m 

x  =  AR  =  fl    -     -+-  6    -     -f-  c    — 

\  w  /  \n/  \n 

Il  est  quelquefois  nécessaire  de  décomposer  les  deux 
termes  de  la  fraction  dans  ses  facteurs  premiers. 

6"  Soit 

a*  -t-  6*  -t-  c*  —  2a*  fc*  —  26*  c*  —  2a*  c* 

X  = • 

a*6  -+-  o6*  -f-  a'c  -+-  ac*  -f-  b^c  ■+-  bc^  -+-  2a6c 

En  ajoutant  et  en  retranchant  26^02  au  numérateur,  on  a  : 

(a*  — 6*— c*)*— (26c)* 


et  X 


{a  -t-  6)  (a  -+-  cj  (6  -4-  c) 

(a  H-  6  H-  c)  (a  -4-  c  —  h)  {a  -\-  b  —  c)  {a  —  b  —  c) 

(n  -+-  6)  (a  -+-  c)  (6  -+-  c) 


On  aura  la  valeur  de  x  au  moyen  de  trois  quatrièmes 
proportionnelles. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  aux  expressions  : 


X  =  Vab ,     X  =  Va^  +6*,     x  ==  l/a*6«, 
qui  sont  trop  faciles  et  trop  connues  en  Géométrie. 
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/         m*  — 

a:  =  Y/a*-+-— draV^a* 


wi* 

Posons       a*  -+-  m*  =  ■x*  et    a*  -i =  c?*. 

4 

J  et  y  sont  les  deux  hypoténuses  de  deux  triangles  rec- 
tangles; 1°  a  et  w;  ^°  a  et^,  sont  les  côtés  de  l'angle  droit. 
Il  viendra  ; 

X  =  l^cT*  ±  ay, 

valeurs  qu'on  obtient  par  des  triangles  rectangles. 
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8»  Soit      X  = 


ab 


V 


a*  6^  —  abc^  -+-  c* 


Posons     b^=cr,     a^b^  =  c^â^     abc^  =  àp. 
ab 


Nous  aurons  :  x  = 


V 


c^  (^  _  j3  -H  ç) 


c  r  a       , 

expression  facile  à  construire,  dans  laquelle 


ab 
m=  ~     et 

c 


7î=  c  y  - 


P 


«  -4-  y 

Quant  aux  auxiliaires  p,  y,  (î,  on  a  déjà  dit  comment  on 
les  obtenait. 

112.  Cherchons,  au  moyen  des  constructions,  les  valeurs 
de  X  dans  les  équations  complètes  du  second  degré.  Ces 
équations  doivent  être  homogènes. 

Soient  : 

1°      x^  —  ax  =  —  b^;  5°      x*  —  ax  = -4-  6* ; 

2°      cc^  -4-  ao,-  =  —  6^  4°     a;'  -+-  ax  =  -+-  6^ 

On  a  pour  la  première  :  x  {a  —  x)  =  6*. 
On  voit  que  la  somme  de  deux  segments  x,  a  —  x,  est 
constante. 

Sur  la  droite  AB  =  a  comme  diamètre,  décrivons  une 
circonférence  de  cercle,  et  au 
point  A,  élevons  AD  =  b,  per- 
pendiculaire au  diamètre  AB. 
A  lextrémité  D,  menons  la  pa - 
rallèle  DU'  au  diamètre,  I,  J', 
étant  les  points  de  rencontre  de 
]b  cette  parallèle  avec  la  circonfé- 
rence; de  ces  points,  abaissons 
les  deux  perpendiculaires  IP, 
l'Q.  Les  deux  valeurs  de  x  sont  : 
4°     a:  =  AP;       2°     a:  =  AQ  (Hg.  56). 
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On  a  en  effet  ;         Pî'  =  AP  x  BP, 
W'=  AQ  X  BQ. 

La  plus  grande  valeur  qu'on  puisse  donner  à  6,  est 
5>=|,  c'est-à-dire,  la  perpendiculaire  AD  égale  au  rayon 
CE;  alors,  les  deux  valeurs  ou  racines  sont  égales,  et  la 
parallèle  DII'  devient  tangente  à  la  circonférence. 

Si  6  >  |,  la  parallèle  au  diamètre  AB  ne  rencontre  plus 
la  circonférence,  et,  dans  ce  cas,  les  racines  de  l'équation 
sont  imaginaires.  On  a,  d'ailleurs,  pour  les  valeurs  de  AP 
et  de  AQ  : 


AP 


^i-V^T-'-^-AQ^-V^I-.. 


2°  Quant  à  la  seconde  équation  x"^  -+-ax=  —  b^,  si  l'on  y 
change  x  en  — x,elle  se  confond  avec  la  première  que  nous 
venons  de  construire.  Il  suffît  donc  de  prendre  négative- 
ment les  valeurs  qui  précèdent. 

3°  Soit  à  trouver  la  valeur  de  x  dans  la  troisième  équa- 
tion 

x{x  —  a)  •=  6*. 

La  différence  des  deux  segments  x,x  —  «,  est  constante 
et  égale  à  a. 

Sur  AB  ==  a  comme  diamètre,  décrivons  une  circon- 
férence, et,  à  l'extrémité  A  de 
ce  diamètre,  élevons  une  per- 
pendiculaire AD  =  b.  Unis- 
sons l'extrémité  D  au  centre  C; 
cette  droite  DC  rencontrera 
toujours  la  circonférence  en 
B  deux  points  I,  1'  (fig.  37).  Les 
deux  valeurs  de  x  seront  : 

1°    x  =  Dr;     2°    a;=DI. 


Fig.  37. 
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On  a,  en  effet  :       ÂD  =  DI'  (Dl'  -  H) 

ou        ÂÏ)'=DrxDI     et    Âd'=  — DI(~DI  — H') 

ou  "^15'=  DI  X  Dr. 

Il   est  évident  que  les  valeurs  de  x  seront    toujours 
réelles,  sans  aucune  condition  de  grandeur  entre  a  et  b. 

4"  La  valeur  de  x,  dans 
'^"  ^^'  l'équation  ac^  +  aac  =  -4-  6^, 

s'obtient  en  élevant,  à  l'ex- 
trémité A  du  rayon  OA  =  |»  ' 
une  tangente  AT  =  6  et  enï 
unissant  le  point  T  au  centre 
O  par  la  droite  TBC,  dans 
laquelle  BT  =  x  (fig.  38). 
On  a,  en  effet  : 

Ât'=  BT  X  TC; 
l'autre  valeur  de  x  est  négative. 

On  peut  aussi  construire  les  équations  bi-carrées  et  les  I 
équations  du  quatrième  degré  lorsque,  au  moyen  d'incon- 
nues auxiliaires,  celles-ci  peuvent  se  ramener  à  des  équa- 
tions du  second  degré. 

113.  Soient  les  équations  : 
1  °  X*  —  (2a*  H-  6^)x'  =  6^  c*  —  a*. 

2»  a;*  —  2cx'  -+-  (c*  —  2a*)x'  h-  2a'  ex  =  a'  c^ 

-  (2a'  —  c')x'  +  2«'x  =  —  a*. 
by  =  a^  —  x', 
ay  =x^  —  ex, 
xy  =  a'  -4-  x' , 

iy'  -\-  by  =  a^  -\-  c'; 
?/'  — 2aî/  =  c'; 
îy'  -t-  2o?/  =  c'. 

Les  valeurs  de  y  sont  faciles  à  construire,  ainsi  que  celles 
résultantes  pour  x. 


3°  X*  -+-  2ax' 

En  y  posant  : 

elles  deviennent  : 
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CFIAPITRE  II. 

Uéflullion  et  but  d«;  la  Géonirti-Ie  anulyttqiie. 

114.  La  Géométrie  analytique  a  pour  but  d'étudier  les 
propriétés  des  lignes,  des  figures,  au  moyen  de  l'Algèbre 
et  du  calcul  en  général;  c'est  l'application  de  l'Algèbre  à 
la  Géométrie.  Descartes  est  le  premier  géomètre  qui  s'est 
servi  avec  succès  de  l'Algèbre  pour  l'étude  des  propriétés 
des  figures  et  des  courbes  en  Géométrie. 

La  Géométrie  analytique  comprend  deux  parties:  1°  la 
Géométrie  analytique  plane  ;  2"  la  Géométrie  analytique 
aux  trois  dimensions. 

La  Géométrie  analytique  plane  ne  s'occupe  que  des 
points  et  des  lignes  situés  dans  un  seul  et  même  plan.  La 
Géométrie  analytique  aux  trois  dimensions  s'occupe  des 
points  et  des  lignes  situés  dans  plusieurs  plans  différents. 

Coordonnées. 

115.  Pour  déterminer  la  position  d'un  point  dans  un 
plan,  on  choisit  dans  celui-ci  deux  droites  XOX',  YOY' 
qu'on  nomme  les  axes  coordonnés  et  qui  se  coupent  sous 
un  angle  quelconque  qui  est  l'angle  des  axes.  Si  cet  angle 
est  droit,    les  axes  coordonnés   sont  rectangulaires. 

L'axe  XOX'  prend  le  nom  d'axe  des  abscisses  ou  sim- 
plement d'axe  des  x,  et  l'axe  YOY'  celui  d'axe  des  ordon- 
nées ou  d'axe  des  y. 

Le  point  d'intersection  0  des  axes  est  l'origine. 

Pour  déterminer  la  position  d'un  point  quelconque  M,  il 
suffit  de  connaître  les  distances  OA,  OB  de  l'origine  aux 
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points  d'intersection  A  et  B  des  axes  avec  les  droites  MA, 
MB  qui  leur  sont  parallèles  (fig.  39). 

Fig.  59. 


M 


X' 


La  distance  OA  de  l'origine  au  point  A,  où  la  parallèle  à 
l'axe  des  y  rencontre  l'axe  des  x,  est  l'abscisse  du  point  M  ; 
et  la  distance  OB  de  l'origine  au  point  B,  où  la  parallèle  à 
l'axe  des  x  rencontre  l'axe  des  y,  est  l'ordonnée  du  même 
point. 

Les  abscisses  prises  de  0  vers  X  étant  positives,  celles 
de  0  vers  X'  seront  négatives,  conformément  à  la  défini- 
tion des  quantités  négatives.  Les  ordonnées  mesurées  de  0 
vers  Y  étant  positives,  celles  de  0  vers  Y'  seront  négatives. 

Vabscisse  et  Vordonnée  d'un  point  sont  les  coordonnées 
de  ce  point. 

Les  coordonnées  d'un  point  étant  connues,  le  point  est 
complètement  fixé  de  position.  En  effet,  l'abscisse  du  point 
M  étant  x  =  OA  =  a,  le  point  dans  le  plan  doit  se  trouver 
sur  la  parallèle  AM  à  l'axe  des  y,  et  l'ordonnée  du  même 
point  étant  y  =  OB  =  b,  ce  point  doit  se  trouver  aussi 
sur  la  parallèle  BM  à  l'axe  des  x  :  il  ne  peut  donc  se  trou- 
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ver  qu'au  poiul  d'iulcrscclion  tic  ces  deux  droites,  et  il  est 
tout  il  fait  déterminé  de  position  (*). 

Suivant  que  le  point  dans  le  plan  des  axes  est  situé 
au-dessus  ou  au-dessous  de  l'axe  des  x,  les  ordonnées  de 
ce  point  sont  positives  ou  négatives;  selon  la  position  du 
point,  à  droite  ou  à  gauche  de  l'axe  des  ordonnées,  les 
abscisses  du  point  sont  positives  ou  négatives.  Il  suit  de  là 
que,  si  le  point  se  trouve  : 

1"  Dans  l'angle  YOX,  les  coordonnées  seront  positives; 

2°  Dans  l'angle  Y'OX',  elles  seront  négatives; 

3"  Dans  l'angle  YOX',  l'abscisse  sera  négative,  l'ordon- 
née positive  ; 

4°  Dans  l'angle  opposé  Y'OX,  l'abscisse  sera  positive, 
l'ordonnée  négative. 

L'abscisse  d'un  point  quelconque,  situé  sur  l'axe  des 
ordonnées,  étant  nulle,  il  est  évident  que  l'équation  x  =  0 
représente  l'axe  des  y,  puisque  celte  équation  convient  à 
tous  les  points  de  l'axe  des  y.  De  même ,  pour  un  point 
quelconque  de  l'axe  des  ac,  il  vient  aussi:  ï/  =  0;  donc, 
l'équation  y  =  0,  ayant  lieu  pour  tous  les  points  de  l'axe 
des  X,  représente  l'axe  des  x  lui-même.  De  sorte  que, 
pour  l'origine,  on  a  à  la  fois  x=0  et  y  =  0.  L'équation 
d'un  lieu  ou  d'une  ligne  est  la  relation  constante  qui 
existe  entre  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  ce 
lieu  ou  de  cette  ligne. 

("j  Oii  désigne,  pour  abréger,  par  point  {a,  6),  point  {x',  y'),  les  points 
dont  les  coordonnées  sont  x  =  a  el  y  =  b,  x  =  x'  el  y  =  y' . 
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CHAPITRE  m. 


Théorie  «le  la  ligne  droite. 

116,  L'équation  la  plus  générale  du   premier  degré  à 
deux  variables  ac,  y,  est  de  la  forme  : 

Ax  4-  Bjy  =  G , 

A,  B,  C,  étant  des  quantités  quelconques ,  positives  ou 
négatives. 

Recherchons  quel  lieu  ou  quelle  ligne  cette  équation 
peut  représenter. 

Supposons  d'abord  que  C  =  0.  Celle  équation  devient 
alors  ^ 

Bi/  =  0  ;      d'où     y  = 


Ax 


—  X. 

B 


Si   A  et  B  sont  de  signes  contraires,  le  quotient  est 
positif;  représentons-le  par  a,  de  sorte  qu'on  aura  : 
î/  =  -t-  ax. 

Soient  des  axes  coordonnés  quelconques. 

L'équation  y  =  ax  représente  une  droite  qui  passe  par 
l'origine. 

X,  y  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque,  on 
voit,  à  l'inspection  de  cette  équation,  que  le  lieu  qu'on 
cherche  est  tel ,  que  le  rapport  de  l'ordonnée  d'un  point 
quelconque  à  son  abscisse  reste  constant,  quel  que  soit  le 
point  que  l'on  considère.  On  a,  en  effet  :  |  =  «. 

Si  l'on  donne  à  la  variable  x  une  valeur  quelconque, 
x  =  OV  (fig.  4.0),  par  exemple,  il  en  résultera  pour  l'or- 
donnée y  une  autre  valeur  déterminée  MP;  de  sorte  qu'il 

MP 

—  =  a, 
OP 


viendra  : 
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Donnons  à  x  une  valeur  plus  grande,  a;=OP';  la  valeur 
eorresj)ondante  de  y  sera  aussi  plus  grande.  Soit  M'P'eeKe 
valeur,  nous  aurons  : 

M'P' 

7  ==  "  ; 


d'où  il  vient 


OP 
MP       M'P' 
ÔP""~(5F 


ce  (fui  prouve  que  les  deux  triangles  MPO,  M'P'O  sont 
semblables,  et  par  conséquent  écpnangles,  et  que  les  points 

Fig.  40. 


O,  ^\,  M'  sont  situés  sur  une  même  ligne  droite  OMM'. 
Les  valeurs  de  y  croissent  avec  celles  de  x. 

La  droite  passe  par  l'origine,  puisque  l'équation  fournit 
If  =  0  lorsqu'on  y  fait  x  =  0.  Ainsi,  en  faisant  passer  x 
par  tous  les  états  de  grandeur  possibles  depuis  0  jusqu'à 
-+-  oc ,  on  obtient  pour  y  une  série  de  points  consécutifs  0, 
M,  M',  M",  etc.,  tous  situés  sur  la  même  droite. 

Faisons  de  même,  dans  l'équation  y  =  ax,  passer  x  par 
fous  les  états  de  grandeur  possibles,  depuis  a;  =  0  jusqu'à 
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3c=i= —  00.  Donnons  à  x  une  valeur  négative  quelconque 
x  =  — ^OQ;  l'ordonnée  correspondante  ?/  sera  aussi  néga- 
tive, puisque  a  est  positif.  Soit  —  NQ  cette  valeur  de  y; 
de  sorte  qu'on  a  : 

—  NQ  —  N'Q'  ,,  ,      NQ      N'Q' 

~  =1  a      et =^  a  :      d  ou      —  = 

-OQ  -OQ'         '  OQ       OQ' 

Ce  qui  prouve  que  les  points  0,  N,  N',  etc.. ,  sont  situés 
sur  la  même  droite  ONN'.  Les  deux  triangles  MPO,  NQO 
sont  aussi  semblables  et  équiangles,  puisqu'ils  ont  un 
angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels  :  la  droite 
ONN'  est  donc  le  prolongement  rectiligne  de  OMM'. 

Lorsque  a  est  positif,  l'équation  y  =  ax  représente  donc 
une  seule  droite  qui  passe  par  l'origine^et  qui  divise  les 
deux  angles  opposés  YOX ,  Y'OX'  d'une  manière  quel- 
conque, comme  on  va  le  voir. 

Supposons  en  second  lieu  que  a  soit  négatif;  on  aura  : 

2/  =  —  ax. 

Si  l'on  fait  grandir  x  positivement,  comme  précédem- 
ment, depuis  zéro  jusqu'à  l'infini  positif,  les  valeurs  de  y 
croîtront  aussi,  mais  seront  toujours  négatives;  ce  qui 
indique  que  les  points  de  la  droite  qui  se  succèdent  sans 
discontinuité  sont  situés  dans  l'angle  Y'OX.  Enfin,  si  x 
devient  négatif,  les  valeurs  de  y  seront  positives,  et  les 
points  de  cette  droite  seront  situés  dans  l'angle  YOX', 
opposé  à  l'angle  Y'OX.  En  donnant  à  x  des  valeurs  déter- 
minées, comme  on  l'a  fait  plus  haut,  on  prouverait  que  les 
valeurs  de  y  sont  en  ligne  droite.  L'équation  y  =ax  repré- 
sente donc,  dans  tous  les  cas,  une  ligne  droite  qui  passe 
par  l'origine  et  par  les  angles  opposés  YOX,  Y'OX',  si  a 
est  positif;  par  les  angles  XOY'  et  YOX',  si  a  est  négatif. 

Pour  connaître  la  nature  de  la  constante  arbitraire  a  que 
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renferme  l'équation  //  =  ax,  faisons  x  ==  I  dans  celle-ci  ; 
il  viendra  : 

Soit  9  l'angle  VOX  des  axes,  el  a  l'angle  que  la  droite 
OM  fait  avec  l'axe  des  x,  a  étant  l'ordonnée  III  corres- 
pondante à  l'abscisse  01  ==  1  (fig.  41). 


Le  triangle  OIH  donne 


1  :  a  =  sin  (9  —  a)  :  sin  a; 


sin  a 


(i  ou 


sin  (ù  —  a) 

Si  les  axes  coordonnés  sont  rectangulaires,  0  =  90%  et 
sin  a 


Slli  a 

= =tga. 


SÎD  (90°  —  a)         COSa 

Ainsi,  le  coefficient  n,  qui  prend  le  nom  de  coefficient 
angulaire  de  la  droite  dans  l'équation  y=ax,  est  égal  au 
rapport  des  sinus  des  angles  que  cette  droite  OM  fait  avec 
Taxe  des  x  et  celui  des  y. 
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Si  les  axes  sont  rectangulaires,  ce  rapport  est  égal  à  la 
tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  la  droite  OM  fait 
avec  l'axe  des  x. 

117.  2°  Supposons  que  C  ne  soit  pas  nul  et  qu'il  soit 
positif.  L'équation  Ax  -i-By  =  C  donne  : 


y  = 


-  X  -\ — 
B  B 


Si  A  et  B  sont  de  signes  contraires,  —  g  sera  positif,  et 
en  le  désignant,  comme  précédemment,  par  a,  on  aura  ; 

y  =  ax  -i-  b , 
b  représentant  g  • 

Puisque  l'équation  y  ^=  ax  représente  la  droite  0\I,  il 
est  évident  que  Téqualion  y  =  ax  -h  b  représente  une 
seconde  droiie  parallèle  à  la  première,  et  rencontrant  Taxe 
des  y  à  une  dislance  0K  =  6de  l'origine.  En  eiïet,  pour 
une  môme  abscisse  quelconque  a;  =  OP,  la  différence  des 
ordonnées  NP,  MP  est  toujours  la  même  et  égale  à  6.  On  a 
donc  pour  un  point  quelconque  N  de  la  droite  KN  (fig.  41)  : 

NP  — MP  =  6,     NP  =  MP-t 


et 


y 


=  ax  -+-  b. 


On  prouverait  facilement  que  l'équation  y  ^=ax  —  b 
est  celle  de  la  parallèle  K'N'  à  OM,  rencontrant  l'axe  des 
y  à  une  dislance  négative  0K'  =  — 6  de  l'origine.  De 
même,  y  =  —  ax  étant  l'équation  de  la  droite  SOS', 
l'équation  y  = — ax -h  b  représente  la  droite  KR,  paral- 
lèle à  SOS',  et  ?/  =  —  ax  —  b  la  parallèle  K'R'  à  la  même 
droite. 

L'équation  générale  du  i"  degré  à  deux  variables 
Ax  -+-By  =  C  représente  donc,  dans  tous  les  cas,  une  ligne 
droite. 

118.  Réciproquement ,  toute  droite  qui  fait  avec  l'axe 
des  X  un  angle  déterminé  a  et  qui  coupe  l'un  des  axes. 


I 
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Taxe  des   y,  par  exemple,  à  une  distance  quelconque  de 

l'origine,  a  pour  lieu  une  équation  du  premier  degré  à 

deux  variables. 

Soit  une  droite  quelconque  RN  qui  rencontre  l'axe  des  y 

à  une  distance  h 
Fig.  42.  j         ,,      .    ■ 

de  I  orignie  et 
qui  fait  l'angle  a 
avec  l'axe  des  x. 

Menons  par 
l'origine  une  pa- 
rallèle OM  à  cette 
droite  (fig.  42). 

Soient  x,y  les 
coordonnées  OP, 
NP  d'un  point 
quelconque  de 
celte  droite  RN. 
On  a: 

NP  =  NM  -+-  MP  =  MP  -4-  OK 

ou  y  =  MP  -+-  h. 

Le  triangle  OMP  donne  : 

MP  sin  a 


T 

N 

M 

K 

X 

M' 

y 

1* 

y 

X' 

/« 

/ 

0 

ï.' 

X             P          X 

Y 

X         sin  (9  —  a) 

6  étant  l'angle  des  axes.   L'équation  de  la  droite  RN  est 

donc  : 

sin  a 

V  =  — X  -\-  b (i). 

^       sin(ô-a)  ^  ' 

Cette  équation  devient  tout  à  fait  identique  à  l'équation 
y  =  ax  -i-  b  en  posant  ^^^l^^  x  =  a,  ce  qui  est  toujours 
permis. 

L'angle  a  pouvant  passer  par  tous  les  états  de  grandeur 
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depuis  0"  jusqu'à  560°,  la  droite  RN  prendra  toutes  les 
positions  possibles  autour  du  point  K.  L'angle  a  étant  plus 
petit  que  0,  le  rapport ^.^^'"^     qui  est  a,  sera  positif,  et  i 
négatif  lorsque  a  >  0. 

Si  la  droite  rencontre  Taxe  des  y  au-dessous  de  l'axe  des 
X,  à  une  distance  —  6  de  l'origine,  on  aura  encore  : 


N'P 


ou 


MP  —  MN'  =  MF 
sin  a 


OK' 


y 


X 


(2), 


et  enfin  y  =  ax 


sin(ô  — a) 

6  en   faisant,  comme  précédemment 
sin  a 


sin  (9 


a. 


Il  suit  de  ce  qui  précède  qu'une  droite  quelconque,  qui 
rencontre  l'axe  des  ?/  à  une  distance  ±  6  de  l'origine  et  qui 
fait  un  angle  quelconque  connu  a  avec  l'axe  des  x,  est 
représentée  par  une  équation  complète  du  premier  degré, 
à  deux  variables,  x,  y,  de  la  forme  : 

y  =  ±  ax  dt  6. 

Lorsque  la  droite  est  donnée  de  position,  a,  b,  sont  des 
nombres,   des    quantités   déterminées  et   connues;  mais, 
aussi  longtemps  que  la  droite  n'est  pas  fixée  de  position,! 
a  et  h  sont  des  constantes  arbitraires  qui   peuvent  avoir| 
des  valeurs  quelconques.  Ces  constantes  font  voir  qu'on^ 
peut  soumettre  une  droite  à  deux  conditions  quelconques:, 
1°  à  passer  par  deux  points  donnés;  2"  à  être  parallèle  ouj 
perpendiculaire  à  une  droite  donnée  de  position,  etc.. 

11».  a  étant  connu  dans  .  ^l" — -=a,on  peut  déter- 

sin  (ti  —  a)  '  ' 

miner  l'angle  a,  c'est-à-dire,  chercher  l'angle  qu'une  droitCji 
donnée  par  son  équation  y  =  ax  -h  b,  fait  avec  l'axe  des  x''^ 


On  a  :      sin  «  =  a  sin  e  cos  a  —  a  cos  9  sin  a  ; 
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d'où,  en  divisant  pas  cos  a,  il  vient  : 


tsa  = 


a  sin  0 
1  -f-  0  cos  G 


Tel  est  l'angle  que  la  droite  y  =  ax  -k-  b  fait  avec  l'axe 
des  X.  Il  est  facile  de  rendre  celte  formule  calculable  par 
logarithmes. 


t«     a  — 


'  ^" «  -t- 1  ■ 

0 

comme  on  peut  le  vérifier 

;  d'où 

ts  («  - ,-) 

«-Vt-- 

-«  +  1^2, 

120.  Pour  avoir  les  distances  m  et  n  de  l'origine  aux 
points  où  la  droite  rencontre  l'axe  des  x  et  celui  des  y ,  il 
faut  faire  successivement  y  =  Q  ci  x  =  m,  x  =  Octy  =n 

dans  l'équation 
Ax  H-  By  =  C. 
On  obtient  : 

Am  =  C, 
Bn=C. 

En  substituant 

ces  valeurs   de 

V  A  et  deB,  on  a  : 


X' 


Cx 
m 

-+- 

n 

=  C 

ou 

X 

m 

■+- 

•1  = 
n 

i, 

forme  facile  dans  certains  cas  de  l'équation  de  la  droite, 
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dans  laquelle  m  et  n  peuvent  être  positifs  ou  négatifs. 


L'équation 


w       m 


représente  une  droite  RS,  rencontrant  les  axes  coordonnés 
à  des  distances  OR  =  w,  OS  =  ?/î,  les  axes  faisant  entre 
eux  un  angle  quelconque. 

En  désignant  par  §  (fig.  45)  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire OH  abaissée  de  l'origine  sur  cette  droite,  et  para 
et  (3  les  angles  HOS,  HOR  que  cette  perpendiculaire  fait 
avec  les  axes  des  x  et  des  y,  on  a  : 

6  =  m  cos  a ,     â=  n  cos  p. 

En  substituant  ces  valeurs  de  m  et  de  n,  on  obtient 
pour  l'équation  de  la  droite  RS  : 

X  cos  oL  -\-  y  cos  p  =  (?. 

Si  les  axes  coordonnés  sont  rectangulaires,  cette  équa- 
tion devient  : 

X  cos  a  -V-  y  sin  x  =  S. 


CHAPITRE  IV. 


Problèmes  et  Théorèmes  rela(ir.«  à  la  ligne  droite. 

l»t.  Problème  I.   Chercher  l'équation  d'une  droite  qu\ 
passe  par  deux  points  (x',  y'),  et  (x",  y"). 
L'équation  de  cette  droite  est  de  la  forme  : 

y  =  ax  -¥■  h (4] 

a  et  b  étant  les  constantes  arbitraires  qu'il  faut  détermi-1 
ner.  x  et  y,  représentant  les  coordonnées  d'un  point  quel-j 
conque  de  cette  droite,  représentent  donc  aussi  celles  dul 
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point  {x',y')  ;  de  sorte  que  réqualion(l)  sera  satisfaite  pour 
x  =  x',ii  =y',  etc.,  et  il  viendra  : 

y'  =  ax'  -^-b (2), 

y"  =  ax"-\-  b (3). 

Ces  deux  dernières  équations  font  connaître  les  valeurs 
des  deux  constantes  a  et  b. 

En  soustrayant  (2)  de  (1),  on  a  : 

y—y'  =  a{x  —  x') (4), 

qui  est  l'équation  d'une  droite  passant  par  un  point  donné 
En  retranchant  (5)  de  (2),  on  obtient  : 

V  —  y" 

y' — y"  =  a{x'  —  x");      d'où      u=- • 

x'  —  x" 

Substituant  cette  valeur  dans  (4),  on  trouve  pour  l'équa- 
tion de  la  droite  demandée 

y —  y  =  ■— — ni^  —  ^  • 

X   —  X 

Il  importe  de  ne  pas  confondre,  dans  cette  équation ,  les 
variables  x,  y  avec  les  quantités  x,  y',  x'\  y",  qui  sont 
connues. 

122.  Problème  II.  Chercher  V équation  d'une  droite  qui 
passe  par  un  point  donné  (x',  y')  et  qui  est  parallèle  à  une 
droite  donnée  y  =  ax  -h  b. 

L'équation  de  cette  droite  est  de  la  forme  : 

y  =  a'x  -+■  b'. 
Puisqu'elle  doit  passer  par  le  point  (x',  y'\  on  a  : 
y  —  y'=a'{x  —  x')\ 
et,  comme  elle  doit  être  parallèle  à  la  droite  y  =  ax  -h  b, 
il  faut  qu'on  ail  :  a=^a'  ;  ce  qui  donne  : 

y  —  tj'=:=a{x  —  x') 
pour  l'équation  de  la  droite  voulue. 
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123.  Problème  III.  Déterminer  le  point  d'intersection 
de  deux  droites  données. 

Soient    y  ==  ax -{- b     (1)       et       y  =  ax->t-b'     (2) 

les  équations  des  deux  droites.  Pour  le  point  où  ces  deux 
droites  se  coupent,  les  équations  (1)  et  (2)  sont  simulta- 
nées, c'est-à-dire  que  les  x  et  les  y  ont  la  même  valeur 
dans  les  deux  équations.  On  a  donc  pour  l'abscisse  du 
point  d'intersection 

ax  -\-  b  =  a'x  -+-6'; 

b'  —  b 

d'oiî  X  = ; (3), 

a  —  a 

ab'  —  a'b 

et  «  = (4). 

a  —  a' 

Si  a  =  a',  les  valeurs  de  x  et  de  y  sont  infinies,  et  le  point 
d'intersection  lui-même  est  à  l'infini,  puisque  les  deux 
droites  sont  parallèles.  Si  l'on  a,  en  même  temps,  b  =  b\ 
il  vient  : 

o'       ^       O' 

l'équation  ax  -h  b  =  a'x  -+-  b'  se  changeant  en  une  identité 
«x  H-  b  =  ax  -+-b,  annonce  que  le  symbole  ^,  pour  x  et  y, 
représente  des  valeurs  indéterminées.  En  conséquence,  les 
deux  droites  ont  une  infinité  de  points  de  rencontre, 
c'est-à-dire  qu'elles  coïncident;  ce  qui  doit  être,  puisque, 
par  l'hypothèse  a  =  a'  elles  sont  parallèles,  et  par  celle 
b==b'  elles  ont  un  point  commun  sur  l'axe  des  y. 

Pour  exprimer  que  deux  droites  doivent  se  couper  en 
un  point  déterminé  dont  les  coordonnées  sont  x=m, 
y  =  n,  on  devra  poser  les  équations 

b'  —  6                 ab'  —  a'b 
=  m ,     —  ==  n. 
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1«4.  Problème  IV.  Trouver  la  distance  de  deux  points 

donnes,  (x',  y'),  (x",  y")  (fig.  44). 

Soient  x',  y'  les  coordonnées  du  point  M'  et  x",y"  celles 
du  point  M",  G  étant  l'angle  des  axes. 

Fig.  44. 


P" 


Le  triangle  M'M"N  donne  : 


M'M"  =  M'N  -t-  M"N  -^  2M'N  X  M"N  cos  e 


ou 


M'M"  =  {x'  —  x"f  +  (y'  —  y"f  -f-  2  (x'  —  x")  [xj'  —  y")  cos  6. 
Telle  est  la  distance  B  des  deux  points  [x',  y'),  {x",  y")  : 

->'  =  \/{x'  —  «")*  -H  (t/'  —  \j"f  -4-  2  (x'  —  x")  (?/'  —  rj")  cos  ô. 

Celte  formule,  étant  générale,  fournit  immédiatement 
toutes  celles  qui  répondent  aux  divers  cas  particuliers. 

1"  Si  le  point  oc',  y'  est  à  l'origine,  ac'  -=  0  et  ?/'=  0;  il 
vient  : 

<?  =  l/x"*  -+-  y"*  -t-  2x"2/"  cos  0. 
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2"  Si  les  axes  sont  rectangulaires,  cos0  =  O,  et  Ton  a 
pour  la  distance  M'M"  : 

^  =  v/(x'-x'T-H(3/'-/T- 

Enfin,  si  le  point  M'  est  à  l'origine,  x'  =  0  et  y'  =  0,  ei 
Ton  a  : 

125.   Problème  V.    Tr^ouver   l'angle   de   deux  droites 
données  par  leurs  équations  (fig.  45). 

Soit  y  =  ax  -{-  b  l'équation  de  AB,  et  y  =  a'x  -h  6'| 

Fig.   45. 


celle  de  CD.  Menons  par  l'origine  des  parallèles  à  ces 
droites,  et  soient  OB'  et  OD'  ces  parallèles  ;  l'angle  D'OB' 
qu'elles  font  entre  elles  est  égal  à  celui  des  deux  droites. 
Désignons  par  a  et  a'  les  angles  que  ces  parallèles  font 
avec  l'axe  des  x;  w  représentant  l'angle  des  deux  droites 
AB,  CD,  il  vient  : 

w  =  a'  — «      et     tg«  =  (g(a'  — a)  =  -5 5 —       i^\ 

1  -+-  tga  tga' 
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Mais  les  parallèles  OB',  OD'(fig.4o)  ont  pour  équations: 

y  =  ax,      y  =  a'x. 

I..CS  angles  a,  a',  formés  par  ces  droites  avec  Taxe  des  x, 
sont  donnés  par  la  relation  : 

a  sin  e 

tSa 


1  H-  a  cos  6 

En  substituant  cette  valeur  de  tga  et  celle  de  tg  a  dans  (1), 

on  trouve  : 

(a'  —  a]  sin  0 

tg«  = \ '- .     .     .     (2). 

\  -\-  aa  -+-  (a  -+-  a  )  cos  d 

Si  les  deux  droites  AB,  CD  sont  parallèles,  l'angle  w  est 
nul.  Il  faut  alors  qu'on  ait  :  (a'  —  a)  sin  0  =  0 ;  d'où  a'  =n; 
ce  qui  indique  que  les  droites  sont  parallèles. 

Si  les  deux  droites  sont  perpendiculaires,  la  valeur  de 
tgwdoit  être  infinie;  c'est  pourquoi  le  dénominateur  de 
l'expression  tga  devient  nul;  ce  qui  établit  entre  a  et  a'  la 
relation 

1  -»-  aa'  -+-  (a  -+-  a'  )  cos  6  =  0, 

qui  est  la  condition  la  plus  générale  à  laquelle  sont  sou- 
mises.deux  droites,  données  par  leurs  équations,  pour  être 
perpendiculaires  entre  elles. 

Si  les  droites  AB,  CD  sont  rapportées  à  des  axes  rectan- 
gulaires, la  formule  (2)  se  simplifie,  puisque  6  =  90", 
sin  0  =  1  et  cos  G  =  0.  Il  vient  pour  l'angle  qu'elles  font 
entre  elles  : 

a  —  a 


Le  caractère  analytique  de  leur  parallélisme  est  encore, 
comme  plus  haut,  o'  =  a;  mais,  celui  de  leur  perpendicu- 
larité  se  réduit  à  I  -+■  aa'  ==  0. 
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126.  Problème  VI.  Trouver  l'équation  d'une  droite  qui 
passe  par  le  point  de  rencontre  de  deux  autres  droites. 

Bt/  -t-  C  =0 (1), 


Soient 


PiX 


A'x-t-  B'î/-t-  C'=0 


les  équations  des  deux  droites  données. 

Ajoutons  ces  deux  équations,  après  avoir  multiplié  la 
seconde  par  une  constante  arbitraire   quelconque  k;   on 

aura  : 

Ax-4- BI/-4- C-+-Â;(A'ic -+- B'i/ +  C')  =  0  .     .     (3), 

qui  est  évidemment  l'équation  de  la  droite  demandée.  Cette 

équation  est,  en  effet,  satisfait,e  par  le  système  des  deux 

équations  : 

Ax  -♦- B(/  -H  C  =  0 (I), 

A'x-f-B'y-*- C/=0     .....     (2), 

c'est-à-dire,  par  leur  point  d'intersection. 

Puisque  A;  est  indéterminé,  l'équation  (3)  représente  une 
iniinilé  de  droites  passant  par  le  point  de  rencontre  des 
deux  autres. 

Supposons  que  la  droite  (3)  passe  par  un  point  dont  les 
coordonnées  sont  a  et  6.  On  aura  : 


d'où 


kx 


k  = 
-By- 


Aa  -+-B6 


Aa  -+-  B6  -+-  C 
'  A'a  -t-  B'b  -4-  G'  ' 

G       A'x  -+-  B'y  -H  G' 
"c"^  A'a  -t-B'6  +  C' 


qui  est  l'équation  d'une  droite  passant  par  le  point  doni 
les  coordonnées  sont  a  et  b,  et  par  le  point  de  rencontn 
des  deux  droites  (1)  et  (2). 

127.  Problème  VII.  Étant  données  trois  droites,  cher* 
cher  les  conditions  pour  qu'elles  se  coupent  en  un  même^ 
point. 
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Soient  :  ax  -*-  btj  =  c 


a  X 
a"x 


b'ij  =  c' 
l,"y=  c" 
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(2), 
(3), 


les  équations  de  ces  droites. 

On  sait  qu'il  faut  une  équation  dite  de  condition,  afin 
qu'un  système  de  trois  équations  distinctes  à  trois  in- 
connues ne  soit  pas  absurde.  Les  coordonnées  du  point 
d'intersection  des  deux  premières  droites,  substituées  dans 
la  troisième  équation,  donnent  pour  équation  de  condition: 

a"  {b'c  —  6c')  -4-  b"  [ac'  —  a'c)  =  c"  {ah'  —  a'b). 

128.  Problème  VIII.  Chercher  la  distance  d'un  point 
donné  à  une  droite  donnée  (fig.  4G). 

Soient  a,  (3  les  coordonnées  du  point  M  donné  et 


y  =  px  -h  q 


Fig.    46. 


0) 
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l'équation   de    la  droite  donnée.  La  perpendiculaire  MP 
passant  par  le  point  (a,  (3)  a  pour  équation  : 

y-p  =  p'{x-a) (2). 

Les  axes  coordonnés  étant  obliques,  la  relation  de  deux 

droites  perpendiculaires  est  : 

I  -H  p  ces  0 

4 -4- wp' -+-(»-+-»')  CCS  6  =  0;     d'où     p'  =  — 

^^       ^^      ^  '  ^  p  -\-  cose 

En  substituant  cette  valeur  dans  (2),  on  a  : 

1  -«-  »  cos  e , 
2/  — [3  =  -— i^ x  — <%     .    .    .     2'. 

^         ^  p  -H  COS  9    ^  ^     ' 

L'équation  de  la  droite  donnée  (i)  peut  se  mettre  sous 
la  forme;     ^_|3  =  p  (^^  __  «)  _^.  pa -+- 7  —  (3  .    .    .    (!'). 

Ces  deux  dernières  équations  font  connaître  le  point  de 
rencontre  {x,  y)  des  deux  droites,  et  par  suite,  les  valeurs  de 
X  —  a  et  de  2/  —  (5  que  Ton  substituera  dans  la  formule  : 

«?  =  l/{x  — a)2+  (y—  pf  H-  2  (a;  —  a)  (î/  —  p)  cos  e. 

En  égalant  les  valeurs  dey  —  (3  dans  les  équations  (1') 

et  (2'),  on  obtient  : 

{S  —  pa  —  q)X{p-^  cos  e) 

4  -+-  p^  -+-  2p  COS  9 
(P  —  pa  —  fj)  X  (1  -+-  p  COS  6) 

d'où       y  —  P= ;; 5 — â ;: 

^  4  •+■  jt»^  -+-  2/3  COS  6 

On   voit  aisément  qu'en  substituant  ces  valeurs  dans    î 
l'expression  de  1^,  le  facteur  j^^^^^^^^^^  sortira  du  radical 
et  qu'on  aura  : 
^^       j3_pa  — ç, 

4  -+-  j)^  •+-  2p  COS  9 

X  V/(p  H-  cos  9f  +  (4  -t-  p  cos  of—  2  (p  -H  COS  9)  (  i  -hp  cos  9)  cos  9  , 

^  =  — — — X  ^^{4  -+-  p'  -+-  2»  cos  9)  (4  —  cos^  9), 

4  -4-  p*  •+-  2p  C0S9 


l  enfin, 
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(p  —  pa  —  q)  sin  0 


t/r 
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(«). 


p*  -+■  2/>  cos  9 

Telle  est  la  formule  qui  fait  connaître,  d'une  manière 
générale,  la  dislance  ô  d'un  point  (a,  (3)  à  une  droite  donnée 
//  =  px  -+-  q,  les  coordonnées  étant  obliques. 

Si  ces  dernières  sont  rectangulaires,  0  =  90",  sin  0  =  1 
ot  cos  0  =  0.  Dans  ce  cas,  on  a  : 

.      ^-V^-A (6). 


1/    1    -4-p* 

129.  En  prenant  x  cos  a  -+-  ?/  cos  [3  —  ^  =  0  pour  l'équa- 
tion de  la  droite  AB,  on  obtient  immédiatement  la  distance 
MD  =p  d'un  point  (x',  ?/')  à  cette  droite  (fig.  47). 

Fig.  47. 
Y 


De  l'origine  0,  abaissons  la  perpendiculaire  OH  =  à  sur 
la  droite  AB  et  traçons  les  coordonnées  OP  =  x',  MP  =  y' 
du  point  M.  Par  les  points  M  et  P  menons  des  parallèles  à 
AB;  on  a  évidemment  : 


OH  -t-  MD==OE-H  m 
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et  (? -f- MD  =  x' cosa -4- î/' cos  |3; 

d'où  MD  =  x'  cos  a.  -^  y'  cos  p  —  ri 

Les  triangles  rectangles  OEP,MIP  donnent,  en  effet: 

OE  =  x'cosa,       MI  =  î/'cos|3, 

puisque  l'angle  IMP  =  (3. 

On  voit  que,  pour  obtenir  la  distance  du  point  (x',  y')  à 
la  droite  oc  cos  a  h-  ?/  cos  P  — •  §,  il  suffit  de  changer,  dans 
cette  droite,  x,  y  en  x',  y'. 

Si  les  axes  coordonnés  sont  rectangulaires,  (3  =  90° — a, 
et  l'équation  de  la  droite  devient  ; 

X  cos  «-+-?/ sin  a  —  (5'=0; 

la  distance  du  point  {x',  y')  à  cette  droite  est  : 

x'  cos  a.  -¥■  y'  sïn  a  —  t?  =  0. 

130.  Théorème  I.  Dans  tout  triangle,  les  ti^ois  mé- 
dianes se  coupent  en  un  même  point  (lig.  48). 

Prenons  OB, 
OC  pour  axes  des 
X  et  des  y. 

Cherchons  l'é- 
quation de  la  mé- 
diane CM;  cette 
droite  passant  par 
Cet  par  M,  il  vient: 

y      2x 
0         c 

L'équation  de  la 
^  médiane  BM'  est  : 


b 


-=1   (2). 
c 
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De  même, on  obtientpourréquation  de  la  médiane  OM'': 
x'  et  y'  étant  nuis,  on  a  : 


î/-y'=7i:|^(^-^'^- 


—  y"        .        ^i  h  ^ 

y  =  -~-^x,  y  =  -x     ou     y  =  -x    .     .    (3). 

2 

En  combinant  les  équations  (1)  et  (3),  on  obtient  : 

cy  -+-  26x  =  bc (I  ), 

cy  —  hx  =  0 (3)  ; 

(Koù  3ox  =  oc,      X  =  - .       y  =~  • 

3       ■        5 

Si  les  trois  médianes  se  coupent  en  un  même  point,  il 
faut  qu'en  combinant  les  deux  autres  équations,  on  ait  les 
mêmes  valeurs  pour  x  et  pour  y. 

En  ajoutant  les  équations  (2)  et  (3),  il  vient  : 

3ct/  =  bc',     d  ou      y  =  ~i      x  =  -• 
3  3 

On  voit  que  le  point  de  rencontre  est  le  même  pour  les 
trois  médianes,  puisque  les  coordonnées  sont  égales  pour 
ce  point. 

131.  Théorème  II.  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  se 
loupent  en  un  même  point  (fîg.  49). 

Prenons  AC  et  AB  comme  axes  des  x  et  des  y. 

L'équation  de  la  hauteur  BU"  est  de  la  forme  ; 

y  =  mx  ■+-  n. 

,,  .                        sin  90°  \ 

Mais  »w  =  — ou 


sin  (6  —  90")  —  sin  (90o  —  ô) 

I 


C0S9 
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d'où  réquation  de  BH'  est  : 

1 


cose 


0)- 


L  equalion  de  !a  hauteur  CH'  est  de  la  forme  : 

y  =  m'x  -4-  n'; 
puisqu'on  a  : 

sin  (90»  -4-  e) 

^  — .    »^     =  —  cos  9 ,     n  =b  cos  e, 

—  sin  DO" 

il  vient  pour  l'équation  de  la  hauteur  CH'  : 

.V  =  —  cos  e  (X  —  6) (2). 

AH  passant  par  l'origine,  son  équation  est  de  la  forme-: 
y  =  m"x. 

Mais  elle  est  perpendiculaire  sur  BC  dont  l'équation  est  :    jj 
y    X  ,  c 

--♦-7-=i;     d'où     y  =  —-x-\-c. 
c      b  b 
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I  t 

(125): 


On  doit  avoir  entre  les  coefficients  angulaires  la  relation 


\  -+- 

am"  ■+■ 

[a  ■+■  m" 

)  cos  0  = 

=  0, 

ce  qui  donne 

; 

1  — 

c 

1           c 

m'  — - 

\            6 

cos  6  = 
1 

=  0; 

d'où 

m' 

f 

'   cos  e  - 

\ 

c\       c 
~~bl~'b 

cos  9  — 

1, 

m' 

'  (6  cos  9 

-0=c 

cos  0  — 

b, 

»i  de  là, 

m"  - 

c  cos  9  - 

-b 

6  cos  6  - 

—  c 

L'équation 

de 

la  hauteur  AH  est  donc 

: 

V  = 

c  cos  0  — 

b 

—  X  .       . 

6  cos  0 


(5). 


Combinons  (2)  et  (5),  afin  d'avoir  le  point  de  rencontre 
des  droites    qu'elles  représentent.  On    trouve  pour  x  la 

valeur  : 

cos  Q  {c  —  b  cos  9) 

x= ~- 

sin*  d 

Les  équations  (1)  et  (3)  donnent  pour  x  la  même  valeur; 
et,  en  la  remplaçant,  on  trouve  dans  les  deux  équations 
deux  valeurs  égales  pour  y  ;  ce  qui  prouve  que  les  trois 
hauteurs  d'un  triangle  quelconque  se  coupent  toujours 
en  un  même  point. 

132.  Théorème  IIL  Les  bissectrices  des  trois  angles 
(Tim  triangle  se  coupent  en  un  même  point  (fig.  50). 

Prenons  BC  et  AB  comme  axes  des  x  et  des  y.  L'équa- 
tion de  la  bissectrice  BS  est  : 

y==^ (•)• 

La  bissectrice  AS"  a  une  équation  de  la  forme  : 

«  X 

y      x' 
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Mais  y'  =  c.  On  détermine  x'  par  la  proportion  : 


x'  :  a  —  x'=c:  h; 
d'où 


ac 


y  (o  +  b)      X 

1--=  1 

ac  a 


6  4-  c 

Il  vient  donc 
pour  lequation 
de  la  bissectrice 

AS": 

y      (b  +  c)x         ,  ^ 

^-f-- --  =  1  (2). 

c  ac 

On  obtient  de 
même  pour  1  e- 
quation  de  CS'  : 

....     (5). 


En  combinant  successivement  les  équations  (1)  et  (2), 
(2)  et  (3),  on  trouve  : 

ac 


L'abscisse  est  donc  la  même,  et,  par  conséquent,  il  y  a 
un  seul  point  de  rencontre. 

On  obtiendrait  pour  les  ordonnées  des  valeurs  égales 
entre  elles. 

133.  Théorème  IV.    Les  perpendiculaires   élevées  sur  | 
les  milieux  des  côtés  d'un  triangle  se  coupent  en  un  même 
point  (fig  SI). 

Soient  AB  et  BC  les  axes  coordonnés.  L'équation  de 
la  perpendiculaire  PM  est  : 


a 

y  =  — [x 

cos  e  \         ^ 


(>)• 
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Fis.  51. 


LY'Cjiiation  de 
M"P"  est  de  la 
forme  : 


p  =  — cose, //=-; 


d'où 


-xcosOh (2). 

2 

X  Celle  de  la  per- 
pendiculaire M'P' 
est  : 

y—y'=p'{x—x'). 

Il  vient  pour  l'équation  de  AC  : 

y      X  ,,  .  c 

--t--  =  1;      dou      w  = x-f-c. 

c       a  a 

M'  P'  étant  perpendiculaire  à  AC,  on  a  la  relation  : 

c  /  c\  ccosâ  —  a 

1 »'  -4-   »' I  cos  9  =  0  ;      p'  = 

a  \  al  acose  —  c 


En  remplaçant,  on  obtient 


c  cos  9  —  o 


y-Ty 


a  cos  ô 


^(^-i) 


(5), 


pour  l'équation  de  la  perpendiculaire  M'P'. 
Combinons  (1)  et  (2);  nous  aurons  pour  x 


a  —  c  cos 


X  = 


2sin^9 


En  combinant  deux  autres  équations,  on  trouve  la 
même  valeur  pour  x;  ce  qui  prouve  que  les  trois  perpen- 
diculaires se  coupent  en  un  même  point. 

134.  Théorème  V.  Si  Von  mène  à  volonté  une  parallèle 
DEfWa  base  d'un  triangle  ABC,  la  droite  CM,  qui  joint  le 
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sommet  C  au  milieu  M  du  côté  opposé,  passe  par  le  point 
de  rencontre  des  diagonales  du  trapèze  ABDE  (fîg.  52). 
Prenons  les  droites  AB,  AC  pour  axes  des  x  et  des  y, 

fl, 6, celant  les  côtés 
opposés  aux  angles 
A,  B,  C. 

Soit  AD  =  d. 
L'équation  de  la 
droite  CM  est  : 
y       2x 


t  (2). 


et  celle  de  BD 
y       X 
d       c 

On  obtient  pour 
l'équation  de  AE  : 

bdx 
y^  c[b—d) 


3). 


Ces  trois  équations  donnent,  pour  l'abscisse  I  du  point 
de  rencontre  des  trois  droites,  la  même  valeur  : 

c  (6  —  d) 


"Ih  —d 


135.  Problème  IX.  Vérifier  si  trois  points  M',  M",  M'" 
sont  situés  sur  une  même  droite. 
Il  est  évident  qu'on  aura  : 


y'  =  ax'  -h  b,     y"  =  ax"  -»-  b,     y' 


b, 


{x',y'),  {x",  y"),  {x'",  y'")  étant  les  coordonnées  des  points 

M',  M",  M'".  D'où 

y' -y"    y' -y'" 


X    —  X 


X    X 
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qui    exprime   la  condition   voulue    pour   que  ces    points 
soient  en  ligne  droite. 

136.  Appliquons  ce  principe,  afin  de  prouver  que  les 
milieux  des  trois  diagonales  d'un  quadrilatère  complet 
ABCDEF  sont  situés  sur  une  même  droite  (fig.  55). 

Fig.  33. 


En  prenant  les  deux  côtés  AB ,  AC  pour  axes  coordon- 
nés, on  aura,  en  posant  AB  =  «,  AE  =  a',  AC  =  6, 
AF  ==  6',  pour  les  coordonnées  des  points  : 


1°  r,    milieu  de  BC  ...  x 


y  =  ry 


6 

2 

a  h' 

2°  I"',  milieu  de  EF  ...  x  =  - ,    y  =  - 


Pour  obtenir  les  coordonnées  du  point  I,  milieu  de 
AD,  on  doit  chercher  celles  du  point  D,  intersection  des 
deux  droites  : 

BF...  -i^,  +  -  =  1       et      CE...y-+--  =  l  ; 
6        a  b       a 
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a;  = 


aa'  (6'  ~  b) 


y  = 


bb'  {a  —  a) 


a'b'  —  ab         ^        ab  —  a'b' 
On  a  donc   pour  les   coordonnées  du    point  I ,  milieu 
de  AD  :  aa'(b-b') 


X 


ïl[ab—a'b') 
De  sorte  qu'il  vient  : 


66' (a  —  a') 
^^^  -l{ab~a'b') 


6' 


6  — 


66'  (a  —  a') 
ab  —  a'b' 


b  —  b' 


a  —  a  aa'  (6  —  6')       a  —  a 

a  — — 

ab  —  a'b' 

on  voit  que  les  milieux  des  trois  diagonales  du  quadrilatère 
sont  en  ligne  droite. 

On  prouverait  de  la  même  manière  que,  dans  un 
triangle  quelconque,  le  centre  du  cercle  circonscrit,  le 
centre  de  gravité  et  le  point  de  rencontre  des  trois  hau- 
teurs sont  en  ligne  droite. 

137.  Théorème  VI.  5/  Von  joint  les  milieux  des  côtés 
d'un  quadrilatère  quelconque  ABCD,  la  figure  est  un 
parallélogramme  (fig.  S^). 

Prenons  les  deux 
côtés  AB  =  a,  AD  =  6 
pour  axes  coordonnés. 
Soient  m,  n,  les  coor- 
données du  point  C. 
X  On  aura  pour  les 
coordonnées  : 


Fig.  54. 


1°  du  point  M. 


x  = 


y  = 
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M 


2"  du  point 

M'.- 

3°  du  point 

N... 

a 

4°  du  point 

N'... 

6 

Les  deux  droites  MN,  M'iN'  sont  parallèles  à  la  diago- 
nale AC,  comme  ayant  le  même  coefficient  angulaire  ^^ 
De  même,  les  deux  droites  MM',  NN'  sont  parallèles  à  la 
diagonale  BD,  comme  ayant  le  même  coefficient  angu- 
jal,.e  —  - .  Le  quadrilatère  MM'NN'  est  donc  un  parallélo- 
gramme. 

L'équation  de  la  diagonale  MN'  est  : 


I)       (n  —  b)x 

y- 

celle  de  M 'N  est 


y-7, 


n  ■*-  h  I         a\ 


Les  coordonnées  de  l'intersection  de  ces  diagonales  sont: 


o  -+-  w  h  -\-  n 


11  vient  pour  les  coordonnées  x' ,  y' ,  du  milieu  de  la 
droite  II'  qui  joint  les  milieux  des  deux  diagonales 
AC,  BD  : 

a  -\-  m  b  -*-  n 
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Fig.  55. 


Donc,  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux  diago- 
nales du  quadrilatère  passe  par  le  point  d'intersection  des 
deux  diagonales  du  parallélogramme. 

138.  Théorème  VII.  Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle 
ABC  pris  tour  à  tour  comme  diagonales,  on  construit  trois 
parallélogrammes  dont  les  côtés  sont  parallèles  à  deux 
droites  données  :  les  trois  autres  diagonales  se  coupent  en 
un  même  point  (fig.  5o). 

Soient  AH  et  AD  les  droites  données  ;  CG',  CDH',  BHH', 

BG  les  parallèles 
menées  aux  droi- 
tes données  ;G'D, 
HGetOH'lesdia- 
gonales  qui  doi- 
vent se  couper  en 
un  même  point. 
Prenons  AH 
pour  axe  des  y 
et  HH'  pour  axe 
des  X.  Pour  plus 
de  facilité,  éta- 
blissons les  coor- 
données de  cha- 
Y'/  que  point  : 


X' 


X 


M 


2/1  ; 


y  =  b; 


x^=d, 


a, 


y  =  c\ 


y  =  b;         iy  =  0 


x  =  a,        [x  =  d,         lx  =  0,        [x  =  d. 
G  ,       gM  0 

(«/  =  &; 


î/  =  c;        \y==<-' 


L'équation  de  GII  est  de  la  forme 

y'  -  y" 


y -y 


X   —  X 


-  (x  —  x'), 
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dans  laquelle     .v'  =  0,    x'  =  0,    x"=d,    y"  =  h; 


P  .  y 

u  ou  «=X-_x. 

^      a:" 


IMais  la  droite  GH  passe   par  le  point  M  (xj,  ?/j);  son 

équation  est  donc  : 

b  V 

y.=  ;^^« 0)-  '^ 


U  vient  pour  l'équation  de  la  diagonale  G'D 

y 

et  pour  celle  de  OH'  : 


c  —  b 
yi—c= X, (2), 


yi  —  c=-. —  (^.-(0    (3). 

a  —  a 

En  combinant  successivement  (i)  et  (2),  (2)  et  (5),  on 
obtient  pour  Xj  la  même  valeur  : 

acd 

Xi= ; 

«6  —  d  {b  —  c) 

ce  qui  prouve  que  les  trois  diagonales  GH  ,  OH',  G'D 
se  coupent  en  un  même  point. 

139.  Problême  X.  Étant  données  deux  droites  AB,  AC 
et  un  point  fixe  P,  par  ce  point  passe  une  sécante  mobile 
RPS  qui  rencontre  les  droites  fixes  AB,  AC  en  R  et  en  S. 
On  demande  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point  M,  inter- 
section des  parallèles  RM,  SM  aux  deux  droites  proposées 
(fig.  o6). 

Dirigeons  les  axes  coordonnés  suivant  les  deux  droites 
AB,  AC,  les  coordonnées  du  point  P  étant  AQ  =  a, 
PQ  =  6. 

L'équation  de  la  sécante  mobile  RPS  est  : 

y         X 
AR       AS 

10 
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Elle  passe  par  P  ;  on  a  donc  : 
6  a 

Fis.  56. 


Mais  AR  =  MS  ==  ^i ,  et  AS  ==  RM  =  aci  ;  de  sorte  que 
l'équation  du  lieu  est  : 


6        a 

_-,-_=:    1 

ou 

xi  2/1  —  «»/i 

—  hxi  =  0. 

yi      X, 

140.  Problème  XL  On  donne  deux  droites  CD,  XX'  et 
un  point  fixe  F  situé  dans  leur  plan.  Par  le  point  fixe  F 
passe  une  droite  mobile  RFS.  Aux  points  de  rencontre  R,  S 
de  cette  droite  avec  les  deux  droites  fixes,  on  élève  des  per- 
pendiculaires RM,  SM.  On  demande  le  lieu  décrit  par  Tin- 
tersection  M  de  ces  deux  perpendiculaires  (fig.  57). 

Dirigeons  les  axes  coordonnés  suivant  les  deux  droites 
CD,  XX'.  Soient  a  et  6  les  coordonnées  du  point  F  et  0 
l'angle  des  deux  droites,  qui  est  aussi  celui  des  deux  axes. 
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Désignons  par  x'  et  \j'  les  longueurs  variables  OS  et  OR  ; 
on  a  Téqualion  : 


h        a 
RS...—  -t--=  1 

Fig.  m. 


(•)• 


Soient  x^,  rj^   les    eoordonnées  du    point   i\I;    il  vient 
évidemment  : 

x'  =  OP  -+-  PS  =  Xj  -+-  y^  cos  9, 
2/'  =  OQ  -+-  QR  ==  y^  H-  0-,  cos  0. 

En  substituant  ces   valeurs  dans  Téquation  de  RS,  on 
obtient  pour  le  lieu  : 


;'/< 


X,  cos  6       X,  -+-  y,  cos  I 


=  \ 


ou 


//\'0s  9-f-  (  I  -f-oos*o)x»/+  a^cose  —  («-+-6  cos  9)  /y  — (^-t-a  coso)  x=0. 

141.  PiiOBLÈME  XII.  On  donne  deux  droites  fixes  OX, 
0\  t'f  un  point  P  si/ieé  rfcrns  leur  pion.  Par  le  point  P 
passent  deux  sécantes  mobiles  PC  A,  PDB.  Chercher  le  lieu 
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décrit  par  le  point  M,  intersection  des  deux  droites  AD,  BC 
Diria;eoMS  les  axes  coordonnés  suivant  les  deux  droites 


Fie.  58. 


OX,  OY,  l'origine  0  étant  leur  point  d'intersection. 
Soient  —  m  et  +  n  les  coordonnées  du  point  P;  OA  =  a, 
OB  =  a',  OC  =  b,  OD  =  b',  ac, ,  ?/,  étant  les  coordonnées 
du  point  M. 

On  a  les  équations  : 

ri       X  y       X 

b'       a  b       a 

y       X  y        X 

AC...-f+-=l,       BD...f, -<--  =  I. 

b        a  b        a 

Si  l'on  cherche  le  point  d'intersection  (xj ,  r/i)  des  deux 

droites  AD,  BC,  on  trouve  : 

y,  bb'  {a  —  a') 

Xi  aa'  (6  —  b')  ' 

et,  si  l'on  cherche  le  point  d'intersection  V  (—,;-)  des  deux 

droites  AC,  BD,  on  ohtient  : 

Il  bb'  [a  —  a') 


d'où 


m  aa'  (6  —  6')  ' 

X,      m 
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Le  lieu  décrit  par  le  point  M  passe  donc  par  l'origiiu', 
c'est-à-dire,  par  le  point  de  rencontre  des  deux  droites 
VB,  CD.  Celle  droite  MO  est  la  polaire  du  point  P  qui  en 
est  le  pôle.  D'après  cetle  propriéié,  il  est  facile  de  mener 
par  un  point  M  une  droite  qui  passe  par  le  point  de 
rencontre  de  deux  autres  droites  AB,  CD  ,  qu'on  ne  peut 
prolonger. 

142.  Problème  XIÏI.  On  prend  sur  deux  droites  rec- 
tangulaires OX,  OY,  à  partir  du  point  0,  deux  longueurs 
OA  =  a,  OB  =  b.  Par  le  point  B,  on  mène  une  parallèle  à 
OX  et  l'on  prend  sur  cette  parallèle  une  longueur  variable 
BV  =  0V'=  z.  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  M, 
Intersection  des  droites  OV  et  AV'(fig.  59). 

En  prenant  OX 
et  OY  pour  axes 
des  X  et  des  y,  on 
a  les  équations  : 


a       z 


Fig.    5!) 


OV'  •••  î/i  =-  X,. 

z 

Il     vient     pour 
'équation  du  lieu  : 

aif  -+■  6x*  —  abx  =  0. 


143.  Problème  XIV.  Deux  droites  mobiles  AM,  BM  pas- 
sent par  deux  points  fixes  A  et  B,  et  font  des  angles  varia- 
bles MAB  =  a,  MBA  =  2a  avec  la  droite  AB.  Chercher  le 
lieu  décrit  par  le  point  M. 

Plaçons  l'origine  des  coordonnées  reclangulaires  au 
point  0,  milieu  de  la  droite  AB  =  2a;  dirigeons    l'axe 
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des  X  suivant  cette  droite,  et  l'axe  des  y  suivant  la  per- 
pendiculaire OY, 
élevée  sur  le  mi- 
lieu Ode  AB.  Soient 

MP  ==?/., 

les  coordonnées  du 
X    point  M. 

On  obtient  pour 
les  équations  des 
droites  AM,  BM, 
qui  passent  par  le 
lieu  : 


(2). 


Y' 

AM  ...  y,  =  tg  a  [xi  -\-  a). 
BM  ...  î/i  =  tg  2a  [a  —  X,). 

Ces  deux  équations  ne  contiennent  que  la  variable  a,  et 
le  lieu  se  trouve  déterminé.  Pour  obtenir  son  équation,  il 
suffit  de  prendre  la  valeur  de  tg  a  dans  (1)  et  de  la  substi- 
tuer dans  la  seconde  équation  ;  ce  qui  donne  : 


r 


ôx^  —  2«j;  -4-  (t^  =  0 , 


qui  est  l'équation  d'une  hyperbole  facile  à  construire, 
comme  on  le  verra  plus  loin. 

144.  PiioBLÈME  XV.  On  donne  un  triangle  ABC  et  un 
point  mobile  0  dans  son  plan.  On  trace  les  droites  AO,  BO, 
CO,  et  aux  points  A,  B,  C,  on  élève  des  perpendiculaires  AM, 
BM,  CM  à  ces  droites.  On  demande  le  lieu  décrit  par  le 
point  M,  intersection  de  ces  trois  perpendiculaires  (fîg.61). 

Prenons  le  point  A  comme  origine  des  axes  rectangu- 
laires, et  dirigeons  l'axe  des  x  suivant  AC,  la  perpendicu- 
laire AY  étant  l'axe  des  ordonnées. 
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Soient  m  et  m  les  coordonnées  du  point  B,  AC  =  6,  x',  y' 

les  coordonnées   du 
point  mobile  0. 

La  droite  AM  passe 
par  l'origine,  et  elle 
est  perpendiculaire  à 
la  droite  AO  qui  a 
pour  coefïicicnt  an- 
gulaire '^, . 

On  aura  donc  : 


A  M 


..y^=--x^[i). 


La  droite  BM  passe 
par  le  point  B  {)n,  n) 
et  elle  est  perpendi- 
culaire à  la  droite  BO 


qui  a  pour  coefficient  angulaire  ^^ 
Son  équation  est  donc  : 


BM  ...  t/i  —  n  = 


m  —  X 


-  [m  —  X,) 


n  —  y 

On  a  de  même  pour  la  perpendiculaire  CM  ; 
6 


(2). 


2/1  = 


y 


(•r,-t) (3). 


En  prenant  les  valeurs  de  x'  et  de  y'  dans  (1  )  et  dans  (3) 
et  en  les  substituant  dans  (2),  on  trouve  pour  l'équation  du 
lieu  : 

ny^  -4-  nx^  -+-  [wi  [b  -+-  m)  —  n^]  yi  —  nbxi  =0, 

qui  est  celle  d'une  circonférence  de  cercle. 

145.  Problème  XVI.  Le  sommet  C  d'un  triangle  à  base 
fixe  AB  se  meut  sîir  une  droite  CD,  y  =  ax  -+-  b.  ^m  point 
B  on  fait  un  angle  CBM  constamment  égal  à  CBA.    On 
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demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  M  des 
droites  BM  et  AC  (fig.  62). 

Plaçons  l'origine  des  axes  rectangulaires  au  point  A,  et 

Fig.  62. 


dirigeons  l'axe  des  x  suivant  la  droite  AB.  Soit  AB  =  c  et 
l'angle  ABC  =  a. 

La  droite  MA  a  une  équation  de  la  forme  :  y=px; 
devant  passer  par  M  [x^,  y^),  elle  devient  : 


d'où 

BC  a  pour  équation 


73  =  —      et     y==—x 


y  =  tgct{c  —  x) 
En  combinant  (1)  et  (2),  on  obtient 

—  X  ==  tg  a  (c  —  x) 
Xi 


■  0). 

.     (2). 


I 
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„    ,  CXi  tg  a  Cl/i  tg  a 

(i  OU  X  = '      y  = 

y,  -t-  Xi  Ig  a  y,  -\-  Xilga. 

Le  point  C  so  irouvant  sur  la  droite  y  =  ax  -i-  b,  ceUc 
équation  sera  satisfaite  pour  les  coordonnées  de  ce  point; 
on  aura  donc  : 

ny,  tg  X  acXi  tg  a 

y,  -t-  a-i  tg  a       î/,  -f-  X,  tg  a 
tg  K  (c?/j  —  OCX,  —  6x,)  =  brji  ....     (a). 

BM  a  pour  équation  : 

y  =  —  ig  2a  (x  —  c) , 

et  comme  cette  droite  passe  par  le  lieu ,  on  a  : 

2  tga 

i"  =  rr7gi;;  <'■-"■'' <*'• 

En  éliminant  tga,  on  obtient  pour  l'équation  du  lieu  : 

\cy  —  [ac  -4-  6)  x]  \cy  —  {ac  —  6)  x  —  26c]  ^=  b^y\ 

t46.  Problè.me  XVII.  On  donne  deux  points  fixes  A  et  B 
et  une  droite  CE.  Un  anrjle  constant  lAD  tourne  autour  du 
point  A  et  rencontre  la  droite  CE  en  deux  points  variables 
I  et  D.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  point  M,  intersection 
des  deux  droites  mobiles  BMI  et  AMD  (fig.  63). 

Prenons  des  axes  rectangulaires;  dirigeons  l'axe  des  x 
suivant  la  droite  AB,  l'origine  étant  en  0,  à  l'intersection 
de  AB  avec  CE.  Posons  0A=«,  0B=  b,  angle  DAB=w, 
angle  IAD  =  a;  x,,  î/j  étant  les  coordonnées  du  point  M, 
on  aura  les  équations  : 

CE  ...y  =px (1), 

AD...y,  =  lgcc{x,  —  a) (2), 

AI  ...  y  =  tg  (w  -+-  ûc)  (x  —  fl)    .     .     .     (5)' 

Bl...y  =-J^(x-6)     ....     (4). 
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Ces  quatre  équations  ne  renferment  que  trois  variables 
oc,  y  et  w. 

Fig.  03. 


Si  l'on  substitue  la  valeur  de  y  de  la  première  dans  (3) 
et  (4)  et  si  l'on  remplace  tgw  par  sa  valeur  tirée  de  (2),  il 
vient,  en  égalant  les  valeurs  de  x,  pour  le  lieu  cherché 
l'équation 

ày  ^ g  [(g  —  x)  Igoc  —  y] 

y  —  px  -h  pb       {p  —  tg  a)  X  — y  —  pytgtx.  -+-  a  (tg  ^  —  p) 

147.  Problème  XVIII.  Une  droite  mobile  SCR  passe 
par  un  point  fixe  C  et  rencontre  en  R  et  en  S  deux  droitei 
données  OX  et  OY.  On  joint  le  point  R  au  point  fixe  A  et 
le  point  S  au  point  fixe  B.  Chercher  le  lieu  décrit  par  l'in-^ 
tersection  M  des  deux  droites  AMR,  BMS  (fig.  64). 

Prenons  les  deux  droites  données  OX,  OY  pour  axes' 
coordonnés,  et  posons  : 

OS  =  rf,    OR  =  x'. 
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Soient  [a,  b),  (a',  b')  les  coordonnées  des  points  A  et  B, 
et  m,  n  celles  du  point  C  ;  on  aura  les  équations  : 

n       m  ,  , 

RS  ...--+--  =  I (1), 

!/        ^ 

BS  ...2/4-6'=^^- (a-,  -a')     .     .     .     (2), 
a 


AH  ...  Vi  —  b= ,  (xj  —  o) 

Xj,  yi  étant  les  coordonnées  du  point  M. 

Fig.  04. 


(ô), 


Si  l'on  prend  les  valeurs  de  x'  et  de  y'  dans  (2)  et  dans 
(3)  et  qu'on  les  substitue  dans  (1),  on  trouvera  pour  le  lieu 
l'équation  : 

m  (y—  \))  [a'y—b'x)  -+-  n  [a'—  x)  [ay—  bx)  —  (a'y—b'x)  {ay—bx)  =0, 

qui  est  du  second  degré. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  courbe  passe  par  l'origine  et 
par  les  points  A  et  B,  de  même  que  par  les  points  R,  S. 

148.  Problème  XIX.  Chercher  le  Heu  géométrique  des 
points  tels  qu'en  abaissant  de  ces  points  des  perpendiculaires 
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sur  trois  droites  données,  les  pieds  de  ces  perpendiculaires 
soient  en  ligne  droite  (fig.  65). 

Prenons  l'une  des  droites,  OB,  comme  axe  des  x,  et  fai- 
sons passer  une  deuxième  droite  OC  par  l'origine  0  des 
axes  rectangulaires. 

Fig.  6S. 


Soient  ac^ ,  y,  les  coordonnées  du  point  M. 
La  droite  MP'  passant  par  le  lieu  aura  une  équation  de 
la  forme  : 

y  —  yi  =  a'(x  —  Xi). 

Cette  droite  doit  être  perpendiculaire  à  OV  dont  l'équa^ 
tion  est  y  =  ax  ; 

l'équation  de  MP'  devient  donc  : 

1 

y  —  yi  =  —  (x  —  xt) 

a 
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*es  équations  des  droites  MP',  OV  étant  simultanées 

pour  leur  point  d'intersection  P',  les  coordonnées  de  ce 

point  sont  : 

ayi  -f-  X,  a^yi  -t-  ax^ 


y 


1  -4-  o*  1  -*-  a* 

La  droite  MP",  qui  passe  par  le  lieu,  a  une  équation  de 
la  forme  : 

Mais  elle  doit  être  perpendiculaire  à  BC  dont  l'équa- 
tion est  : 

y  =  mx  ■+■  n  ; 

il  vient,  en  conséquence,  pour  l'équation  de  MP"  : 

1 

!/  — 2/i  =  --(^-^.)    •     •     •     •     (2). 

En  combinant  les  équations  des  droites  BC  et  MP",  on 
trouve  pour  les  coordonnées  de  leur  point  d'intersection  P": 

wî/i  -\'  Xi  —  mn  rn^yi  -+-  wx,  -t-  n 

1  +  m  1  -4-  m 

La  droite  PP'  passant  par  deux  points  dont  on  connaît 
les  coordonnées,  a  une  équation  de  la  forme  : 

y'  —  y  ' 
y-y'  =  '-r:r^À^-^')- 

Les  coordonnées  du  point  P  sont  : 

y'  =  0,        x'  =  Xi. 

Si  l'on  remplace  dans  cette  équation  y'  et  x'  par  leurs 
valeurs,  et  si  l'on  y  substitue,  au  lieu  des  coordonnées 
x",  y"  du  point  P',  les  expressions  : 

o^/i  -4-  X,  ,,       a*»/,  -+•  axi 


X    = 


4  -I-  a*  1  -+-  a* 
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ajji  H-  Xf 


on  trouve  :  y^=— {^  —  ^i) (5) 

yi  —  axi 

D'après  les  conditions  du  problème ,  cette  équation  doit 
être  satisfaite  par  les  coordonnées  du  point  P".  En  rempla- 
çant dans  (3)  x  et  y  par  leurs  valeurs,  il  vient  : 

m^yi  -+-  mxi  -+-  ti       ayi  -h  Xi  Innj^  -+-  x,  —  mn  \ 

^ = — ^ xA^ 

1  -+-  m  yi  —  axi  \        1  -+-  m  I 

et  après  réduction  : 

w  /I  -+-  am\  n 

y\-^  x\-\-  -    h/i  -t-  -  X,  =  0. 

m  \m  —  al  m 

Cette  équation  représente  une  circonférence  de  cercle, 
puisque  les  coefficients  de  as^j  et  ?/^|  sont  égaux,  et  quil 
n'y  a  pas  de  terme  en  x^  y^.  Celte  circonférence  passe  par 
les  trois  points  0,  B,  C,  comme  le  prouve  son  équation. 

149.  PuoBLÉME  XX.  Deux  angles  constants  a,  j3  tournent 
autour  de  leurs  sommets  A  et  B.  Deux  côtés  de  ces  angles  se 
coupent  sur  une  droite  donnée  DE;  chercher  le  lieu  décrit 
par  le  point  M,  intersection  des  deux  autres  côtés  (lig.  66). 

Plaçons  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires  au 
point  A;  dirigeons  l'axe  des  x  suivant  la  droite  AB. 

Soit  y  ^=px  A-  q  l'équation  de  la  droite  DE. 

Posons  AB  =  b,  et  désignons  par  a  et  c  les  tangentes 
de  a  et  de  P,  x,  y'  étant  les  coordonnées  de  l'intersection  I 
des  deux  côtés  des  angles  a  et  (3  sur  la  droite  DE,  et  a-,,  ?/, 
les  coordonnées  du  point  M.  On  aura  les  équations  : 

y'  =  px'  +  q (1), 

^ -,  =  a (2), 

x^x  —y,y 

yi{x'  —  h)—{Xi  —  b}y'  _ 

(Xi  —  6)  (x'  —  b)-\-  yty'  ~^ 
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Des  deux  premières  ,  on  lire  : 


X  = 


y 


axi  —  yi  —  p{ayi  —  Xi)     "       aa-i  — t/,— ;j(a»/,  — a-,) 

Ces  valeurs  substituées  dans  (3)  donnent  pour  le  lieu 

[(a  —  c)q  -V  {ap  h-  1)^']»/i  h-  6 [a  -h  c  -h  /)  (i  -+-  oc)]  a-,?/, 
-♦-  [{a  —  c)q  —  (a  -t-  p)bc]  x^  -+-  b[{\  —ac)q  —  (1  -*-  ap)bc]  î/, 
-4-  6r(c  —  a)  q  ■+-  bc{a  +  p)\xi  =  0. 


Si  l'angle  a  =  90°,  la  droite  DE  étant  perpendiculaire 
à  AB,  en  désignant  par  m  sa  distance  à  Torigine,  on  aura 
dans  ce  cas  les  équations  : 


X  =  m ,     y  = 


y  =  —  m  — 

-^  y» 

(g-,  —  b)y'  —  yi  {x'  —  b)  ^ 
{b  —  Xi){b  —  x')  —  yiy' 
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le  lieu  devienl  : 

(6  —  m)y^i  -4-  c(6  —  m— i  )ar,i/,  —  mxf  -+-  bc{m  -  b)iji  -\-bmxi  =  0, 

et  il  est  encore  représenté  par  une  équation  du  2™^  degré 
en  Xi,  iji,  au  terme  constant  près.  Enlin,  si  l'angle  (3  devient 
nul,  l'équation  précédente  se  réduit  à 

(6  —  ni)y\  —  mx\  -+-  bmxi  =  0. 


CHAPITRE  V. 

Métliode  abrégée  de  la  théorie  des  droites. 

150.  Nous  avons  vu  précédemment  (126)  que 
\x  -4-  B^/  H-  C  =  0,       A'x  -t-  B'?/  -4-  C  =  0, 
représentant  deux  droites  quelconques,  l'équation 
Ax  -t-  Bî/  -H  C  -+-  k{X'x  -+-  B'îj  +  G)  =  0 

représentait  aussi  une  droite  quelconque  passant  par  leur 
point  d'intersection ,  l'arbitraire  k  pouvant  être  aussi  bien 
négative  que  positive. 

Il  est  évident  qu'au  lieu  de  l'équation 

Ax  -t-  Bî/  -+-  C=  0, 
on  peut  également  prendre  l'équation 

x  CCS  a  -+-  î/  sin  a  —  (?  =  0  ; 
de  sorte  qu'on  aura  alors  : 

X  ces  a  -+-  y  sin  a  —  â  —  k{x  ces  (3  -t-  ?/  sin  p  —  ^')=  0. 

Si ,  pour  abréger,  nous  désignons  les  équations 

ar  ces  a  -t-  î/  sin  a  —  â  =  0,     a:  cos  |3  -t-  y  sin  |3  —  (?'  =  0, 


Fig.  C7. 
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par  a  et  [3,  nous  aurons  : 

a  —  kf  =  0, 

équation  qui  représente  la  droite  passant  par  le  point  d'in- 
tersection des  deux  droites  a  =  0,  (3  =  0,  puisque  cette 
équation  a.  —  A:  j3  =  0  est  satisfaite  lorsqu'on  y  fait  en 
même  temps  a  =  0,  (3  =  0. 

Soient  OA  et  OB  (fig. 
67)  les  deux  droites  qui 
ont  pour  équalionsact^. 
Désignons  par  Xj,  î/,  les 
coordonnées  d'un  point 
quelconque  M  du  lieu 
représenté  par  l'équation 
a — A;(3=0:  la  distance 
MP  de  ce  point  à  la  droite 
OA(a)  est,  comme  on  le 
sait, 

a-icosa-t- ?/,sin  a  — /?=0; 

la  distance  du  même  point  à  la  droite  OB  ((3)  est  : 

Xi  ces  p  -+-  t/i  sin  p  —  â'  =  0. 

De  sorte  qu'on  aura  pour  le  rapport  A;  de  ces  dislances  : 

Xi  cosa-f- y,  sina  —  J        MP        sin  MOA 
Xi  cos  p  -4-  iji  sin  p  —  (?'       WQ       sin  MOB 

Le  lieu  est  donc  tel  que  le  rapport  des  distances  de  l'un 
quelconque  de  ses  points  aux  deux  droites  a,  (3  est  con- 
stant; ce  qui  prouve  que  ce  lieu  est  une  droite  MO  dont 
l'équation  est  : 


sin  MOA 
sin  MOB 


^  =  0     ou      a  —  As 


0. 
H 
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Il  est  évidcnl,  d'après  ce  qui  précède,  que  l'équation 

a  -\-  kp=0 

représente  encore  une  droite  passant  par  le  point  0,  inter- 
section des  deux  droites  a  et  [3,  mais  qu'elle  est  extérieure 
à  l'angle  AOB.  Alors,  une  des  distances  MP  ou  xMQ  doit 
changer  de  signe,  comme  étant  dirigée  en  sens  contraire 
de  celles  qui  précèdent  considérées  comme  positives. 

Appliquons  ces  principes  à  la  résolution  des  ihéorèmes 
suivants  ; 

451.  Théorème  I.  Les  trois  bissectrices  AD,  BE,  CF 
cVun  triangle  quelconque  ABC  se  coupent  en  un  même 
point  (fig.  68). 

Soient 

a  =  0,  p  =  0,  r  =  0, 
les  équations  des 
trois  côtés  opposés 
aux  angles  A,  B,  C. 
Les  équations  des 
bissectrices  AD,  BE, 
CF  sont  respectivement  : 

p—  r  =  0,      y— a  =  0,      oL—p  =  0. 

En   ajoutant  ces   trois  équations  membre  à  membre, 

on  a:  (3  —  r  +  r  —  a-^-a  —  P  =  0; 

leur  somme  est  donc  identiquement  nulle. 

On  voit  que  ces  trois  droites  se  coupent  en  un  même 
point. 

152.  Théorème  II.  Les  trois  médianes  d'un  triangle  se 
coupent  en  un  même  point. 

Soient  a,  [B,  y  les  équations  des  trois  côtés  opposés  aux, 
angles  A,  B,  C  du  triangle.  Les  médianes  partant  des 
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sommets  A,  lî ,  C  ont  rcspeclivement  pour  équations  : 

5sinB -rsinC=0,    rsinC— >>:sin  A=0,    asin  A  — psinB  =  0. 

En  ajoutant  le  système  de  ces  trois  équations, l'équation 
résultante  est  évidemment  satisfaite  :  ce  qui  prouve  que 
3CS  trois  médianes  se  coupent  en  un  même  point. 

153.  Théorème  III.  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle 
luelconque  se  coupent  en  un  même  point. 

En  se  servant  des  mêmes  désignations  que  précédem- 
ment, on  aura  pour  les  hauteurs  abaissées  des  sommets 
AjB,  C,  respectivement  les  équations  : 

3cosB- rcosC=0,  r  cosC  — acosA  =  0,  «ces A  — ^cosB=0, 

lui  prouvent  que  ces  trois  droites  se  coupent  en  un  même 
point. 

154.  Problème.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  quelconque 
oassent  par  trois  points  fixes  P,  Q,  R,  en  ligne  droite.  Deux 
wnunets  A  et  B  se  meuvent  sur  deux  droites  fixes  OD,  OE  : 
an  demande  le  lieu  décrit  par  le  troisième  sommet  C,  inter- 
jection des  deux  droites  AQC,  BllC  (lig.  69). 

Quelles  que  soient  les  équations  des  trois  droites  fixes 

OD,  OE,  PQR 
et  quelle  que 
soit  leur  posi- 
tion par  rap- 
port aux  axes 
coordonnés,on 
peut  toujours 
es  représenter 
par 

OD...  a  =  0, 

0I-: ...  h  ==  0, 

PQR  ...  c  =  0, 


a  =  0 
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et  les  droites  OP,  OQ,  OR  par 

OP  ...6-+-Ka  =0, 
OQ...  6-4-  R'a  =  0, 
OR  ...  6h- K"a=0, 

puisque  ces  équations  sont  satisfaites  parj^~^,  c'est-à- 
dire  par  les  coordonnées  du  point  0  par  lequel  elles  passent. 
Le  point  A  est  déterminé  au  moyen  des  équations  simul- 
tanées a  =  0  et  >c  -h  6  -h  Ka  =  0  ;  cette  dernière  équa- 
tion, qui  contient  l'arbitraire  ?.,  représente  la  droite  PA 
passant  par  le  point  P,  intersection  de  RQP  et  de  OP.  Ces 
deux  équations  se  réduisent  à  : 

a  =  0 ,      6  -+-  Ac  =  0. 
La  droite  AQ  passant  par  A  a  donc  une  équation  de  la 
forme  6  -f-  ic  -h  /a  =  0. 

Cette  droite  passe  aussi  par  Q,  intersection  des  droites 
c  =  0,      6-+-K'a  =  0,      6-4-).'a  =  0; 
d'où        (K' — ;/)a  =  0,     ce  qui  donne     ;.'  =  K' 

l'équation  de  AQ  est  : 

6-f-  ;c  -H  K'a  =  0. 

Les  coordonnées  du  point  B  sont  données  par  les  équï 
lions  simultanées 

(6  =  0,  (6  =  0, 

B  '.  __        .      ou      B  ' 


(  Ac -+- 6 -+- Ka  =  0  (ac-+-Ka=0. 

La  droite  BR  passant  par  ce  point  B  est  de  la  forme  : 

ic  -+-  Ka  -4-  p6  =  0, 

[j.  étant  une  indéterminée  quelconque.  Cette  droite  pass 
P«'"  *M,  6 +  K"a  =  0^1  elle  devient: 

Ka-\-(ib  =  0     et      6  =  —  K"a; 
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d'où  (K  — ,aK")«  =  0, 


ce  qui  donne  :  K 

L'équation  de  Bli  est  donc 


f*  =  ]^- 


K 

Ac  -f-  Ka  -+-     —6  =  0. 
K" 

Il  sulïit  d'cliniiiier  X  entre  cette  équation  et 

6  -4-  ic  -+-  K'a  =  0 

qui  est  celle  de  AQ.  On  obtient  pour  le  lieu  cherché  : 

(K'  —  K)  K"a  -t-  (K"  —  K)  6  =  0, 

qui  est  une  droite  passant  par  le  point  0. 

155.  On  (Ut  qu'une  droite  AB  est  partagée  harmoni- 

quement  aux  points  C  et 
D  lorsque  les  deux  seg- 
A  G        B  B  ments  de  AB  (fig.  70), 

sont  proportionnels  aux  deux  segments  AD,  BD,  c'est-à- 
dire,  lorsqu'on  a  la  proportion  : 

AC      AD 
¥c~BÏÏ" 

Lorsqu'une  droite  AB  est  partagée  aux  points  C  et  D  en 
trois  segments  AC,  CD,  BD,  on  nomme  rapport  anharmo- 
nique  le  rapport  du  rectangle  des  segments  extrêmes  AC, 
BD  divisé  par  le  rectangle  de  la  ligne  entière  AB  par  le 
'segment  moyen,  c  est-à-dire  : 

AC  X  BD 


ABXCD' 

ou  bien  encore,  d'après  Chasles,  le  rapport  des  distances 
d'un  point  à  deux  autres  divisé  par   le  rapport  des  dis- 
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tances  du  quatrième  point  à  ces  deux  mêmes  points,  c  est- 
à-dire  : 

AD  X  BC 

AC  X  BD 

Ce  dernier  rapport  anjiarmonique  devient  rapport  har- 
monique, si  l'on  a 

AD  X  BC 

AC  X  BD~"~ 

156.  Lorsquun  faisceau  de  quatre  droites  OA,  OB,  OC, 
OD  (fig.  71),  issues  du  même  point  0,  est  coupé  par  une 
transversale  quelconque,  le  rapport  anharmonique  du  fais- 
ceau est  constant,  quelle  que  soit  la  transversale. 

Soit  §  la  dis  lance  du  point  0 
à  la  transversale  qui  rencontre 
le  faisceau  en  A,  C,  D,  B. 
On  a  : 


Fig.  71. 


<?.AC  =  OA  X  OC  sinAOC, 
(?.  AD=OA  X  ODsin  AOD, 
c?.BD-=OB  X  ODsin  nOU, 
r?.  BC  =  OB  X  OCsinBOC; 

d'où  l'on  tire  : 

AD  X  BC       sin  AOD  X  sin  BOC 
ÂC^~B D  ~~  sûrÂOC  X  sin  BOD 

Ce  rapport  est  constant  et  indépendant  de  la  position  de 
la  transversale. 

Si  les  quatre  droites  OA,  OB,  OC,  OD  ont  pour  équa- 
tions : 

a  =  0,      p  =  0,      a-4-K|3  =  0,      a-HK'p  =  0, 

le  rapport  anharmonique  du  faisceau  formé  par  ces  quatre 
droites  sera  j^-. 
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sin  AOD 


«.  sin  AOC 

Ln  effet,      K  =  — 


K' 


(lOU 


sin  BOC  sinBOD 

K'       sin  AOD  X  sin  BOC 


..  K' 


K       sin  AOC  X  sinBOD 

Si  ^  =  —  I ,  le  faisceau  est  harmonique  ;  d'où  l'on  con- 
clut  ce  théorème  : 

Deux  droites  a.  —  K(3  =  0 ,  a  -f-  Kp  =  0,  forment  avec 
a  =  0  e^  (3  =  0  un  faisceau  hannonique,  car  l'angle  AOB 
est  divisé  intérieurement  et  extérieurement  dans  le  même 
rapport. 

157.  Si  c[uatre  droites  OC,  OD,  OK,  OF,  passant  par 
im  même  pohit  0{tïg.7T)ont  respectivement  pour  équations  : 

a  —  cS  =  0  ,     a  —  c/,3  =  0  ,      a  —  pp  =  0      et      a  —  /j3  =  0  , 

le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  droites  est  : 

{f-d){e-c) 
{f-e){d-c)' 

En  effet,  d'après  ce  qui  précède  (i55),  ce  rapport  est 


égal  a 


FD  X  CE 


FE  XCD 

Les  deux  droites  OA,  OB  représentées  par  les  équations 


168  SECONDE    PARTIE. 

a  =  0,  [3=0,  pouvant  avoir,  à  l'égard  des  quatre  droites 
des  positions  quelconques,  il  est  permis  de  supposer  que 
la  droite  (3  est  parallèle  à  la  transversale  CF.  Comme  les 
points  C,  D,  E,  F  sont  à  la  même  distance/)  de  la  droite  (3, 
on  a  : 

CH  DH'  __EH"        ._PH'" 

p  p  p  p 

H,  H',  H",  H'"  étant  les  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées des  points  C,  D,  E,  F  sur  OA.  Si,  par  les  points 
C,  D,  E,  F,  on  mène  les  parallèles  à  cette  droite  OA,  en 
désignant  par  M ,  N,  P,  Q  les  points  où  ces  parallèles  ren- 
contrent les  perpendiculaires  précitées,  on  obtient  : 

FM  =  FH'"  —  DH' =  p/  — prf  =  (/■-(/)  p. 

p{f—d) 

Mais         FM  =  FD  cos  a  ;     d'où     FD  =  '—i , 

cos  « 

a  étant  l'angle  que  les  parallèles,  menées  par  les  points 
C,  D,  E,  F  à  la  droite  OA,  font  avec  la  transversale  CDEF. 
On  a  de  même  : 

CE= ''<"-">,      FE^^-^tzA,      CD  ^  ?''''-">. 
COS  a  COS  a  COS  a 

En  substituant  ces  valeurs  dans  le  rapport  précédent,  il 
vient  : 

FD  X  CE_(/  — rf)(e  — c)_ 

FE  X  CD  "~  (/ —  e)  {d  —  c)  ' 

c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ce  qui  vient  d'être  prouvé  s'applique  également  aux 
droites  dont  les  équations  sont  de  la  forme  : 

ax  -4-  6i/  -1-  c  =  0 , 

puisque  l'équation  x  cos  a  -h  y  sin  a  —  d  =  0  diffère  de 


la  précédente  seulement  en  ce  que  celle-ci  est  divisée  par 
un  facteur  constant. 

158.   Soit  a  — C6,     a  — (/j3,...  , 

un  système  de  droites  passant  par   un    même   point   0  ; 

supposons  que 

S—cr,     r^  —  dy,..., 

lorment  un  second  système  de  droites  passant  aussi  par 
un  même  point  0'. 

Il  est  évident  que  le  rapport  anharmonique  du  premier* 
système  est  égal  à  celui  du  second,  le  rapport  anharmo- 
nique n'étant  fonction  que  des  coefficients  c,  d  de  (3  et  de  y 
dans  les  deux  systèmes  d'équations.  Comme  ces  coefficients 
sont  les  mêmes,  le  rapport  anharmonique  du  premier  sys- 
tème est  égal  à  celui  du  second  :  ces  deux  systèmes  de 
droites  se  nomment  homofjraphiqucs. 

Appliquons    ces    principes    au    quadrilatère    complet 
ABCDEF  (fig.  73). 

Soient  a  =  0,  [3  =  0,  y  =  0  les  équations  des   trois 
dioites  AG,  AC,  BD.  L'équation  de  El  sera  : 

/a  _  nr  =  0,     et  celle  de  EF  :     /a  -t-  nr  =  0 ; 

ce   qui  prouve  que  les  quatre  droites  EA,EB,EI,  EF 

Fig.  73. 


forment  un  faisceau  harmonique,  et  que  dans  le  quadrila- 
tère CEDIAB  la  diagonale  AB  est  divisée  harmonique- 
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ment  par  les  deux  autres.  On  prouverait  de  la  même  ma- 
nière que  les  quatre  droites  FA,  FI,  FC,  FE  forment 
également  un  faisceau  harmonique. 

159.  Cherchons  encore,  d'après  cette  méthode,  les  pro- 
priétés qui  en  résultent  lorsqu'on  joint  les  trois  sommets 
A,  B,  C  d'un  triangle  quelconque  à  un  point  0. 


a  =  0,  [3  ==  0,  y  =  0,  étant  les  équations  des  trois  côtés 
de  ce  triangle,  les  droites  AD,  BE,  CF  (fig.  74),  auront 
respectivement  pour  équations  : 

mp  —  nr  =  0  ,     ny  —  U  =  0,     U  —  mj3  =  0. 

L'équation  de  la  droite  DF  est  : 

Ix  -+-  mp  —  ny  =  0; 
celle  de  ED  ...  w|3  -t-  ny  —  /a  =  0, 

et  celle  de  EF ...  ny  -^  U  —  mp^r==0. 

Ces  trois  droites  DF,  DE,  EF  rencontrent  les  côlés  op- 
posés AC,  AB,  BC  du  triangle  en  trois  points  M,  N,  P  qui 
sont  situés  sur  la  droite 

la.  H-  m^j  -t-  «y  =  0. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.       171 

Le  côté  BCP  du  triangle  est  divisé  harmoniquement  par 
les  droites  XC,  AB,  Al)  et  AP,  puisque  ces  droites  ont 
respectivement  pour  équations 

jB  ^  0,     y  =  0,     Wj3  —  ny  =  0     et     m^  -+-  ny  =  0. 

Il  en  est  de  même  des  deux  autres  côtés. 


CoordoniiéeM  triliiiéaires. 

160.  Soient  a=0,  (3  =  0,7  =  0   les  équations  des 
j..    _^  trois  droites  BC,  AC,  AB  du 

rig.  75.  '         ' 

triangle  quelconque  ABC 
(lig.  73),  a,  b,  c  étant  les 
longueurs  des  trois  côtés 
opposés  aux  angles  A,  B,  C. 
Soient  Xi,  ji/i  les  coor- 
B  '  p  ^    données    d'un    point    quel- 

conque M  pris  dans  le  plan  de  ce  triangle. 
On  a  vu  précédemment  (120)  que 

Xj  CCS  a  -+-  2/j  sin  Cf.  —  rj  =  0 

représentait  aussi  la  distance  du  point  M  à  la  droite  BC; 
de  sorte  que  le  rectangle  «a  représente  le  double  de  l'aire 
du  triangle  BMC. 

Pour  la  même  raison ,  6(3  représente  le  double  de  l'aire 
AMC  et  cy  le  double  de  l'aire  du  triangle  AMB. 

oa  -f-  6(3  H-  cy  représente  donc  le  double  de  l'aire  2T  du 
triangle  quelconque  ABC;  ce  qui  donne  l'équation 

aa  -t-  6(3  -4-  cr  =  2T. 

Si  les  trois  points  A  ,  B,  C  sont  en  ligne  droite,  l'aire  2T 
est  évidemment  nulle  et  l'équation 

aa  -+-  ftfi  -+-  cr  =  0 
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est  alors  l'équation  en  coordonnées  trilinéaires  de  cette 
droite  passant  par  les  trois  points  A,  B,  C. 

Les  trois  droites  AB,  AC,  BC  sont  nommées  lignes  de 
référence  et  le  triangle  ABC  triangle  de  référence. 

Au  lieu  de  choisir  dans  un  plan  deux  droites  quelcon- 
ques pour  axes  coordonnés,  comme  on  le  fait  en  se  servant 
des  coordonnées  cartésiennes,  on  en  choisit  trois,  ce  qui 
est  quelquefois  plus  avantageux. 

La  position  d'un  point  est  donc  déterminée  par  ses  dis- 
tances aux  trois  droites  de  référence  AB,  AC ,  BC. 

L'équation  aa  h-  6p  -t-  cr  =  0 

étant  homogène ,  il  est  évident  qu'on  peut  remplacer  les 
quantités  a,  b,  c  par  d'autres  quantités  proportionnelles 
quelconques.  Dans  le  triangle  de  référence  ABC,  on  a  les 
rapports  égaux  : 


sin  A       sin  B       sin  C 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  de  a,  b,  c  dans  l'équation 
précédente,  elle  devient  : 

a  sin  A  -+-  p  sin  B  -+-  r  sin  C  =  0, 

et  elle  représente  alors   un  cas   particulier  de   l'équalion 
Ax  +  B?/  -+-  C  =  0,  à  savoir  : 

0.x  +  0  .y  -^  C  =  0, 

c'est-à-dire,  une  constante  C  =  0. 
Il  est  facile  de  prouver  que 

a  sin  A  -+-  |3  sin  B  -+-  y  sin  C  =  0 
est  constante. 
En  effet  : 

sin  Â  =  sin  (p  -  r),    sin  B  =  sin  (■x  —  a),    sin  C  =  sin  (a  -  p), 

puisque  les  angles  A,  B,  C  sont  égaux  aux  angles  formés 
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par  les  droites  parlant  d'un  même  point  et  perpendicu- 
laires aux  trois  côtés  du  triangle  ABC,  ou  bien  égaux  aux 
angles  supplémentaires.  On  a  donc  : 

a  sin  ([3  —  r)  -+-  P  sin  {y  —  a)  -4-  r  sin  (a  —  p)  ==  0. 

En  remplaçant  a,  (3,  y  par  leurs  valeurs  en  coordonnées 
cartésiennes,  en  x  et  en  y,  on  voit  que  les  termes  variables 
xeten  y  disparaissent. 

Ainsi,        a  sin  A  -+-  [3  sin  B  -+-  r  sin  C  =  0 
revient  à  Téquation 

0.a;-+-0.î/-+-C  =  0. 

Mais  l'équation  Xx  -h  \^y  -h  C  =  0  rencontre  les  axes 
coordonnées  à  des  distances  de  l'origine 

—  C  —  C 

A  B 

qui  sont  infinies  lorsque  A  et  B  deviennent  infiniment 
petits  ou  nuls.  La  droite  est  donc  alors  située  à  l'infini;  de 
sorte  que  l'équation 

0.x-+-0.i/-4-C  =  0    ou     G  =  0 

représente  une  droite  située  à  l'infini,  comme  aussi 

a  sin  A  -+-  S  sin  B  -+-  r  sin  C  =  0. 

11  suit  de  ce  qui  précède  que  l'équation  de  la  droite 
Aac  +  B?/  -t-  C  =  0,  en  coordonnées  cartésiennes,  est  un 
cas  particulier  de  l'équation  de  la  droite  en  coordonnées 
trilinéaires  aa  -»-  6(3  -»-  cy  =  0.  En  divisant  celle-ci  par  y, 
et  en  posant  ^=  a:,-  =  y,  les  deux  équations  devien- 
nent identiques;  ou  bien,  en  représentant  par  z  l'unité 
linéaire,  l'équation  Ax  -+-  By  -f-  C  ==  0  devient  : 

Ax  -+-  B^  -♦-  Cz  =  0. 

Les  coordonnées  cartésiennes  ne  sont  d'ailleurs  que  des 
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coordonnées  trilinéaires  dont  deux  droites  sont  les  coor-^ 
données  reclilignes  ordinaires  et  la  troisième  droite  à  rim] 
fini  est  marquée  par  la  relation  C  =  0. 
Les  deux  droites 

ax  -4-  6î/  -+-  c  =  0,      ax  -{-  hy  H-  c'  =  0, 
qui  ont  les  mêmes  coefficients   angulaires  et  ne  différai 
que  par  le  terme  constant,  sont  évidemment  parallèles|| 
pour  la  même  raison,  les  deux  droites 

/a  -H-  mp  -4-  wr  =  0 , 
la.  -f-  mp  ^-  ny  -+•  k  [x  sin  A  -+-  [3  sin  B  -4-  rsin  C)  =  0, 

en  coordonnées  trilinéaires,  sont  aussi  parallèles,  puis- 
qu'elles diffèrent  seulement  par  une  quantité  constante. 

161.  Une  droite  quelconque  est  représentée  par  une 
équation  du  premier  degré,  homogène,  entre  les  coordon- 
nées trilinéaires. 

Soit  un  triangle  quelconque  MNP  pris  pour  triangle  de 
référence  et  soient  m,  n,  p  les  coordonnées  trilinéaires 
d'un  point  variable  quelconque,  (m, ,  w, , p,),  {m^,n.2,P2), les 
coordonnées  trilinéaires  des  deux  autres  points  connus  de 
position.  Les  coefficients  w,  v,  tt  étant  indéterminés,  on  aura 
les  trois  équations  : 

pim  -+-  vn  -+-  T:p  =0, 
ixmi  ■+-  v?/,  ■+-  jzpi  =  0, 
|:xWÎ2  -+-  ^^2  -+-  ^Pi  =  O5 

puisque  la  droite  passe  par  les  trois  points  et  que  l'aire  du 
triangle  qu'ils  forment  est  nulle.  On  aura  ,  pour  les  valeurs 
de  fz,  y,  TT,  les  déterminants  : 


ni.  Pi, 

;       V 

Pi,  nii, 

;     TT 

tni,pi,  1 

fh,  Pi, 

P2,  m^, 

m^,  /?2 

Réciproquement,   toute  équation  du  premier  degré  en 
m,n,  p,  ^j,^  ^  ^^^  ^  ^p_^  0 , 
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représcnle  une  ligne  droite,  les  quanlilés  a,  v,  tt,  étant 
trois  constantes  arbitraires  quelconques. 

Celle  équation  est  en  elfel  du  premier  degré  en  x  et  en  y, 
comme  on  Ta  vu  précédennnent  (IGO). 

16«.  Lorsque  les  équations  du  triangle  de  référence 

MNP  sont  : 

UiX  -4-  hiij  -f-  r,  =  0, 

ttiX  -4-  biy  -f-  Ci  =  0, 

a-^x  H-  b^y  -t-  fs  =  0, 

on  obtient  pour  les  coordonnées  trilinéaires  d'un  point  quel- 
conque (iTi,  y^),  pris  dans  le  plan  de  ce  triangle  : 

a,Xi  ■+-  6,?/,  -+-  C|  =  0, 
a^Xi  -i-  b^yi  -+-  6*2  =  0, 
«3X1  -+-  63^/1  -4-6-3=0; 

car,  ces  trois  nombres  quels  qu'ils  soient,  positifs  ou  néga- 
tifs, sont  proportionnels  aux  perpendiculaires  abaissées  du 
point  (xj,  y/i)  sur  les  droites  de  référence. 

Ces  trois  perpendiculaires  m,  n, /)  ont  respectivement 
pour  longueurs  : 


OiXi+t 

•i!/. 

-+-C 

1 
,  Il 

i/ai 

-4- 

6? 

d'où 

Ton  tire 

; 

a.ari 

O2X1 

«3X1 

v/^ 


b^y^  -+-  Ci=Wp,, 
%!  -4-  f'i  =  W?2  , 
Ôs^/i  -+-  C3  =  pp3  , 

pi,  p2>P5  représentant  les  trois  radicaux  ;  ou  bien  m' =  mpi, 
n'  =  np2,  p'  =  pp^}  ni',  n',  p',  étant  les  coordonnées  nou- 
velles. 
En  remplaçant  m,  n,  p  par  leurs  valeurs  ^'  ^'  û"  '  ®" 

aura  : 

utn'      vn'      TT»'        _ 
i— -  H h  -i-  =  2T. 

Pi         Pï         Pî 
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163.  Chercher  l'équation  d'une  droite  AB  connaissant 
les  trois  hauteurs  p.,  v,  -k ,  abaissées  des  trois  sommets  M, 
N,  P  du  triangle  de  référence  sur  cette  droite  (fig.  76). 

L'équation  de  la  droite  AB  est  de  la  forme  : 

aM  -4-  6N  -*-  cP  =  0 , 

M,  N,  P  étant  les  coordonnées  trilinéaires  d'un  point  quel- 
conque de  cette  droite,  et  les  coefficients  a,  b,  c  étant  indé- 
terminés. 

Fig.    7G. 


<J^' 


Le  point  B  oi^i  cette  droite  rencontre  la  droite  de  réfé- 
rence MP  a  pour  coordonnées  N  =  0  et  «M -h  cP  =  0  ; 

a  P  BM  sin  M       p.  sin  M 


d'où 


BP  sin  P        77  sin  P 


On  a  de  même  pour  les  coordonnées  du  point  A  où  la 
droite  AB  rencontre  celle  de  référence  MN  : 


d'où 


P  =  0,     aM-+-&N  =  0; 
N  AM  sin  M       p  sin  M 


M 


ce  qui  donne 


AN  sin  N 
6 


sin  N 


;:*  sin  M       V  sin  N       t  sin  P 
et  comme  sin  M  :  sin  N  :  sin  P  =  m  :  n  :  p,  m,  n,  p  étant 
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les  longueurs  des  trois  côtés  du  triangle  de  référence  MNP, 
il  vient  : 

a        h        c 

[ini      vn      xp 
On  a  donc  pour  loquation  de  la  droite  denfiandce  : 
nmM  -+-  y;iN  -+-  TrpP  ;=  0. 

Des  trois  perpendiculaires  y.,  v,  n,  deux  suffisent  pour 
déterminer  la  position  de  la  droite  AB. 

Comme  l'équation  précédente  les  renferme  toutes  trois, 
il  doit  exister  entre  ces  perpendiculaires  et  les  éléments  du 
triangle  de  référence  une  équation  de  condition  qu'il  faut 
trouver. 

A  cette  fin,  d'un  point  quelconque  O  de  la  droite  AB 
tirons  des  parallèles  OP',  OM',  ON'  (fig.  76)  aux  trois 
côtés  du  triangle  de  référence  et  désignons  par  a,  (3,  y  les 
angles  BOP',  BOM',  BON',  mesurés  dans  le  môme  sens,  à 
partir  de  BO.  On  a  évidemment  : 

V  —  7r  =  ??isina,     Tf —  fA=:nsinp,     ja  —  v:=psinr, 

CI  p  — a=180°  — P;    d'où     a  =  |3 -t- P— 180°, 

r  —  «  =  1 80-  -t-  N  ;    d'où    r  =  ?  -+-  P  -t-  N, 

^  =  180"— (M  — 13); 
ce  qui  donne  : 

sin  a  =  —  sin  (P  -+-  p),     sin  y  =  sin  (M  —  0). 

Il  vient  : 

sin  a  =  —  sin  P  cos  |3  —  sin  [3  cos  P 
et  sin  a  -+-  sin  p  cos  P  =  -t-  sin  P  cos  d. 

sin*a  ■+•  sin*p  ^-  2sin  a  sin  ;3  cos  P  =  sin*P. 

De  même  : 

sinV  ■+-  sin* 3  -4-  2  sin  r  sin  p  cos  M  =  sin*  M; 
et  aussi  sin^a  ■+-  sinV  -♦-  2sin  a  sin  y  cosN  =  sin'N. 

12 
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En  remplaçant  les  sinus  par  leurs  valeurs  dans  Tavanl- 
dernière  de  ces  équations,  on  a  : 

(f.  — vf      [t^  —  i^Y       %  — v)  (tt  — p)cosM 

^ 1 ^ =  sin  M. 

p^  n  pn 

En  réduisant  au  même  dénominateur,  on  obtient  pour  la 
relation  demandée  : 

tn^y.^  -+-  n^-/  -+-  p-7z^  —  -2pinzv  cos  M 
—  '^mn^Lv  cos  P  —  '■Impii.iz  cos  N  =  4T^  (160). 

Coordonuées   (angentielles. 

164,  Reprenons  l'équation  ordinaire  de  la  ligne  droite 
Ax  +  By  -+-  C  =  0. 

En  divisant  par  C,  il  vient  : 
A  B 

—  XH »/  -4-1=0. 

C        c*^ 

Posons  r^=î;,  c=^;  on   a  pour  l'équation  générale 

de  la  droite  : 

vx  -4-  Uj  -+-1=0. 

Si  l'on  donne  aux  quantités  v  et  t  des  valeurs  con- 
nues et  déterminées,  la  droite  représentée  par  l'équation 
vx  -\-  ty  -^  \  =  (i  sera  fixée  de  position. 

Si  les  variables  vei  t  sont  soumises  à  une  loi  de  varia- 
tion exprimée  par  une  équation  quelconque  f  (y,  «)  =  0, 
en  faisant  passer  t  par  tous  les  états  de  grandeur  consécu- 
tifs, V  passera  aussi  par  des  états  variables  correspondants. 
La  droite  ux  +  ïy  -+-  1  =  0,  par  suite  de  ces  variations  de 
t  et  de  V,  se  mouvra  d'une  manière  continue  et  déterminera 
par  ses  intersections  consécutives  la  courbe  représentée  par 
l'équation  ^(y^^^^o. 
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On  peut  donc  considérer  un  point  quelconque  de  cette 
dernière  connue  provenant  de  Tinterseclion  de  ileux  tan- 
gentes consécutives  :  c'est  pourquoi  on  a  donné  aux  para- 
mètres variables  t;  et  t  de  la  droite  vx  +  //y  h-  1  =  0  le 
nom  de  coordonnées  tangentielles. 

En  attribuant  à  v  età  t  des  valeurs  connues  v  =  7n,  t  =  n, 
la  droite  est  déterminée  de  position,  et  son  équation  est  ; 

mx  -^  ny  -t-  1  =  0. 

Lorsqu'on  donne  à  x  et  à  y  des  valeurs  connues,  x=a, 
y  =  b,  réquation  av  H-  6^ -(-  1  =  0  est  dite  l'équation  du 
point  M  dont  les  coordonnées  rectilignes  sont  ; 

X  =  a,     y  =  b. 

Si  l'on  élimine  t  entre  celte  équation  du  point  M 
av  H-  t?  -h  1  =  0  et  vx  -\-  ly  -h  1=0,  celle  de  la  droite, 
on  obtient  : 

{uy  —  bx)  V  -\-  y  —  6  =  0, 

é(iualion  qui  représente  une  infinité  de  droites,  puisque  v 
est  indéterminé.  Comme  cette  équation  est  satisfaite  par  les 
coordoimées  y  =  b,  a;=  a,  toutes  ces  droites  passent  par 
im  rnèmc  point. 

Ainsi ,  dans  l'équation  vx  -+-  ty  +1=0,  les  coefficients 
(le  V  et  de  l  sont  les  coordonnées  reclilignes  d'un  point  et 
les  coefficients  v  cl  t  de  ac  et  de  y  sont  les  coordonnées 
(angeniielles  de  la  droite. 

165.  PaoïJLÈME  1.  Étant  données  deux  droites  à  (y, ,  ;,), 
^  ('-2 >  '2)»  chercher  leur  point  de  rencontre. 

On  aura  les  équations  : 

«r,  -+-  6^  H-  1  =  0,     aVi  -+-  bl^  -+-1=0, 

(pii  l'eronl  eonnaiire  les  valeurs  des  inconnues  a  et  b.  il 
viendra  pour  le  point  d'intersection  des  deux  droites  : 

(<,  --  ti)  V  -t-  («î —  V,)  t  -+-  v,/2  —  v^ti  =  0. 
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166.  Problème  IL  Chercher  les  coordonnées  d'une  droite 
qui  passe  par  les  deux  points 

OiV  -t-  6it  -+-  1  =  0,      OiV  -4-  bit  +1=0. 

Ces  deux  équations  feront  connaître  les  valeurs  des 
inconnues  v  cl  /  qui  sont  les  coordonnées  de  la  droite.  On 
aura  :  v  t  i 


bi  bi  «2  —    «I  «l'^2  «2^1 

167.    Problème  III.    Chercher   la   distance   du  point 
au  H-  ^ï  +  1  ==  0  à  la  droite  donnée  (v^,  ti^). 
En  représentant  celle  dislance  par  è,  on  a  : 
av  -\-  bt  -\-  \ 


Vv]  -t-  l\ 


Fig.   77. 


Kqiiation  polaire  de  la  ligue  droICe. 

168.  Soit  OF  une  droite  fixe.  Prenons  sur  celle-ci  un 
point  fixe  0  auquel  on  donne  le  nom  de  pôle.  Du  point  0 

abaissons  une  perpen- 
diculaire sur  une  droite 
quelconque  AB,OP=(î 
étant  la  distance  de 
cette  droite  au  pôle. 

Soit  M  un  point  quel- 
conque de  la  droite  AB. 
Désignons  par  a  et  m 
les  angles  AOP,  AOM 
que  fait  la  droite  fixe 
avec  la  perpendiculaire 
OP  et  le  rayon  vecteur  OM  =  p.  Voir  (172). 
On  a  dans  le  triangle  rectangle  OPM  : 


COS  (w  —  a) 


I 
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(jiii  est  l'équation  polaire  de  la  droite,  w  et  p  étant  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  M  de  la  droite  AB. 
En  dév(!loppant ,  il  vient  : 

p  cosojcosa -H  p  sin  w  siiia  =  (?,     ou     a;  cosa -t- ?/ sina  =  c?, 

équation  déjà  trouvée  précédemment  (120). 

I.  Le  sommet  d'un  triangle  dont  la  base  est  fixe  se  meut 
sur  une  droite  donnée.  On  demande  le  lieu  du  centre  de 
gravité. 

Le  lieu  est  une  ligne  droite  parallèle  à  la  droite  donnée. 

II.  Sur  la  perpendiculaire  élevée  par  le  milieu  0  d'une 
droite  AB  ==  2a,  on  prend  une  longueur  mobile  ID  ==  K. 
On  mène  les  droites  mobiles  AI  et  BD.  Chercher  le  lieu 
décrit  par  M,  intersection  de  ces  droites. 

Réponse  : 

Kx'^  -+-  ^axy  —  a^K  =  0. 

m.  La  base  BC  =  2a  du  triangle  ABC  est  fixe,  et  sa 
surface  K  est  constante.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  point 
M,  intersection  des  bissectrices  de  ce  triangle  variable. 

Réponse  : 

K^  {y]  -+-  xf  —  ax,)  ■+-  a{a  —  ar,)  ar,?/,  =  0. 

IV.  Par  deux  sommets  consécutifs  d'un  c/uadrilatère  on 
mène  des  parallèles  à  deux  de  ses  côtés  opposés.  Prouver 
que  la  ligne  unissant  les  points  de  rencontre  de  ces  paral- 
lèles avec  les  diagonales  est  parallèle  au  quatrième  côté  du 
quadrilatère. 

y.  Sur  deux  droites  rectangidaires  OX,  OY,  on  construit 
un  rectangle  variable  OABC  ayant  un  périmètre  donné  12^'^ 
la  perpendiculaire  menée  du  sommet  C  sur  la  diagonale  AB 
passe  par  un  point  fixe. 
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VF.  Ayant  fait  la  figure  qui  sert  à  démontrer  le  théo- 
rème du  carré  de  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle , 
démontrer  que  les  deux  droites  joignant  les  extrémités  de 
l'hypoténuse  aux  sommets  des  carrés  construits  sur  les  côtés 
opposés  se  coupent  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  som- 
met de  l'angle  droit  sur  l'hypoténuse. 

VII.  Étant  données  quatre  droites  A,  B,  C,  D,  oti  en 
prend  trois  pour  former  un  triangle  dont  on  détermine  le 
point  de  concours  des  hauteurs  :  les  quatic  points  ainsi 
obtenus  sont  en  ligne  droite. 

VIII.  Étant  données  cinq  droites,  on  en  prend  cjuatre 
qui  forment  un  quadrilatère  complet  dans  lequel  les  milieux 
des  trois  diagonales  sont  en  ligne  droite  :  les  cinq  droites 
ainsi  obtenues  se  coupent  en  un  même  point. 

IX.  On  donne  quatre  droites  A,  B,  C,  D  rpii,  prises  trois 
à  trois,  forment  quatre  triangles  ;  la  droite  A  appartient  à 
trois  de  ces  triangles.  On  joint  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit à  chacun  d'eux  au  sommet  non  situé  sur  A.  Les  trois 
droites  ainsi  obtenues  se  coupent  en  un  même  point  I  ;  les 
quatre  points  analogues  à\  et  les  centres  des  quatre  cercles 
sont  sur  une  même  circonférence. 

X.  Étant  donné  un  hexagone  régulier  ABCDEF,  on  joint 
AC  et  AE.  Par  le  centre,  on  mène  une  sécante  quelconque 
qui  coupe  les  deux  droites  AC  et  \E  aux  points  G  e^  H; 
on  unit  BG  et  FFI.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre 
de  ces  deux  droites. 

XI.  On  donne  un  angle  AOA'  et  un  point  C  sur  la  bis- 
sectrice. Un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de 
son  sommet  placé  en  C;  on  joint  les  points  de  rencontre  B 
et  B'  des  côtés  de  l'angle  mobile  avec  les  côtés  de  l'angle  fixe; 
du  point  C,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  BB'.  Trouver 
le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire. 
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CHAPITRE  Vf. 


Truiisforination  des  coordonnées. 


169.  La  nature  d'une  courbe  que  décrit  un  point 
mobile,  soumis  à  des  conditions  déterminées,  ne  peut 
évidemment  dépendre  du  choix  plus  ou  moins  heureux 
des  axes  coordonnés  auxquels  on  la  rapporte. 

L'espèce  de  ligne  que  le  point  décrit  dépend  seulement 
des  conditions  auxquelles  il  est  assujetti  dans  son  mouve- 
ment. Mais,  si  le  choix  des  axes  n'exerce  aucune  influence 
sur  la  nature  de  la  courbe,  il  en  a  une  grande  sur  la  sim- 
plicité de  l'équation,  comme  on  va  le  voir. 

170.  La  somme  ou  la  différence  des  distances  du  point 
mobile  M  à  deux  points  fixes  F  et  F'  est  constante.  Cher- 
cher le    lieu  géo- 
métrif^ue      décrit 
par  le  point  M. 

En  plaçant  l'ori- 
gine des  axes  rec- 
tangulaires au  mi- 
lieu de  la  distance 
X  FF'  =  2c(flg.78), 
et  en  posant 

F'M  ±  F3I  =  2a, 

on  a  l'équation  : 


y/ if  _+-  (c  -+-  xf  ±  V/y -t-  (c  —  xY=^a. 

Si  l'on  fait  disparaître  les  radicaux  et  si  l'on  simplifie,  on 
obtient  :  ^y  ^  („î  _  ^^^  ^t  _  ^2  (^2  _  ^.) 

pour  l'équation  du  lieu  demandé. 
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Fig.  79. 


c^  pouvant  être  plus  grand  ou  plus  petit  que  a^,  en  po- 
sant 0?-  —  â-  =  U^,  réquation  du  lieu  proposé  devient  : 

Si  Ton  cherche  l'équation  du  même  lieu  en  dirigeant 

l'axe  des  x  parallèle- 
ment à  la  droite  FF', 
et  si  l'on  place  le 
point  F'  sur  l'axe 
des  y  (fig.  79)  à  une 
distance  n  de  l'ori- 
gine, on  obtiendra 
pour|le  lieu  demandé 
une  équation  de  la 
forme  : 

Mî/*  ^  Nx'  -t-  %  -4-  Sx  -+-  T  =  0, 
qui  est  : 

oy  +  (a^- c^) x^  - ^a^ny  -  '2c  [a-  -c*)x-  («^ ~  0^^-+-  ahi'=.(). 
Celte  équation  représente   toujours  le  même   lieu,  et 


Y 

f' 

(■M 

—                                 :           \ 

r 

X'              0 
Y 

r 

A          X 

Fig.  80. 


cependant  elle  ren- 
ferme les  deux  termes 
du  premier  degré  en 
X  et  en  y  de  plus  que 
la  précédente. 

Si  l'on  place  l'ori- 
gine des  axes  rectan- 
gulaires au  point  F' 
(fig.  80),  la  droite  FF' 
ayant  une  direction 
quelconque  par  rap- 
port à  l'axe  des  x,  en 
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désignant  par  m,  n  les  coordonnées  du  point  F,  on  a  : 


\/x*  -t-  »/*  ±  \/(.y  —  nf  -t-  (x  —  mf  =  2a. 

Celte  équation,  traitée  comme  la  précédente,  donne 
pour  le  lieu  cherché  : 

,   o      »     »  /   ,     *^*'  -*~  ^^^V 

■+■  (4(r  —  tir  —  n-)  mx  ■+-  I  2rt ^ — —  1   =  0. 

Cette  équation  contient  le  terme  en  xy  de  plus  que  la 
précédente,  et  elle  est  de  la  forme  : 

A^^  ^-  Kry  ■+-  Cx^  -t-  D^  -t-  Ex  -+-  F  =  0 , 

laquelle  est  l'équation  complète  du  second  degré  à  deux 
variables,  x  et  y. 

Ces  exemples  font  ressortir,  mieux  que  tout  ce  que  l'on 
pourrait  ajouter,  l'importance  du  choix  des  axes  et,  en 
même  temps,  l'utilité  de  leur  transformation. 


Forinnies  de  I»  transformation  des  axes. 

lïl.  Soient  x,  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
d'une  ligne  rapportée  aux  axes  OX,  OY,  faisant  entre  eux 
un  angle  0,  et  x',  y'  les  coordonnées  du  même  point  de 
celte  ligne  rapportée  à  de  nouveaux  axes  O'X',  O'Y',  fai- 
sant eiitre  eux  un  angle  0'==  [3  —  a,  a,  b  étant  les  coor- 
données de  la  nouvelle  origine  0'.  Du  point  M,  lirons  les 
parallèles  MP,  MP'  à  OY  et  O'Y'  (fig.  81).  Posons 

011  =  a,     0'n  =  6,     MP'  =  ?/',     0'P'  =  a?'; 

des  points  0',  P',  menons  les  parallèles  OS,  P'Q  à  l'axe 
OX  et  PU  à  l'axe  OY.  Désignons  par  a  cl  (3  les  angles 
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que  les  nouveaux  axes  O'X',  O'Y'  font  avec  l'axe  OX;  on  a  : 

0P  =  0H-4- OR  H-P'Q (1), 

MP  =  011  -t-  P'R  -f-  MQ (2). 

Le  triangle  O'P'R  donne  : 

O'R  :  x'  =  sin  (5  —  a)  :  sin  o,     P'R  :  x'  =  sin  a  :  sin  6. 

Le  triangle  MP'Q  donne  : 

MQ  :  ?/'  =  sin  p  :  sin  ô     et     P'Q  :  y'  =  sin  (9  —  ;5)  :  sin  6. 

En  substituant  ces  valeurs  dans   (i)  et  dans   (2),  on 
obtient  : 

x'sin  (9  —  «)  -t-  î/'sin  (ô  —  p) 


X  =  a  -\- 


y  =  b 


sin  9 

a;' sin  a  H-  ?/'sin  |S 
sin  9 


('»), 


(2). 


Fia.  81. 


Telles  sont  les  fornjules   générales  pour    passer  d'un 

système  d'axes  quel- 
conques à  un  autre 
d'une  nouvelle  ori- 
gine, faisant  un  an- 
gle quelconque  (3— a. 
Elles  renferment 
quatre  constantes 
arbitraires  a,  b,  a,  (3, 
les  coordonnées  de 
l  la  nouvelle  origine 
0',  qui  peut  avoir 
une  position  arbi- 
traire, et  les  angles 
a  et  (3  que  les  nou- 
veaux axes  font  avec 
l'axe  des  x. 


y 

o' 

-,9 

Y' 

/ 

• 

/-A^Ttt 

R 

s 

X'       0 

I 

I 

I 

X 
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Si  les  anciens  axes  sont  recliingulaires ,  0  =  90",  et  ces 
formules  deviennent  : 

X  =,a  -H  x'cos  a  -+-  y' cos  |3    .     .     .     .     (3), 
y  z=  6 -t- x'sin  a -+-  r/'sin  (3     ....     (4). 

L'angle  (3  —  a  des  nouveaux  axes  étant  aussi  di  uii,  on  a  : 

(3  — a  =  90»,     j3  =  <)0"H-«, 
cos  |3  =  —  sin  a ,     sin  [3  =  cos  a  ; 

d'où  a;  =  a -H  ar'cos  a  —  î/' sin  <z    ....     (5), 

2/  =  6  -+-  x'sin  j;  -H  y'  cos  a     .     .     .     .     (6), 

qui  sont  les  formules    pour  passer   d'un   système   d'axes 

rectangulaires  à  un  autre  système  aussi  rectangulaire.  Si 

l'origine  est  la  même,  les  valeurs  de  a  et  dans  b  sont  nulles, 

et  il  \ient  : 

x  =  x'cosa  —  _*/'sina (7), 

y  =  x's\not.  -+-  y 'cos  a (8). 

Comme  dernier  cas,  il  reste  à  chercher  les  fornndes 
propres  à  passer  d'un  système  d'axes  obliques  à  un  autre 
système  d'axes  rectangulaires. 

A  celte  fin,  il  faut  faire  Çù  —  a  =  90"  dans  (I)  et  de  (2) 
qui  deviennent  alors  : 

x'sin  (ô  —  a)  —  «'("OS  (0  —  a) 

sm  9 

x'sin  a  -H  v'cos  a 

,y   =  /,   -4- -•^_— .        .        .        .     (10). 

sm  9 

Il  est  clair  que,  si  les  angles  a  et  [3  sont  nuls,  les  formules 
générales  se  réduisent  aux  suivantes  : 

X  =  o  -+-  x',     y  =  b  -\-  y', 

dont  on  se  sert  pour  faire  mouvoir  les  axes  parallèlement 
à  eux-mêmes,  à  l'effet  de  transporter  l'origine  en  un  point 
quelconque. 
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Ces  formules  contiennent  deux  constantes  arbitraires  a 
et  6,  puisqu'on  peut  faire  mouvoir  les  axes  parallèlement 
à  eux-mêmes,  à  une  distance  quelconque  de  leur  position 
primitive. 

Lorsque  rien  n'indique  à  l'avance  la  direction  que  les 
nouveaux  axes  doivent  avoir,  il  est  évident  que  les  angles 
a  et  (3  sont  aussi  deux  constantes  arbitraires  :  ainsi,  les 
formules  générales  renferment  seulement  quatre  con- 
stantes arbitraires,  l'angle  0  étant  un  angle  donné. 

Coordonnées  polaires. 


172.  On  peut  fixer  la  position  d'un  point  dans  un  plan 
de  plusieurs  manières  différentes. 

Après  la  méthodes  des  coordonnées  rectilignes,  se  pré- 
sente celle  des  coordonnées  polaires. 

Pour  déterminer  la  position  d'un  point  M  dans  un  plan, 
on  trace  à  volonté  dans  ce  plan  une  droite  fixe  AB  nommée 

axe  (fig.  82),  et  l'on 
prend  sur  cette  droite 
un  point  invariable  0, 
appelé  pôle.  On  joint 
le  point  M  avec  le  pôle 
0  :  la  distance  OM  et 
l'aniïie  MOA  font  con- 


Fig.  82. 


naître  la  position  exacte 
du  point  donné  M.  Les  distances  variables  du  pôle  au 
point  M  se  nomment  rayons  vecteurs,  qui  sont,  avec  l'angle 
MOA,  les  coordonnées  polaires  du  point  M. 

En  plaçant  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires  au 
point  0,  et  en  désignant  par  x,  y  les  coordonnées  du  point 
M,  par  p  le  rayon  vecteur  OM  et  par  (3  l'angle  MOA ,  on 

^^^^  •  x  =  pcosp,    y  =  psin  |3. 
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Fig.  83. 


Telles  sonl  les  formules  les  pins  simples  pour  passer 
des  coordonnées  rcctilignes  à  des  coordonnées  polaires. 

Si  l'on  remplace  x  et  y  par  les  valeurs  qui  précèdent 
dans  l'équation  d'une  courbe,  on  aura  l'équation  de  celle-ci 
rapportée  à  ses  coordonnées  polaires. 

173.  Soit    0   l'angle  des  axes   coordonnés;  désignons 

par  m  et  n  les  co- 
ordonnées du  pôle 
0',  par  [3  l'angle 
que  le  rayon  vec- 
teur O'M  fait  avec 
l'axe  OT  ;  soit  a 
l'angle  que  cette 
droite  fait  avec  l'axe 
des  a;.  On  a  (fig.  83): 

OP=OH  -+-  OS, 
MP=0'II  -hMS. 

Le  triangle  O'MS 
donne  : 

O'S  :  p  =  sin  (0  —  a  —  [3)  :  sin  ô, 
MS  :  p  =  sin  (a  -+-  j3)  :  sin  9. 

En  substituant  ces  valeurs  de  O'S  et  de  MS,  on  obtient  : 


ac  =  m  -H  p 


sin  {6  —  a  —  p) 


sin  a 


sin  d 


2/  =  «-+-p 


P) 


sin  û 


qui  sont  les  formules  générales  pour  passer  d'un  système 
de  coordonnées  rectilignes  à  des  coordonnées  polaires. 

Si  l'angle  des  axes  OX,  OY  est  droit,  sin  9  =  1,  et 
sin  (90°  —  a  —  [3)  ==  cos  (a  H-  (3)  ;  de  sorte  que  ces  for- 
mules deviennent  ; 

X  =  m  -1-  p  cos  (a  -♦-  p) ,      y  =  n  -t-  ç  sin  (a  ■+■  p). 
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CHAPITRE  VII. 

Courbes  du  «Iciixiènie  «iegré. 

174.  Nous  avons  vu  (116)  que  l'équalion  générale  du 
premier  degré  à  deux  variables  représente  une  ligne  droite. 

Cherchons  quelles  sont  les  lignes  représentées  par  l'équa- 
tion générale  du  S""  degré  à  deux  variables  x,  y. 

Soit  l'équation 

kxf  -+-  Bx.v  -+-  C.x'  -+-  D^  +  Ex  -+-  F  =  0   .     .     (1), 

dans  laquelle  les  coefficients  A,B,  C,  D,  E,  F  sont  des 
constantes  arbitraires,  de  grandeur  et  de  signe  quelcon- 
ques et  X,  y  les  coordonnées  d  un  point  quelconque. 
Comme  on  peut  toujours  diviser  tous  les  termes  de  cette 
équation  par  F  ou  par  un  autre  coefficient  A,  B,  C,  D,  etc., 
on  voit  qu'elle  ne  renferme  effectivement  que  cinq  con- 
stantes arbitraires. 

Les  valeurs  de  la  variable  y  dépendent  non-seulement 
de  celles  de  x,  mais  encore  de  celles  de  A,B,  C,  D,  etc. 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  y,  on  obtient  : 

Ba?+D       f      . : 

y= d=_-V/(B^-4AC)  xV2  (BD  -i)AE)x-f-  D''-4AF. 


Les  quantités  A,  B,  C,  etc.,  étant  déterminées,  en  faisant 
passer  x  par  tous  les  états  de  grandeur  possibles,  ces 
valeurs  feront  connaître  celles  correspondantes  de  y  qui 
devront  être  chaque  fois  réelles  pour  que  le  point  existe. 

Le  signe  du  trinôme  du  S"""  degré  situé  sous  le  radical 
dépend  du  signe  de  B^  —  4AC,  coefficient  de  x^. 
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On  sait  f|iie  pour  foule  valeur  de  x  égale  à 

2(BD  — 2AE) 
li''— 4AC     ^^ 

le  ])reiuier  terme  sous  le  radical  (B^  —  MC)  x'^  est  plus 
grand  que  la  somme  des  deux  autres. 

Donc,  si  B^  —  4-AC  <  0,  pour  toute  valeur  de  x  égale 
ou,  à  plus  forte  raison,  supérieure  à 

2  (BD  —  2AE) 
B*  —  4AC 

le  trinôme  sous  le  radical  aura  le  signe  négatif  de  son  pre- 
mier terme  (B^  —  4AC)  x^,  et  la  valeur  correspondante  de 
y  sera  toujours  imaginaire. 

La  courbe,  dans  ce  cas,  sera  donc  limitée  dans  le  sens 
des  X  positifs  et  des  x  négatifs. 

En  résolvant  I  équation  par  rapport  à  x,  on  verra  facile- 
ment que,  si  B^  —  4.AC  < 0,  la  courbe  est  également 
limitée  dans  le  sens  des  y  positifs  et  des  y  négatifs.  Si 
32  —  ^\(^  <^  0,  le  lieu  ou  l'espèce  de  courbe,  que  pourra 
représenter  dans  ce  cas  Téqualion  générale,  sera  donc 
limitée  de  toutes  parts  :  on  la  nomme  Ellipse. 

Si,  au  contraire,  B^  —  4AC  est  positif,  pour  toute  valeur 

(*)  Le  coefficient  i\e  x,  2  (BD  —  2AE),  est  supposé  plus  grand  que 
D*-  4AF.  Si,  au  conu-aire,  2  (BD  —  2AE)  <  D-  — 4AF,  au  lieu  de 

2  (BD  -  2AE) 
B^  —  4AC     ' 

on  doit  prendre  pour  limile  de  x  : 

D«  -  4AF 


1-+- 


82  —  4AC 

'JX  -i-  c, 
ax*  >  6j;  -+-  c,  b  étant  plus  grand  que  c 


Si,  dans   le  trinôme   ax'^ -i- bx -i- c ,  on   fait   a;=l-+--,    on   aura 
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positive  ou  négative  de  x  égale  ou,  à  plus  forte  raison, 

supérieure  à 

2  (BD  —  2AE) 

4  ^ > 

B'— 4AC 

le  terme  (B^  —  4AC)  x^  est  plus  grand  que  la  somme  des 
deux  autres.  Il  s'ensuit  que  le  trinôme  situé  sous  le  radical 
sera  toujours  positif,  à  partir  de  la  limite  indiquée  précé- 
demment, et  que  la  valeur  correspondante  de  y  sera  réelle. 
La  courbe  pourra  donc  s'étendre  à  l'infini  dans  le  sens  des 
X  positifs  et  des  x  négatifs. 

Par  un  raisonnement  analogue,  on  prouverait  que  la 
courbe  peut  s'étendre,  à  partir  d'une  certaine  grandeur 
pour  y,  jusqu'à  l'infini  dans  les  deux  sens. 

Donc,  si  B^  —  4z\C  est  positif,  la  courbe  pourra  s'éten- 
dre à  l'infini  dans  tous  les  sens  :  on  nomme  cette  courbe 
Hyperbole. 

Le  trinôme  situé  sous  le  radical  étant  réel  seulement 
lorsque  la  valeur  de  x  ou  de  y  est  finie  et  marquée  par 

2  (BD  —  2AE) 

les  hyperboles  sont  des  courbes  qui  s'étendent  à  l'infini 
dans  tous  les  sens  et  qui  sont  séparées  par  un  intervalle. 
En  effet,  pour  toute  valeur  positive  ou  négative  de  x  ou  de 
y  plus  petite  que 

2(BD— 2AE) 


1  -+- 


B'  —  4AC 


le  trinôme  du  second  degré  en  x  ou  en  y  sous  le  radical 
pourra  devenir  négatif,  et  rendra  l'une  des  variables  x  ou 
y  imaginaire. 

Enfin,  si  B^ —  -iAC  =  0,  il  ne  reste  plus  sous  le  radical 
qu'une  expression,  égale  à  2px  -f-  q,  qui  peut  admettre 
pour  x  des  valeurs  infinies  seulement  dans  un  sens,  marqué 
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j)ur  le  signe  de  p.  La  courbe  ne  pourra  donc,  dans  ce 
cas,  s  elendie  à  l'infini  que  dans  une  seule  direction  :  on 
nomme  celte  courbe  une  Parabole. 
On  voit  que  l'équation  générale 

Aty'  -+-  Hxy  -^-  Cx*  -t-  Dt/  4-  Ex  +  F  =  0 

peut  représenter  trois  genres  distincts  de  courbes  : 

i"  Des  courbes  limitées,  fermées  de  toutes  parts,  nom- 
mées Ellipses,  67"  B^  —  4AC  <  0  ; 

2"  Des  coui-bes  s'étendant  à  l'infini  dans  tous  les  sens, 
nommées  Hyperboles,  si  B^  —  4.AC  >  0; 

3°  Des  courbes  s'étendant  à  l'infini,  dans  un  sens  seule- 
ment, nommées  Paraboles,  si  B^  —  ^AC  =  0. 

175.  L'expression 

Bx-hD      l 


y= ±— |/(B'-4AC)x*-hi>{Bl)-^2AE)a;H-D*-4AF, 

:2A         2A 

nous  apprend  qu'à  une  valeur  quelconque  de  x  correspon- 
dent toujours  deux  valeurs  différentes  dey,  ayant  une  pre- 
mière partie  commune,  celle  qui  précède  le  radical.  Les 
deux  autres  parties  étant  égales  et  de  signes  contraires, 
l'équation  Bx  +  D 

^^  2A 

est  un  diamètre  de  la  courbe. 

On  nomme  diamètre  dans  les  courbes  du  2'"°  degré  une 
droite  qui  partage  un  système  de  cordes  parallèles  en  deux 
parties  égales. 

Soit  une  abscisse  quelconque  .x  =  OP  (fig.  84-),  et  PG 
l'ordonnée  corresporidanle  de  la  droite 

BxH-D 

»= — s— 

Puisque  les  deux  valeurs  du  radical  sont  égales  et  de 
signes  contraires,  cette  ordonnée  PG  doit  être  augmentée 

13 
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et  diminuée  de  la  même  quantité  qui  est  la  valeur  que 
prend  le  radical  quand  on  y  fait  x  =  OP. 


Fig.    84. 


-rJf 


Soit  GM  cette  valeur  du  radical  ;  de  sorte  que  les  deux 
ordonnées  de  la  courbe  sont  : 

y  =  PGH-GM  =  PM     et    î/  =  PG  — GM'  =  PM', 

GM  étant  égal  à  GM'. 

En  faisant  x  =  OP'  et  répétant  la  même  construction 
que  précédemment,  on  verra  que  NN'  est  une  corde  paral- 
lèle à  MM'  dont  G'  est  le  point  milieu,  et  qu'ainsi  la  droite 
GG'  représentée  par  l'équation 

_       Bx-H  D 

est  un  diamètre  de  la  courbe.  Les  équations 

2Aî/  -4-  Bx  -4-  D  =  0     et     2Cx  -+-  B?/  +  E  =  0 

sont  deux  diamètres  qui,  par  leur  intersection,  déterminent 
la  position  du  point  qu'on  nomme  centre  dans  les  courbes 
du  S"""  degré. 

Si  les  coefficients  A   et   C  sont  de  signes  contraires,: 
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B* — 4AC  sera  toujours  positif,  puisque  les  deux  termes 
de  ce  binôme  seront  positifs  :  dans  ce  cas,  la  courbe  ne 
pourra  être  qu'une  hyperbole. 

176.  Ellipse.  Si  B'^  —  4AC  est  négatif,  la  courbe  ne 
pourra  avoir  aucun  point  à  l'inlini;  elle  sera  limitée  de 
toutes  parts  entre  quatre  parallèles  aux  axes.  Lorsque  la 
condition  B^  —  4AC  <  0  est  remplie,  on  ne  peut  assurer 
pour  cela  que  l'ellipse  existe,  car  celle-ci  peut-être  imaginaire. 

Pour  avoir  les  points  où  le  diamètre  rencontre  la  courbe, 
il  est  évident  qu'il  faut  chercher  les  valeurs  de  x  qui  rendent 
nul  le  radical 

_Lv/(B*—  4AC)  a;'  -t-  2  (BD  —  i>AE)  x  -4-  D*—  4AF. 

Les  racines  de  l'équation 

(B*  -  4AC)  a:'  -4-  2  (BD  —  2AE)  x  -f-  D*—  4AF  =  0, 

peuvent  être  :  1°  réelles  et  inégales;  2°  réelles  et  égales; 
3"  imaginaires. 
Posons 

B*— 4AC  =  n^     BD-2AE=p;     D*— 4AF  =  7. 

1"  Admettons  que  les  deux  racines  x',x'\  qui  annulent 
le  trinôme  _  ;i V  h- 2px -+- </ 

soient  réelles  et  inégales.  La  valeur  générale  de  y  pourra 
se  mettre  sous  la  forme  : 

Bx  -f-  D        d  ,  .- 

V  = ; —  ±  —  V  —  n^[x  —  x]  (x  —  x")  (*) , 

J  2A  2A  ^  '^  '^" 

Bx  -+-  D        n    / 

y  = db  — ■  K  (x'  —  x)  (x  —  x"). 

2A  2A      ^  ^  ' 

(')  On  sait  par  l'Algèbre  que  le  trinôme 

—  n*x*  -+-  ^px  -f-  7  =  —  n*  (x  —  a;')  (x  —  x'') 
change  de  signe,  les  deux  racines  x',  se"  étant  réelles,  seulement  lorsque 
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Soient  (fig.  85),  x'  =  OA,x"  =  OA',  AE  et  A'E'  étant 
les  ordonnées  correspondantes  du  diamètre.  Désignons  par 
E,  E',  les  points  où  la  courbe  rencontre  ce  diamètre,  qu'on 
sait  tracer  d'après  son  équation. 

Fig.   85. 


Pour  toute  valeur  positive  de  x,  moindre  que  x',  les 
deux  facteurs  x'  —  x,  x  —  x"  seront  de  signes  contraires, 
et  le  radical  n 


2A      ^ 


X)  [X 


sera  imaginaire  :  la  courbe  ou  le  lieu  ne  pourra  donc  avoir 
aucun  point  entre  l'axe  des  y  et  la  parallèle  AE.  Si  x  =  x', 
le  radical  devient  nul  et  l'on  obtient  le  point  E  où  la 
courbe  rencontre  le  diamètre 

Bx'  H-  D 
^^  2Â 

Pour  toute  valeur  positive  de  x,  plus  grande  que  x'  et 
moindre  que  x",  les  deux  facteurs  x'  —  x,  x  —  x"  sont 
tous  deux  négatifs  ;  le  radical  est  constamment  réel  et,  à 

la  valeur  dea;estcompriseeutre  celles-ci.  Le  produit  —  n^(x  —  x')  {x—x"), 
situé  sous  le  radical,  sera  positif  si  x  y>  x'  -C  x",  x"  étant  la  plus  grande 
des  deux  racines. 
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cliaque  valeur  tle  x,  répondent  deux  valeurs  de  y ,  l'une 
au-dessus  et  l'autre  au-dessous  du  diamètre  lEE'. 

Lorsque  X  =  3c",  le  radical  s'annule,  et  Ton  a  le  second 
point  E',  oij  l'ellipse  rencontre  le  diamètre.  Si  a;>  x"  et,  à 
plus  forte  raison ,  est  plus  grand  que  oc',  le  facteur  x'  —  x 
est  négatif,  et  x  —  x"  est  positif;  le  radical  devient  de  nou- 
veau imaginaire,  et  l'ellipse  cesse  d'exister. 

Enfin,  si  Ton  change  x  en  — x,  le  facteur  x'  —  x  de- 
vient x'  -h  x;  il  est  toujours  positif,  tandis  que  le  second, 
X — x"  =  — (x  -h  x"),  conserve  constamment  le  signe — . 
Le  radical  est  imaginaire  pour  toute  valeur  négative  de  x. 
La  courbe  ne  possède  aucun  point  du  côté  des  x  négatifs; 
de  sorte  que  Teilipse  existe  seulement  entre  les  parallèles 
AE,  A  E . 

Le  Irinômc  —  «^  x^  -h  2px  -+-  q  est  nul  pour  une  valeur 
finie  quelconque  de  x. 

La  variable  x  passant  par  tous  les  états  de  grandeur 
finie,  depuis  x  =  x'  jusqu'à  x  =  x",  le  trinôme  sous  le 
radical  passe  lui-même,  sans  devenir  infini,  par  tous  les 
états  de  grandeur  correspondants.  Parmi  ceux-ci,  il  en  est 
un  qui  est  maximum. 

Pour  le  trouver,  posons  : 

—  n^x^  -4-  'îlpx  -\~  q  ==  m  ; 


lions  aurons 


II'  r       ri*         >j- 


d'où 


m 


m 
rc      tv      n* 


\n'      n 
p         x'  -i-  X 


B  étant  le  milieu  de  AA',  on  a  : 

OA— OA      OA -+.  OA' 
OB=OA-H = ;      d'où     x=OB 
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-x'f 


et         m  =  n^ 


] 


XX     \^^  n 


qui  est  le  maximum  du  radical. 

En  portant,  à  partir  du  point  G  (fig.  83),  sur  l'ordonnée 
BG  du  diamètre,  au-dessus  et  au-dessous  de  ce  dernier, 
deux  longueurs  GT,  GT',  égales  à  n  {^  ~  ""  \  on  aura  les 
deux  points  T,  T'  de  l'ellipse  les  plus  éloignés  du  dia- 
mètre. On  voit  que  la  courbe  est  tangente  aux  points  T,  T' 
des  deux  droites  R'  S'  et  RS,  parallèles  au  diamètre  lEE', 
et  qu'elle  est  aussi  tangente  aux  deux  points  E,  E'  des  deux 
droites  AR',  A'S',  parallèles  à  l'axe  des  y. 

177.  2"  Si  les  racines  de  l'équation 

—  n^x^  ■+-  'ipx  -\-  q  =  0 
sont  égales,  on  aura  : 
Bx-f-  D 


V  =  —  rb  —  V —  n^  (x  —  x')  (x 

Bx  -t-  D        , .       ^  ,      ,  / 

±    nV—i. 


2A  \    i2A 

Alors,  l'ellipse  infiniment  petite  se  réduit  à  un  point, 

Bx'-+-  D 


X     et    y  = 


iJA 


ou  bien  aux  deux  droites  imaginaires  qui  précèdent. 

On  conçoit  que  les  points  de  rencontre  d'une  droite 
quelconque  avec  une  courbe  qui  se  réduit  ainsi  à  un  point 
soient  imaginaires. 

178.  3°  Les  racines  qui  satisfont  à  l'équation 
—  n%2  -1-  2px  -h  (/  =  0  étant  imaginaires,  le  trinôme  con- 
serve le  signe  négatif  de  son  premier  terme,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  x  :  le  radical  est  imaginaire,  et  l'ellipse 
ne  peut  exister. 
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Si  (y  =  0,  il  ne  reste  pins  sous  le  radical  que  le  binôme 
—  11^  x^  -h  2/)x  =  0.  En  régalant  à  zéro,  Tune  des  racines 
sera  nulle,  et  la  seconde  est  : 

2p 
/r 

elle  peut  être  positive  ou  négative.  Dans  ce  cas,  l'axe  desi/ 
est  tangent  à  l'ellipse,  au  point  où  il  est  rencontré  par  le 
diamètre. 

Enfin,  si  ;j  =  0,  le  radical  se  réduisant  à 

lorsque  les  racines  de  l'équation  —  n^x^  -h  q  =  0  seront 
réelles,  le  centre  de  l'ellipse  sera  situé  sur  l'axe  des  y, 
puisque  les  racines  réelles  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires. 

179.  Hyperbole  :  B^  —  ^AC  >0.  Soit  IH  le  diamètre 
représenté  par  l'équation  y  = ^F"* 

On  a  : 

Bx  -4-  D        I    .  .— 

''  2A  2A  A-         7 

1"  Supposons  que  les  racines  x',  x"qui  annulent  le  tri- 
nôme -h  «V^  -h  2/>Jc  -h  q  sous  le  radical,  soient  réelles, 
inégales  et  toutes  deux  positives.  Posons  x'  =  OB,  x"  =0B', 
(fig.  86).  On  aura  : 

Bx  -f-  D 


?/  = ±  —  \/w*  (x  —  x)  (x —  x")  (*). 

•''  2A  2A  '^ 

Faisons  passer  x  par  tous  les  états  de  grandeur  possibles 
depuis  zéro  jusqu'à  l'infini  positif. 

Si  X  est  plus  petit  que  x  et,  par  suite,  plus  petit  que  x", 

i*)  Le  irinôme  n-x^ -\-^x-\-q=^H'^{x  —  x'){x  — x")  changera  de 
.-i^iie  et.  par  conséquent,  deviendra  négatif,  si  a;  >  a;'  <!  x''. 
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les  deux  facteurs  x  —  x' ,  x  —  x"  seront  tous  deux  de 
même  signe  et  deviendront  d'autant  plus  petits  que  la  va- 
leur positive  de  x  différera  moins  de  celle  de  x' ,  et  aussi 
de  celle  de  x". 

Pour  chaque  valeur  de  3c,  il  y  a  deux  valeurs  égales  et 
de  signes  contraires  pour  y,  comptées  à  partir  du  diamètre 
lEE';  il  s'ensuit  que  les  points  de  la  courbe,  depuis  x  =  0 
jusqu'à  x  =  x',  s'approchent  de  plus  en  plus  du  diamètre. 

Fig.    86. 


Pourac  =  a?',  les  deux  valeurs  de  y  se  réunissent  en 
une  seule  :  la  parallèle  BE  à  l'axe  des  y  est  tangente  en  E, 
au  point  oii  le  diamètre  rencontre  l'hyperbole. 

Lorsque  x  est  plus  grand  que  x'  et  plus  petit  que  x",  le 
facteur  x  —  x'  est  positif,  et  le  second  x  —  x"  est  négatif; 
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c'est  pourquoi  le  radical  est  imaginaire,  et  que  l'hyperbole 
n'a  aucun  point  dans  l'inlcrvalle  de  x  à  x",  entre  les  pa- 
rallèles BE,  B'E'.  Si  X  z=  a",  le  radical  se  réduit  à  zéro,  et 
la  droite  B'E'  est  tangente  en  E',  au  point  où  le  diamètre 
rencontre  l'hyperbole. 

X  étant  plus  grand  que  se",  les  deux  facteurs  x  —  ac', 
X  —  x"  sont  tous  deux  positifs,  et  d'autant  plus  grands  que 
la  valeur  de  x  est  elle-même  plus  grande;  et  comme,  pour 
chaque  valeur  de  x,  il  y  a,  à  partir  du  diamètre,  deux  va- 
leurs du  radical  égales  et  de  signes  contraires,  il  en  résulte 
qu'à  partir  du  point  E'  la  courbe  s'éloigne  de  plus  en  plus 
du  diamètre  lEE' jusqu'à  l'infini. 

Pour  x  =  0,  on  obtient  les  points  R,  R',  où  l'hyperbole 
rencontre  l'axe  des  y. 

Si  X  est  négatif,  il  est  évident  que  les  deux  facteurs 
seront  tous  deux  négatifs;  le  radical  est  réel,  et  d'autant 
plus  grand  que  la  valeur  absolue  de  x  sera  grande.  II 
s'ensuit  que  l'hyperbole  est  composée  de  quatre  branches 
qui  s'étendent  à  l'infini  dans  tous  les  sens. 

180.  2°  Si  les  racines  de  l'équation 

m"^x*  -+-  ^px  -4-  (/  =  0 

sont  égales,  le  trinôme  sous  le  radical  est  un  carré  parfait, 

et  il  vient  : 

Bx  -t-  D        n 

y  = ±  —  (x  —  x'). 

L'hyperbole  se  réduit  dans  ce  cas  aux  deux  droites 

Bx  -+-  D       n 

y  = 1 (x  —  x') 

^  2A  ±\^  ' 

Bx  -4-  f)       n 

et  t/  = {x — x'), 

Î2A  2A 
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qui  se  coupent  en  un  même  point  du  diamètre  qu'on  ob- 
tient en  posant^  (ac —  x')==0;d'où 

Bx'  -t-  D    ^ 

x  =  x'     et     3/  = —^ — (*). 

181.  Les  racines  de  1  équation 

n^x^  -+-  2/jar  -H  ^  =  0 

étant  imaginaires,  le  trinôme  sous  le  radical  conserve  con- 
stamment, comme  on  le  sait,  le  signe  de  son  premier 
terme  w^x^^  quelle  que  soit  la  valeur  de  a;;  il  en  résulte 
que  les  valeurs  de  y  sont  toujours  réelles  et  que  l'hyper- 
bole existe  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y. 

Mais,  les  racines  qui  annulent  le  trinôme  sous  le  radi- 

cal  étant   imagmau'es,  le   diamètre   y  = ^r~  '  "^ 

pourra  pas  dans  ce  cas  rencontrer  la  courbe;  il  passe  alors 
dans  l'intervalle  qui  sépare  les  branches  de  celle-ci. 

Pour  avoir  alors  les  points  de  l'hyperbole  qui  s'approchent 

(*)  Si  le  trinôme  n^x^  -+-  2pa;-f-  q  dans  l'expression  de  l'ordonnée  delà 

courbe 

Ba7-+-D   ,     i    ,/— 

y  =  —  ■ dci—  y  n%'' -4-  "Jpx ■+- q 

•'  2A  2A  f         ^ 

est  un  carré  parfait,  l'équation  générale  représente  le  système  de  deux 
droites.  La  condition  pour  que  ce  trinôme  soit  un  carré  parfait  est  : 

(BD  — 2AE)2  =  (B*-4AC)  (D«  —  4AF) 
ou  4ACF-t-BDE- AE^-CD='— FB2  =  0. 

C'est  à  cette  quantité  qui  renferme  les  paramètres  A,  B,  G,  D,  E,  F  qu'on 
a  donné  le  nom  de  discrirninani  auquel  nous  reviendrons  plus  loin  et  que 
nous  représenterons  par  A. 

11  est  évident  que  si  l'on  prend  pour  équation  générale 

ay-  -+-  Ibxij  -\-  cx^  -+-  Mij  -v-  2ea;  -h  /"=  0, 
on  aura  pour  le  discriminant 

acf  -+-  nih  —  rte^  —  crP  -  fb^  =  0. 
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le  plus  du  tliamèlro,  cherchons  le  minimum  du  radical 


2A  f        1 


A  cette  fin,  soit 


irx-  'i-  îlpx  -+-(/  =  m  ; 


d'où 


et 


q        p 


m  =  /i 


n^       n' 


En   ponant    celle   valeur  ^  j/j  —  ^  au-dessus  et  au- 


dessous  du  diamètre,  sur  l'ordonnée  correspondante  à  l'ab- 
scisse a;  =  —  ^  =  OP,  on  aura  les  deux  points  R,  R',  les 
plus  rapprochés  du  diamètre  (fig.  87). 

182.  Si  A  ou  C  est  nul,  le  binôme  B^  —  iAC  se  ré- 
<lnit  à  B^,  et  la  courbe  représentée  par  l'équation  générale 
A/  -+-  Bxy  -4-  Cx^  -+-  D/y  -^  Ex  -H  F  =  0, 


204  SECONDE    PARTIE. 

est  une  hyperbole.  On  a  en  effet,  dans  ce  cas,  pour  A  =  0, 
Cx^  -f-  Ex  -+-  F 


y  = 


Bx-t-  D 


y 


=  ax  -4-  6  -f- 


Bx-H  D 


ax  -h-  b  étant  le  quotient  de  la  division  de  Cx^  -f-  Ex  -h  F 
par  Bx  H-  D,  et  c  étant  le  reste. 


Fig.  88. 


L'      y 
Soit  IH  (lig.  88)  la  droite  qui  a  pour  équation 

y  =  ax  -i-  h. 
Faisons  x  ==0  dans  cette  équation,  on  a  : 


^  D 

En  portant  sur  Taxe  des  y,  à  partir  du  point  H,  HE  =  ^  > 


I 
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^H)n  obtiendra  le  point  E  où  la  courbe  rencontre  l'axe  des 

^Pbrdonnées. 

L'ordonnée  quelconque  PM  de  la  courbe  se   compose 

1       de  l'ordonnée  PN  de  la  droite,  plus  la  valeur  NM  =B:^rjrD' 

'  En  faisant  grandir  or,  à  partir  de  zéro,  l'ordonnée  PM  de 

la  courbe  se  rapprochera  de  plus  en  plus  de  l'ordonnée 
P.\  de  la  droite  y=.ax-+-  6,  puisque  la  fraction  g-^g' 
qui  est  égale  à  MiX,  devient  de  plus  en  plus  petite. 
Lorsque  a;=  oo,  la  valeur  de  celte  fraction  est  infîniinent. 
petite  ou  nulle  :  la  branche  de  courbe  EMC  se  rapproche 
donc  de  plus  en  plus  de  la  droite  III,  et  se  confond  avec 
celle-ci  lorsque  x  =  oc. 

Faisons  ensuite  passer  x  par  tous  les  étals  de  grandeur 
depuis  X  =  0,  jusqu'à  x  =  —  oo. 

A  celte  fin,  changeons  x  en  —  x.  On  aura  : 


D  —  Bx 


A  nfiesure  que  a;,  à  partir  de  zéro,  s'approche  de  y,  la 
fraction  ^_^p-  devient  de  plus  en  plus  grande,  tout  en  res- 
tant positive,  ainsi  que  l'ordonnée  de  la  courbe.  Lorsque 
a;  =  OK  =  jj ,  cette  fraction,  ainsi  que  y,  seront  infinis; 
on  obtiendra  la  seconde  branche  EC  qui  rencontrera  la 
parallèle  KL  à  l'axe  des  y  à  l'infini. 

D  t 

Pour  toute  valeur  de  x  =  g  ±  a,  a  étant  une  quantité 
aussi  petite  que  l'on  voudra,  la  fraction  ^J^^^  sera  négative 
ou  positive,  et  infiniment  grande. 

Si  X  =  I  H-  a  =  OP',  l'ordonnée  de  la  courbe  sera 
P'M'  =  P'N'  -+-  M'N';  si  a  est  infiniment  petit  ou  nul,  la 
fraction  ^jzzbx  ^^  ^I  ^'j  q^i'  est  négative,  devient  infiniment 
grande,  comme  aussi  l'ordonnée  de  la  courbe,  et  l'on  a  la 
branche  iM'C"  qui  se  confond  à  l'infini  avec  la  parallèle 
LKL'  à  l'axe  des  y. 
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Si  Ton  fait  grandir  x  indéliniment,  la  fraction  ^Zbx^  ^^"" 
jours  négative,  deviendra  d'autant  plus  petite,  ainsi  que 
M'N',  et  l'on  obtiendra  de  cette  manière  la  branche  M'C" 
qui  se  confondra  avec  la  droite  IH  lorsque  x  =  —  oo. 

183.  Si  C==0,  on  a  : 

(/ 

my  -h  n  étant  le  quotient  de  \y^  -+-Dy  -hF  par  By  +  E, 
et  d  le  reste  de  la  division. 


La  courbe  est  une  hyperbole  représentée  par  la 
ligure  89. 

On  construit  d'abord  la  droite  IH  qui  a  pour  équation 
X  =  my  -+-  n,  et  la  parallèle  RKR'  à  l'axe  des  x, 

■^  B 
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Celle  parallèle  se  confond  à  rinfini  avec  les  branches 
des  courbes  DC,  D'S,  el  la  droite  IH  se  confond  à  l'infini 
;ivec  les  branches  DC  et  D'S'. 

Lorsque  le  Irinôme  Cx^  -i-  Ex  -h  V  est  divisible  exac- 
lement  par  Ba;  +  D,  il  est  alors  évident  que  l'hyperbole 
se  réduit  au  système  de  deux  droites.  En  effet,  on  a  dans  ce 
cas,  puisque  le  reste  c  est  nul  : 

y  (Bx  -t-  D)  =  (flx  -*-  b)  (Bx  +  D) 
ou  (y  —  ax  —  6)(Bx-hD)  =  0, 

qui  est  bien  le  système  de  deux  droites  : 

yz=zax-\-b,     Bx-+-D  =  0. 

184.  Enfin,  si  A  et  C  sont  nuls  en  même  temps, 
l'équation  générale  est  alors 

Bxy  +  Dî/  -4-  Ex  -+-  F  =  0. 

La  courbe  est  encore  une  hyperbole  (fig.  90). 
En  résolvant  cette  équation  successivement  par  rapport  à 

X  et  à  y,  on  a  : 


X  = 


Dy 


Ex 


Bx-+-  U 

X  Si  les  dénomina- 
^  leurs  sont  nuls,  les 
^  valeurs  de  x  et  de  y 

deviennent  infinies; 

mais  B//  -+-  E  =  0 

donne  : 


y  = 


qui  représente  une  parallèle  à  l'axe  des  x. 
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De  même,       Bx-+-D=0,     x  = 

B 

représente  une  parallèle  à  l'axe  des  y.  Ces  deux  parallèles 
rencontrent  les  branches  DC,  EC,  D'S',  E'S  à  l'infini. 

185.  Parabole  :      B^  —  4AC  =  0. 

La  valeur  générale  de  ij  se  réduit  à 

Bx-f-  D 


y  = 


-2A 


1/2/Jx 


p  étant  positif,  la  courbe  ne  pourra  s'étendre  à  l'infini  que 
dans  le  sens  des  x  positifs. 


1°  Si  p  et  ç  sont  tous  deux  positifs,  en  posant 


2/)x-t-</  =  0,     on  a     x  =  ~-— 
pour  le  point  E',  où  la  parabole  rencontre  le  diamètre  lllE. 
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Prenons  sur  l'axe  des  x,  dans  le  sens  négalif,  une  lon- 
gueur OR'  marquée  par —  ^,  et  lirons  la  parallèle  K'E' 
à  l'axe  des  y  :  la  courbe  n'aura  aucun  point  au  delà  de  celle 
droite  qui  est  tangente  en  E'  à  la  parabole  (fig.  91). 

2"  q  élanl  nul  et  p  positif,  la  courbe  n'aura  aucun  point 
du  eôlé  des  x  négatifs,  et  l'axe  des  y  sera  tangent  à  la  para- 
bole, au  point  H  où  le  diamètre  rencontre  cet  axe.  On 
obtiendra  ainsi  la  parabole  AHB.  Il  est  évident  que  l'on 
pourra  donner  à  x  dans  ce  cas,  comme  dans  le  précédent, 
telle  valeur  positive  que  l'on  voudra. 

ô°  q  étant  négatif  et  p  positif,  en  posant  ^px  —  </  =  0, 

on  obtient  : 

*/  . 
X  =  —  ; 

et,  si  l'on  prend  sur  l'axe  des  x,  dans  le  sens  positif,  une 
longueur  OK  =  ^  ,  la  parallèle  KE  sera  tangente  au  point 
E  à  la  parabole,  et  celle-ci  n'aura  aucun  point  en  deçà  de 
celle  droite. 

p  étant  négalif,  la  courbe  pourra  s'étendre  à  l'infini  seu- 
lement dans  le  sens  des  x  négatifs. 

Supposons  que  le  terme  q  soit  positif.  On  aura 

„  q 

—  2px-»-(/  =  0;     uoù     ic  =  -^; 

ce  qui  nous  apprend  que  la  parabole  n'a  aucun  point  au 
delà  de  la  parallèle  KE,  dans  le  sens  des  x  positifs. 

Si  7  =  0,  il  reste  sous  le  radical  \^ —  Ipx,  expression 
qui  n'admet  pour  y  aucune  valeur  positive  de  x.  La  para- 
bole dans  ce  cas  est  A'HB';  elle  est  tangente  au  point  H  à 
l'axe  des  y  et  s'étend  à  l'infini  dans  le  sens  des  x  négatifs. 

Enfin,  si  p  et  q  sont  en  même  temps  négatifs,  la  parabole 
coupera  le  diamètre  au  point  E'  et  s'étendra,  à  partir  de  ce 
point,  à  l'infini,  dans  le  sens  des  x  négatifs. 

U 


210 


SECONDE    PAKTIE. 


Applications  numériques. 

186.  Proposons-nous  de  construire  les  courbes  repré- 
sentées par  les  équations  : 


y^  —  2x?/  -f-    3x^  —  4?/  -t-    5x  —   6  =  0; 

î/*  —  Gxy  -t-  lOx^  —  2y  -+-    2x  -f-    5  =  0; 

y^  -f-  i  Oxy  -4-  o3a;*  —  6y  —  iOx  -+-  24  =  0  ; 

y^  —  2x1/  —    Zx^  -^  6y  -\-  \0x  —   3=0; 

y'^  —  4x1/  -+-    3x^ —  %  ^-    8x  -t-    4  =  0; 

y^  —  %xy -\-    5x* — 14?/-h  22x -+- 24  =  0; 

t/^  —  4xî/  -4-    4x^  —  ^!/  -*-    7x  -+-    9  =  0; 

î/^  —  2xt/  -4-  x^  -+-  X  =  0. 

1"  Soit  proposé  de  construire  la  courbe  dont  l'équation  est: 

y^  —  2xî/  -4-  3x*  —  4?/  -4-  Dx  —  6  =  0. 

Les  axes  coordonnés  étant  rectangulaires,  on  a  : 


?/  =  X  -4-  2  =b  \/ —  2x^  —  X  -4-  10  ; 
on  voit  que  cette  conrbe  est  une  ellipse  et  que 

Î/  =  X  -4-  2 

est  un  de  ses  diamètres,  qu'il  est  facile  de  construire. 

Les  racines  du  trinôme  — •  2x2  —  x  -\-  10  situé  sous  le 
radical  étant  2  et  —  5,  la  courbe  coupe  le  diamètre  IH  (fig. 
92)  aux  deux  points  E,  E'  qui  ont  pour  abscisse 


5V 


0A  =  2,     0B  =  -1      ^  =  x-4-2±  Y/^2(2-x)'x-f--j 

Si  l'on  fait  x  =  0,  on  aura  les  deux  points  S,  S',  inter- 
section de  l'ellipse  avec  l'axe  des  y. 
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„.    ,,,  En  faisant  ffrandir 

X  positivement  depuis 
zéro  jusqu'à  2,  le 
facleui'  2  —  x  sous 
le  radical  diminue  et 
reste  positif,  ainsi  que 
x  -+-  2  ;  les  ordonnées 
à  partir  du  diamètre 
vont  donc  en  dimi- 
nuant à  mesure  que  x 
^  augmente  dans  le  sens 
positif.  Pour  x  =  2 
(qui  représente  la  pa- 
rallèle AE  à  l'axe  des 
y),  le  radical  s'annule; 

la  droite  AE  est  une  tangente  à  l'ellipse  au  point  E. 
Faisons  varier  x  dans  le  sens  des  abscisses  négatives,  et, 

1  cette  fin,  changeons  a;  en  —  x  sous  le  radical;  on  aura  : 


y  =  x-\-  2 


.    / 

y  2(2 


-f-  X)  I- X 


Le  radical  restera  réel  et  ira  en  diminuant  depuis  x=  0 
jusqu'à  x  =  —  OB  =  —  -,  valeur  pour  laquelle  il  s'an- 
nule :  l'ellipse  se  trouve  comprise  entre  les  deux  parallèles 
AE,  BE',  auxquelles  elle  est  tangente. 

Cherchons  quelle  valeur  il  faut  donner  à  x,  pour  que  le 

trinôme  — 2^^  —  x -h  10  sous  le  radical   s'élève  à  son 

maximum  m.  On  a  : 

\       .   /8Î      m  81 

—  2x*— x-4- 10  =  m,     x  =  — ±  \/ »     m=  — 

4       V    i6      2  8 

On  trace  l'ordonnée  correspondante  à  l'abscisse  x  =  —  U 
et,  à  partir  du  point  de  rencontre  de  cette  ordonnée  avec 
le  diamètre,  on  portera  au-dessus  et  au-dessous  de  celui-ci 
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des  valeurs  GT,  GT'  égales  à  --^--.  On  obtiendra  ainsi  les 
deux  points  de  l'ellipse  les  plus  éloignés  de  ce  diamètre; 
de  sorte  que  la  courbe  chercbée  sera  inscrite  entre   les 
quatre  tangentes  aux  points  E,  E',  T  et  T'. 
187.  Soit  à  construire  l'ellipse 

if  -H  4xî/  -+-  5x'-  iOtj  -  22x  -H  26  =  0. 
On  a:         3/  =  —  2x-t-5±  l/—  x^  -+-  2x  —  i 
ou  .v  =  -2a--t-  5±V^(x'-2x-+-1)x-l, 

y  =  -  2x  -+•  5  ±  (X  —  i)  V/^^1. 

Celte  ellipse  n'existe  que  pour  x=\,  ce  qui  donne 
y  =  3.  La  courbe  se  réduit  donc  à  un  point.  ; 

488.  Soit  la  courbe 

V'  -+-  4x?/  -H  9x'  —  6î/  —  18x  -f-  12  =  0. 
11  vient  :    1/ =  —  2x -4- 5d=l/— lix* -+- Gx  —  5. 

Les  deux  racines  qui  annulent  le  trinôme  —  z>x^  +  6x  —  3 
étant  imaginaires,  ce  trinôme  conserve  le  signe  négatif  de 
son  premier  terme  pour  toutes  les  valeurs  de  x  :  il  ne  peut 
y  avoir  pour  y  aucune  valeur  réelle,  de  sorte  que  l'ellipse 
est  imaginaire. 

189.  Si  les  coefficients  A  et  C  de  l'équation  générale 
sont  égaux,  B  étant  nul,  l'équation 

D         E  F 

2/- -t- X*  H — 2/ -t- —  X -+- -  =0  .     ...[{) 

représente  une  circonférence  de  cercle  rapportée  à  des 

axes  rectangulaires.  Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la 

forme  : 

D  \2      /  EV      D*  -t-  E^  —  4ÂF 


(3/-^y-(--^y 


4A* 
Les  coordonnées  du  centre  sont  [3  = 


2A  '  2A 


4 


le  rayon  est        R  =  -— V^D'-t-  E*—  4AF. 

ÀA. 
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A  et  C  éiant  égaux  et  B  n'étant  pas  nul,  on  a  ; 

B  I)         E         F 

.'/-+- a;' -t-  -^^y-^  j!/-+-  A^"*"  a"^ 

Pour  voir  si  celte  équation  représente  une  circonférence 
rapportée  à  des  coordonnées  obliques,  il  suflit  de  la  com- 
parer à  l'équation 

{x  —  a)^  -4-  (  «/  -  |3)^  -4-  2  (x  —  a)  (y  -  p)  ces  9  =  R« 


)U 

a;*  -t-  t/*  -f-  '2x//  CCS  6  —  2  (j3  -+-  a  cos  9)  ?/ 

—  i2  (a  -f-  j3  COS  9)  X  -+-  a*  -1-  f5-  -t-  Î2a  ^  COS  9  —  R*=  0. 

Il  vieni 

B                         1) 

:      -=2cos9,      -  =  — 2(,S -4- acos9), 
A                         A 

E 

F 

—  2  (a  -4-  p  COS  9),      -  z=  oL^ -^  f" -t-  2ap  COS  9  —  R*. 

Ces  équations  doivent  donner  pour  R,  a,  Ci  des  valeurs 
qui  ne  soient  pas  absurdes. 

Les  applications  numériques  ne  peuvent  ofl'rir  aucune 
difficulté;  c'est  pourquoi  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

190.  Soit  I  équation  î/2  —  2xî/-3a;2-f-6</-t-10x- 3=0. 

A  et  C  élant  de  signes  contraires,  la  courbe  est  une 
hyperbole ,  puisque  B^  —  4AC  est  nécessairement  positif. 

La  valeur  de  y  esl:y  ==x  —  3  ±  2  V^  (x  —  1  )  (x  —  3). 
/:  étant  positif  et  plus  petit  que  i,  et  à  plus  forte  raison, 
plus  petit  que  3,  le  radical  est  réel.  La  valeur  de  y  est  donc 
réelle,  et  d'autant  plus  petite  que  x  se  rapproche  le  plus  de  1. 

De  sorte  que,  pour  x  =  1  ,  le  radical  est  nul,  et  l'on 
obtient  le  premier  point  E,  oîi  le  diamètre  IH  rencontre  la 
courbe  (lig-  93). 

Pour  toute  valeur  positive  de  x  comprise  entre  1  et  3, 
le  radical  est  imaginaire  et  il  s'annule  pour  x  =  3.  Lorsque 
X  >  3,  le  radical  est  réel,  et  d'autant  plus  grand  que  x 
lui-même  est  plus  grand. 
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Si  Ion  fait3c  =  0,  on  obtient  les  deux  points  II  et  R', 
où  l'hyperbole  rencontre  l'axe  des  y. 

Fig.  93,  Il  est  facile  de 

y]  /  voir  que,  si  l'on 

change  a;  en — oc, 
les  valeurs  de  y 
seront  toujours 
réelles;  de  sorte 
que  l'hyperbole, 
représentée  par 
l'équation  propo- 
sée, est  indiquée 
par  la  figure  ci- 
contre. 

Le  diamètre  IH 
coupe  les  axes  à 
des  distances 

011  =  3, 
01  =  —  3 

de  l'origine,   et 
la    courbe    aux 
points  E  et  II  dont  les  abscisses  égalent  +  1  et  +  3. 

191.  Prenons  pour  deuxième  exemple  la  courbe  don- 
née par  l'équation 

1/^ —  ftxy  -t-  5a;* —  &y  -4-  8x  -t-  4  =  0. 


y  =  2x  -t-  3  ±  \/x^  -1-  4x  -f-  5. 

Les  racines  qui  annulent  le  trinôme  ac^  -f-  4a;  -(-  5  étant 
imaginaires,  ce  trinôme  conserve  le  signe  positif  de  son 
premier  terme  pour  toutes  les  valeurs  de  x\  donc  y  est 
toujours  réel,  et  l'hyperbole  ne  rencontre  pas  le  diamètre,    | 
?/  ==  Sac  -4-  3,  qui  passe  ainsi  entre  les  deux  branches  de 
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Fig.  9t. 


la  courbe,  cl  rencontre  les  axes  coordonnes  à  des  dislances 

de  l'origine  /y  =  3,  ac  =  —  1  i. 

Il  est  facile  de 
trouver  les  points  où 
la  courbe  s'approche 
le  pins  de  ce  dia- 
mètre. 

A  cette  fin,  il  suffit 
de  chercher  le  mini- 
mum de  la  quantité 
x"^  -h  4x  H-  5,  située 
sous  le  radical.  On  a  : 


+-  4x  -+-  5  =  m , 

Le  minimum  de 
m  est  donc  égal  à  1 , 
et  il  est  donné  par 
x  =  —  ± 

D'où  j/=-  l±l,    .y  =  0,    y  =  -% 

On  obtient  ainsi  les  deux  points  P'  et  Q'  pour  les  points 

où  l'hyperbole  s'éloigne  le  moins  du  diamètre  IH  (fig.  94). 
19*.  Soit  encore  l'équation 

y^-  —  (Sxij  -H  o-r* —  I4y  -+-  22aj  -4-  24  =  0. 

y  =  5a;  -+-  7  ±  l/4x'  -+-  iJOx  -♦-  25, 

y=7tx  -\-l  ± V/(2x  -4-  5/, 
y  =  ôx  -4-  7  rt  (2x  -+-  o) , 

tquation  représentant  deux  droites  qui  se  coupent. 
La  construction  des  paraboles 

y  —  4x»/ -4- 4x*  —  G// -+- 7x -+- 9  =  0 ,      ty^  —  2xî/ -+- x^ -+-  x  =  0, 

n'offre  aucune  difficulté. 
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Equation  générale  des  courbe««  du   <">(>  degré  en 
coordonnées  polaires. 

193.  Si  l'on  place  le  pôle  à  l'origine  des  coordonnées 
rectangulaires  et  que  l'on  prenne  l'axe  des  x  pour  la  droite 
fixe,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M(j-,  y)  d'une 
courbe  en  coordonnées  polaires  sont  : 

a;  =  p('osw,      i/=:psina), 

p  étant  la  distance  OM  du  point  M  à  l'origine  et  w  l'angle 
que  ce  rayon  vecteur  OM  fait  au  pôle  avec  l'axe  des  x,  la 
droite  fixe. 

En  substituant  ces  valeurs  de  x  et  de  y  dans  l'équation 
générale 

A/  -4-  \^xy  H-  Cx*  -t-  D^  -+-  Ex  -H  F  =  0, 
on  aura  : 

(A  sin*w  ^-  Bsin  cocos  w  -+-  Ccos^w)  p* 

-+-  (D  sin  w  -+-  E  CCS  w)  p  h-  F  =  0 , 

qui  est  l'équation  générale  des  courbes  du  2'""  degré  en 
coordonnées  polaires. 

Cette  équation,  par  rapport  à  p,  est  une  équation  com- 
plète du  second  degré;  si  nous  égalons  à  zéro  le  coefficient 
de  p2,  on  aura  l'équation 

A  sin  ^ oj -H  B  sin  eu  cos  eu -f- C  cos^  w  =  0 , 

qui  fera  connaître  à  quelles  conditions  entre  A,  B,  C  la 
courbe  sera  limitée  en  tout  sens,  ou  bien,  si  elle  sera  illi- 
mitée et  infinie  dans  tous  les  sens  ou  dans  un  seul. 

En  résolvant  l'équation  précédente  par  rapport  à  w,  il 
vient  : 

-  B  db  l/B^  -  4AC 

tg  w  = 


I 
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On  voit  comme  précédemment  (i  74)  que,  si  B^ —  4AC  <  0, 
les  valeurs  de  co  sont  imaginaires,  et  que  la  courbe  ne  peut, 
dans  ce  cas,  avoir  aucun  point  à  l'infini;  celle-ci  est  donc 
limitée  de  toutes  parts  ;  telles  sont  les  ellipses. 

Si  \y^ — 4AC  =  0,  la  courbe  étant  rencontrée  par  une 
droite,  ne  peut  jamais  avoir  qu'un  seul  point  à  l'inlini.  Cette 
courbe  est  donc  illimitée  dans  un  seul  sens  :  c'est  la  para- 
bole. 

Lorsque  B^  —  iXC  >  0,  il  y  a  deux  valeurs  différentes 
(le  co  pour  lesquelles  les  rayons  vecteurs  correspondants 
menés  par  l'origine  à  la  courbe  deviennent  infinis.  La 
courbe  est  donc  illimitée  dans  tous  les  sens  :  on  la  nomme 
hy|)erbole. 

Si  le  coeflicient  du  second  terme  en  p  devient  nul,  on 

aura 

(A  sin*w  -+-  B  sin  w  cosw  4-  C  cos'ûj)  p-  -*-  F;=  0, 

et  D  sin  w  -f-  E  ces  ce  =  0. 

A  une  valeur  quelconque  de  co  correspondent  deux 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour  p;  il  s'ensuit 
que  l'origine  est  située  au  centre  de  la  courbe.  Comme  co  est 
quelconque,  on  doit  avoir 

D  =  0,    E  =  0. 

L'équation  D  tgw  -h  E  ==  0  donne  : 

E 
^  D 

A  celte  valeur  de  co  répondent  aussi  deux  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires  de  p. 

Donc,  la  corde  By  -+-  Ex=0,  menée  par  l'origine,  est 
divisée  en  deux  parties  égales  par  ce  point. 

Lorsque  F  =  0,  l'une  des  valeurs  de  p  est  égale  à  zéro; 
l'autre  valeur  est  donnée  par  l'équation 

(A  sin^ce  •+-  B  sin  w  ces  a-  -f-  C  cos"  «)  p  -+-  D  sin  a  -+-  Ecos  u==0. 
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Si  l'on  a,  en  même  temps, 

D  sin  w  -+-  E  cos  w  =  0 , 
les  deux  valeurs  de  p  sont  nulles,  et 
Dy  -t-  Eac  =  0 
est  l'équation  de  la  tangente  à  l'origine. 


CHAPITRE   VIII. 


Centre  et  diamètres. 

194.  On  nomme  centre  un  point  qui,  situé  dans  le  plan 

d'une  courbe,  divise  en  deux  parties  égales  toute  corde  qui 

passe  par  ce  point. 

On  nomme  diamètre  une  droite  qui   partage  en  deux 

parties  égales  un  système  de  cordes  parallèles. 

Deux  diamètres 
sont  dits  conjugués, 
quand  l'un  divise  en 
deux  parties  égales 
les  cordes  parallèles 
à  l'autre,  et  récipro- 
quement. 

D'après  ces  défi- 
nitions, toute  équa- 
tion qui  ne  contient 
que  des  termes  varia- 
bles du  deuxième  de- 
gré représente  une 
courbe  dont  l'origine 

des  coordonnées  se  trouve  à  son  centre. 


^RSoit  \]j-  -1-  Mxy  -+-  Cx*==  F 

^Ktc  équation. 

^^Coupons  cette  courbe  par  une  droite  qui  passe  par  l'ori- 
gine, et  soit  //  =  «X  cette  droite  MN  (fig.  95). 

Les  abscisses  des  points  d'intersection  seront  donnés  par 
Téqualion  : 

(A«*  -f-  Btt  -+-  C)  x^  =  F, 

qui  admet  toujours  deux  racines  égales  et  de  signes  con- 
traires ;  donc,  on  aura  0P=OQ,  et  par  suite,  OM  =  0N, 
quelle  que  soit  la  direction  de  la  droite  MN.  Donc,  l'origine 
0  est  le  centre  de  la  courbe. 

195.  Toute  équation  qui  ne  contient  la  variable  y  ou  la 
variable  x  quà  la  deuxième  puissance  seulement,  représente 
une  courbe  qui  a  pour  diamètre  l'axe  des  abscisses,  on  l'axe 
(les  ordonnées. 

L'équation  ne  contenant  que  des  termes  en  y^,  pour  une 
valeur  quelconque  de  x,  il  y  a  toujours  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  pour  y;  ce  qui  prouve  que 
l'axe  des  x  partage  toutes  les  cordes  parallèles  à  l'axe  des 
y  en  deux  parties  égales,  et  qu'il  est,  par  conséquent,  un 
diamètre  de  la  courbe.  Si  les  axes  coordonnés  sont  rectan- 
gulaires, cet  axe  est  de  plus,  dans  ce  cas,  un  axe  de  symé- 
Iriede  la  courbe  :  on  nomme  ainsi  un  diamètre  qui  partage 
t  n  deux  parties  égales  les  cordes  qui  lui  sont  perpendicu- 
laires; un  tel  axe  partage  aussi  la  courbe  en  deux  parties 
égales  et  superposables.  Les  points  où  cet  axe  rencontre  la 
courbe  sont  les  so?nmets  de  celle-ci. 

196,  Lorsque  l'origine  est  au  centre  de  la  courbe ,  son 
équation  ne  peut  contenir  des  termes  variables  du  premier 
(lef/ré. 

Soit  l'équation  : 

Ay^  +  Qxy  -f-  Cx*  +  D  (/  -h  Ex  -t-  F  =  0. 
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Coupons  cette  courbe  pnr  la  droite  y  =  ax  passant  par 
l'origine.  On  aura  : 

(Aa^  +  Ba  -H  Cjx^  h-  (Da  -^  E)x  +  F  =0, 

pour  les  abscisses  de  l'intersection. 

Puisque  OM=ON,  les  deux  triangles  OMP,  ONQ 
(fig.  95)  sont  égaux;  d'où  OP  =  OQ;  ce  qui  prouve  que 
les  racines  de  l'équation  précédente  doivent  être  égales  et 
de  signes  contraires.  On  doit  donc  avoir  :  Da  -i-  E  =  0,  et, 
par  conséquent,  D  =  0,  E  =  0. 

L'équation  proposée  se  trouve  ramenée  à 

laquelle  ne  contient   plus    que   des  termes  variables  du 
deuxième  degré. 


CHAPITRE  IX. 

Réduc'lion  tie  l'équation  ^^■*^i'<tle  h  des  formes 
plus  sinipl«;s. 

197.  On  a  vu  précédemment  (170  et  suiv.)  l'impor- 
tance du  choix  des  axes  coordonnés  relativement  à  la  sim- 
plicité du  lieu.  On  peut  donc  se  proposer  de  chercher  dans 
le  plan  des  courbes  représentées  par  l'équation 

A/y*  -f-  Bxî/  H-  Cx'  -t-  Dy  -t-  Ex  -f-  F  =  0     .     .  (I),' 

une  nouvelle  origine  et  une  autre  direction  des  axes  coor- 
donnés, pour  lesquelles  certains  termes  de  la  nouvelle 
équation  pourront  disparaître.  A  cette  fin,  prenons  les 
formules  pour  passer  d'un  système  d'axes  coordonnés  rec 
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langulairesà  un  système  d'axes  aussi  reelangulaires  d'une 
nouvelle  origine  : 

X  :=  «  -+-  x'cos  a  —  y'  sin  a,  y  =  h  -^  x'siii  a  -+-  y'cos  a  (2). 

Ces  formules  renferment  trois  constantes  arbitraires  a, 
6  et  a,  dont  on  pourra  toujours  disposer  à  l'effel  de  faire 
disparaître  trois  termes  de  l'équation  transformée. 

On  devra  nécessairement  obtenir  chaque  fois,  pour  les 
coordonnées  a  et  6  de  la  nouvelle  origine  et  pour  a,  des 
valeurs  qui  ne  soient  pas  absurdes. 

En  remplaçant  dans  l'équation  (1)  x  et  //  par  leurs 
valeurs  dans  (2),  il  vient  : 

[Acos^a  -f-  Csin*a  —  B  sin  a  ces  ai  y'* 
-4-  [2 (A  —  C)  sin  a  cos  a  -t-  B  (cos^a  —  sin*a)]x'î/' 
-+■  [a  sin^a  -+-  C  cos^a  -+-  B  sin  a  cos  a]x'- 
-t-  [(2A6  -+-  Ba  -f-  D)cosa  —  (2Ca  -+-  B6  -4-  E)  sin  a]y' 
-+-  [(2A6  -+-  Ba  -+-  D)  sin  a  -+-  (2Ca  -t  B6  -f-  E)  cos  a]x' 
H-  A6'  -+-  Hab  -+-  Ca'  -+-  D6  -4-  Ea  -i-  F  =  0. 

On  profilera  de  l'indétermination  de  a  pour  annuler  l'un 
des  coefficients  des  termes  du  deuxième  degré  qui  ne  sont 
fonction  que  de  a  et  des  quantités  supposées  données  A, 
B,  C.  Si  l'on  veut  faire  disparaître  le  rectangle  x'y' ,  on 
aura  : 

2(A  —  C)  sin  a  cos  a  h-  B(cos*a  —  sin'a)  ==  0, 

-  B 

ou         (A  —  C)  sin  2a  -+-  B  cos  2a  =  0,     et     tg  2a  =  • 

Cette  valeur  de  tg2a  ne  sera  jamais  absurde  pour  aucune 
des  trois  courbes  du  deuxième  degré;  pour  le  cercle, 
tg2a=J,  puisque  A=  C  et  B  =  0,  les  axes  étant  rectan- 
gulaires. D'ailleurs,  l'équation 

(A  —  C) sin  2a  -4-  Becs  2a  =  0 , 
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est  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  lorsque  A=C  et 
B=0.  Les  deux  arbitraires  «  et  6  serviront  à  annuler  les 
coefficients  de  y'  et  de  x',  ou  bien  Tun  quelconque  de  ces 
coefficients,  et  la  quantité  indépendante  de  x  et  de  y. 
Dans  le  premier  cas,  on  aura  les  équations  : 

2A6 -♦- Ba -+- D  =  0, (3), 

2Ca  -t-  B6-+-E  =  0, 

qui  sont,  comme  on  l'a  vu  (175),  celles  de  deux  diamètres 
passant  par  les  points  a  et  6,  coordonnées  de  la  nouvelle 
origine. 

En  résolvant  ces  deux  équations  en  a  et  en  6,  on  trouve  : 

2AE  — BD  2CD  — Bill 

et     6  = 


B^  -  4AC  B^  —  4AC 

valeurs  que  Ton  saura  toujours  déterminer  et  qui  ne 
sont  pas  absurdes  pour  les  ellipses  et  les  hyperboles, 
mais  qui  deviennent  infinies  pour  les  paraboles,  puisque 
B2  —  ^^Q  ^^  0  pour  ces  dernières.  Si  l'on  a  en  même 
temps  B2  — 4AC  =  0,  2AE  — BD  =  0  ou  a=^,  on 
obtiendra  aussi  6  =  | ,  puisque  alors  le  numérateur 
2CD  —  BE  de  6  est  également  nul.  La  courbe  se  réduit, 
dans  ce  cas,  à  deux  droites  parallèles,  puisqu'il  reste 
seulement  une  constante  sous  le  radical.  Le  lieu  des  cen- 
tres est  donc  une  droite  parallèle  aux  deux  premières  et  à 
égale  dislance  de  celles-ci  :  c'est  ce  qui  explique  les  valeurs 
^  de  «  et  de  b. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  les  courbes  douées  d'un 
centre,  les  ellipses,  les  hyperboles,  peuvent  toujours  se 
ramener  à  la  forme  : 

M  =  A  cos^a  -+-  C  sin'a  —  B  sin  a  cos  a, 
N  =  A  sin^a  -h  C  cosV  -t-  B  sin  a  cos  a, 
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F'  =  A6'  -+-  Ba6  -+-  Ca'  -h  D6  +  Ea  -4-  F, 

M  -t-  N  =  A  -^  C. 

M  —  N  =  (A  —  C)  (cos'a  —  siii^a)  —  B2  sin  a  cos  a 

=  (A  —  C)  cos  2a  —  B  sin  2a, 

(A  —  0*  B*  .   y- 

1/  B^  -+-  (A  —  C)^     V/B*  -4-  (A  -  Cf 

En  remplaçant  cos  2a  et  sin  2a  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  tîr2a=  ^=-p,  on  obtient  de  la  sorte  : 


M  =  i  (A  -*-  C)  -4-  i  V/fi*  -f-  (A  -  Cf , 
N  =  i  (A  -+-  C)  -  i  V/b*  -+-  (A  -  C)*. 

En  multipliant  les   équations  diamétrales,  la  première 
par  6,  la  seconde  par  a,  et  en  ajoutant,  on  a  : 

2A6'  -+-  2Ba6  -f-  2Ca'  -4-  D6  -f-  Ea  =  0; . 

D6  -4-  Ea 
d'où  A6*  -4-  Ba6  -4-  Ca*  = ; 

ce  qui  donne  : 

D6  -t-  Ea      „  —  A 

F'  = -4-  F=^ 


B*  —  4AC 


A  représentant  le  discriminant  (180). 

L'équation  transformée  Mr/'^  -f-  Nac'2  +  F'  =  0  repré- 
sente les  ellipses  et  les  hyperboles  rapportées  à  leurs  axes 
de  symétrie,  pris  pour  axes  coordonnés  rectangulaires,  la 
nouvelle  origine  étant  située  au  centre  de  ces  courbes.  Le 
binôme  B^  —  4AC  devant  être  négatif  pour  les  premières 
et  positif  pour  les  secondes,  il  faut  que  M  et  N  soient  de 
même  signe  et  positifs  pour  les  ellipses,  et  de  signes  con- 
traires pour  les  hyperboles. 

198.  Si  l'on  veut  se  servir  des  arbitraires  a  et  6  à  l'effet 
de  faire  disparaître,  comme  on  l'a  dit  (197),  l'un  des 
coefficients  du  premier  degré,  soit  2/',  soit  oc',  et  la  quan- 
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tité  indépendante  de  ces  variables,  on  aura  les  équations  : 

(2â6  -f-  Ba  -H  D)  cos  a  —  (2Ca  -+-  B6  -t-  E)  sin  a  ==  0    (1), 

A6'  -H  Ba6  -f-  Ca'  -+-  D6  -f-  Ea  -+-  F  =  0   .     .     (2j. 

En  désignant  par  Q  le  coefficient  de  x,  il  viendra  : 

Q  =  (2Ca  +  B6  -4-  E)  cos  a  -h  (2A6  -h  Ba  -v-  D)  sin  a    (3). 

De  la  première  équation,  on  lire  successivement  : 

(2â6  -+-  Ba  -+-  D)  cos*^ 


(2Ca  -H  B6  -+-  E)  cos  a  = 


sm  a 


Remplaçant  dans  la  valeur  de  Q,  on  aura 
2A6  -t-  Ba  +  D 


0 


sm  a 


Il  est  clair  qu'on  a  aussi  : 

(2Ca  -1-  B/)  -h  E) 


Q  = 


ces  a 


En  résolvant  ces  deux  dernières  équations  par  rapport  à 
a  et  b,  on  obtient  : 

_  Q  (B  sin  a  —  2A  cos  «)  —  (I)B  -  2AE) 
"  B*  —  4AC  ■ 

Si  nous  résolvons  l'équation  (2)  par  rapport  à  6,  en  rem- 
plaçant 2A6  -+-  Ba  -h  D  par  sa   valeur  Q  sin  a.,  il  vient  ; 

Q'  sin V  =XB*  -  4AC)  a'  -+-  2  (BD  -  2AE)  a  -h  D'  —  4AF. 

En  substituant,  au  lieu  de  a  sa  valeur,  et  en  faisant  les 
réductions,  d'ailleurs  très-faciles,  on  trouve  : 

(B^  — 4AC)Q'sin*a  =  (Bsina-2Acos«)^Q^-(BD  — 2AE)* 
-4-(D*— 4AF)(B'  — 4AC) 

4AQ^  (A  ces'  <x  -+-  C  sin^a  —  B  sin  a  cos  a) 
=  {BD  —  2AE)^  -  (B*  —  4AC)  (D^  —  4AF). 
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IltMnpIneniil  le  niulliplicateur  de  4AQ^  par  sa  valeur  qui 
précède,  on  a  : 


2AQ*  [a  -+-  C  -+-  l/B^  -+-  (A  —  C)*J  =  (BD  —  =t\Ef 
—  (B'— 4AC:)(l)^  — 4AF); 

„   ,               .    /JBI)  —  1>AE)*  —  (B*  —  4AC)  (D'  —  4AF) 
d  où      Q  =  \/ • 

^  1>A  [A  -+-  C  -f-  l/B^  -H  (A  —  Cf\ 

Si  la  courbe  est  une  parabole,  ou  obtient  pour  la  valeur 
de  Q  : 

BD  —  2AE  D  V^C  -+-  K  V/Â 


2\/a(A-4-'C)  I/A-+-C 

LV'<piation  de  la  transformée  est  : 

Mij'^  -4-  Nx'*  -+-  Qx'  =  0 (g). 

On  voit  que,  pour  une  valeur  de  x',  il  y  a  toujours  deux 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour  y';  et,  comme 
les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires,  il  s'ensuit  que  Taxe 
des  ac'  partage  la  courbe,  quelle  qu'elle  soit,  en  deux  par- 
lies  égales  et  superposables.  Donc,  l'axe  des  abscisses  est 
dirigé  suivant  l'axe  de  symétrie  de  la  courbe. 

La  direction  de  cet  axe  est  donnée  par  la  relation 

—  B 

tg  2a  = ; 

"  A  —  C 


rorigine  est  au  sommet  de  symétrie  et  l'axe  des  ordonnées 
est  tangent  à  la  courbe. 

19».  Suivant  que  M  et  N  seront  de  même  signe  ou  de 
signes  contraires ,  l'équation  (g)  représentera  une  ellipse 
ou  une  byperbole  ;  si  N  ==  0  ,  la  courbe  sera  une  para- 
bole. 

Pour  les  ellipses  et  les  byperboles,  l'équation  de  la  irans- 

fonnéc  est  aussi  : 

mj"  =h  Nx'*  =  db  F', 

15 
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M  et  N  étant  de  même  signe  pour  les  ellipses,  et  de  signes 
contraires  pour  les  hyperboles. 

Si  «1  et  b^  sont  les  distances  du  centre  de  la  courbe  aux 
points  oi^i   elle  rencontre  Taxe  des  x  et  celui  des  y,  on 

^"'■^  •■  Naf  =  F',     M6!=F'; 

réqualion  de  ces  courbes  est  donc  : 

y^       a,* 

—  ±  —  =  ±4. 

bl       a\ 

Pour  une  même  valeur  de  x'  positive  ou  négative,  il  y  a 
toujours  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour 
y'; et  réciproquement.  Taxe  des  x  et  celui  des  y  sont  diri- 
gés suivant  les  axes  de  symétrie  de  la  courbe,  lesquels 
partagent  celle-ci  chacun  en  deux  parties  égales  et  super- 
posables.  Les  équations  des  axes  de  symétrie  sont  données 

par 

—  B 

tg2a  = ;     ou     Btg'<x  — 2(A  — C)tga-B  =  0; 

A  —  C 

en  y  remplaçant  Iga  par  sa  valeur  |,  on  obtient  les  deux 

droites  : 

Bi/^  —  2  (A  —  C)  o-t/  —  Bx'  =  0, 

qui  sont  les  deux  axes  dont  il  s'agit. 

200.  Comme  les  coefficients  des  termes  du  second  de- 
gré ne  contiennent  que  l'arbitraire  a,  on  ne  peut,  pour  cette 
raison,  faire  disparaître  qu'un  seul  de  ces  termes;  c'est 
pourquoi  nous  allons  nous  servir  des  formules  : 

X  =  a  -y-  x'  eos  a  -+-  y'  cos  p ,     y  =  b  -\-  x'  sin  a  -i-  y'  sin  ^ , 

que  l'on  emploie  pour  passer  d'un  système  d'axes  coordon- 
nés rectangulaires  à  un  système  d'axes  obliques  d'une 
nouvelle  origine.  En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion : 

Ayy^  -H  P)xy  -+-  Cx*  -+-  Dî/  -+-  Ex  -4-  F  =  0 , 
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on  oblienl  : 

(A  sin-[3  -+-  B  sin  |3  cos  p  -t-  C  cos^p)  y'* 
-+■  (A  sin*«  -4-  B  sin  a  cos  a  -+-  C  cos^a)  ac'* 
-+-  (2A  sin  p  sin  a  -4-  B  sin  a  cos  ^-4-  B  sin  p  cos  a  -f-  2Ccos«  cos  j3)  a:'^/' 
-4-  [{±\h  H-  B«  H-  D)  sin  p  -h  (2Ca  -h  B6  -t-  E)  cos  f]  y' 
-¥-  [(2A(>  H-  Ba  -t-  D)  sin  a  -H  (2Ca  -f-  B6  -f-  E)  cos  «]  x' 
-+-  \h^  -+-  B«6  -f-  Ca*  -+-  D6  -t-  Ea  -+-  F  =  0. 

Au  moyen  des  arbitraires  a,  [3,  on  peut  faire  disparaître 
les  termes  en  y"^eten  x'^etse  servir  des  indéterminées  a  et 
h  de  la  nouvelle  origine  pour  faire  disparaître  aussi  les 
fermes  du  premier  degré  en  y'  et  en  x'.  On  aura ,  à  cette 
lin,  les  équations  : 

Asin'p-f- Bsinpcosp-+- C  cos^|3  =  0.     .     .  (1), 

A  sin^a -f- B  sina  cosa -♦- C  cos^a  =  0.     .     .  (2), 

2A6  -t-  Ba  -f-  [)  =  0 (5), 

2Ca  -4-  B6  -+-  E  =  0 (4). 

En  prenant  les  signes  voulus,  on  tire  de  ces  équations  : 


_B  — ï/b*— 4AC  _  B -+- l/B^  —  4AC 

fg''i  = ,    ettga  = • 

"■  2A  "  -SA 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  coefficients  de  la  trans- 
formée, donnent  pour  l'équation  de  celle-ci  : 

(B*  —  4AC)x'î/'        D6  -+-  Ea  —  a 

En   représentant,  pour    plus  de  simplicité,   le  second 
membre  par  F',  on  a  : 

(B*-4AC)xY  _^;_      -A 


^/B*  -+-  (A  —  C)*  «"  -  ^^^ 

qui  est,  comme  on  le  verra  plus  loin,  l'équation  de  l'hyper- 
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bole  rapportée  à  ses  asymptotes,  l'origine  étant  au  centre  de 
la  courbe. 

Il  est  évident  que  ces  valeurs  de  tga,  tg[3  sont  imagi- 
naires pour  l'ellipse  ;  qu'elles  se  confondent  pour  la  para- 
bole et  se  réduisent  à  la  direction  de  son  diamètre  :  ainsi, 
elles  ne  subsistent  que  pour  l'hyperbole,  ce  qui  prouve  que 
cette  courbe  est  la  seule  dont  l'équation  puisse  se  ramener 
à  la  forme  :  Kx'y'  =  F'. 

201.  On  peut  se  proposer  de  faire  disparaître  seule- 
ment le  rectangle  x'y'  et  les  termes  en  y'  et  en  x'. 

A  cette  fin,  on  aura  les  trois  équations  : 

2Asinasit)  (3-t-B  (sina  cosp-Hsinpcosa)-+-2C  cosacos|3=0(l), 
{2A6  -t-  Ba  -♦-  D)  sin  p  -+-  (2Ca  -+-  86  -4-  E)  ces  p  =  0  (-2), 
(2A6  -H  Ba  -i-  D)  sin  a  -4-  (2Ca  -4-  86  -t-  E)  cos  a  =  0       (3). 

De  la  première,  on  tire  : 

2Atgatgp  -H  8  (tga  -h  tgp)  -H  2C  =  0, 

qui  laisse  les  angles  a  et  [3  indéterminés. 

On  satisfait  évidemment  aux  deux  autres  équations,  en 

posant  : 

2A6  -4-  Ba  -+-  D  =  0 ,     2Ca  -+-  86  -h  E  =  0 , 

qui  sont  celles  de  deux  diamètres,  et  dans  lesquelles  a  et 
b  représentent  les  coordonnées  x  et  y  de  la  nouvelle  ori- 
gine qui  est  ici  le  centre  de  la  courbe. 

Si  nous  représentons  par  M',  N'  et  F'  les  coefficients  de 
la  transformée,  celle-ci  deviendra  : 

M't/''  -4-  N'a;''  =  -4-  F', 

équation  dans  laquelle 

M'  =  A  sin'p  -4-  Bsin  pcosp  -4-  Ccos'^p, 

N'  =  A  sin'  a  -4-  Bsin  a  cos  a  -+-  C  cos'a, 

D6-i-Ea  —  A 

F'  =  -4 -t-  F  =  -„ 


B'  —  4AC 
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On  voit,  à  l'inspection  de  l'cqualion  de  la  transformée, 
qu'à  une  même  valeur  de  x',  positive  ou  négative,  répon- 
dent chaque  fois  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires 
de  y' y  et  réciproquement;  de  sorte  que  l'axe  des  x  partage 
un  système  de  cordes  parallèles  à  l'axe  des  y  en  deux  par- 
ties égales. 

Les  axes  coordonnés  qui  sont  dirigés  suivant  les  diamè- 
tres de  la  courbe,  sont  donc  tels,  que  chacun  d'eux  divise 
en  deux  parties  égales  les  cordes  qui  sont  parallèles  à  l'au- 
tre :  ces  diamètres  sont  donc  conjugués.  Chacun  partage  la 
courbe  en  deux  parties  égales ,  mais  non  superposables, 
puisque  les  nouveaux  axes  coordonnés  sont  obliques,  et 
font  entre  eux  un  angle  (3 — x. 

Cherchons  la  longueur  de  chaque  diamètre  conjugué. 

A  cette  fin,  fuisons  successivement  dans  l'équation  de  la 
transformée  y'  =  0  et  x'  =  0.  En  représentant  par  «'  et 
par  h'  les  valeurs  particulières  de  x'  et  de  y',  depuis  l'ori- 
gine ou  centre  de  la  courbe  jusqu'au  point  de  rencontre  de 
chaque  diamètre  avec  celle-ci,  on  aura  : 

-^  F' 


u  ou 


A  sm^  a  -H  B  siii  a  cos  a  -t-  C  «;os* 
-t-  F' 


cl  IP  = 

Asiii-j3  -f-  B  sin  |3  ces  p  -h  (]  cos*  (3 

2A  tg  a  Ig  p  -i-  B  (Ig  a  -4-  tg  fi)  -+-  tîC  =  0. 

La  troisième  exprime  évidemment  la  condition  pour  que 
les  diamètres  a'  et  6'  soient  conjugués. 

Si  l'on  y  remplace  tg  ce.  et  tg  [3  par  leurs  valeurs  prises 
dans  les  deux  premières,  il  devra  en  résulter  une  relation 
ciiiie  2a',  2b'  et  2fl,  26,  ces  derniers  représentant  les  axes 
de  symétrie  des  courbes  dont  2rt'  et  26'  sont  les  longueurs 
(les  diamètres  conjugués. 
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On  sait  qu'on  a  trouvé  pour  a^  et  61  les  valeurs  : 
H-  F'  -f-  F' 


6-:ii:= -^ 

Ces  valeurs  représentent  les  longueurs  des  axes  de 
symétrie  des  courbes,  en  fonction  des  coefficients  A,  B, 
C,  etc.,  de  l'équation  générale.  On  trouvera  plus  loin  les 
relations  dont  il  est  question  précédemment  entre  ces  axes 
et  les  diamètres  conjugués.  On  n'a  actuellement  pour  but 
que  la  réduction  de  l'équation  générale  à  des  formes  plus 
simples. 

202.  Nous  allons  encore  employer  à  cette  fin  un  der- 
nier procédé  qui  nous  paraît  très-facile.  En  résolvant 
l'équation  : 

A  j/^  -t-  Bxy  ■+■  Cx^  -t-  D^  -f-  Ex  -4-  F  ^  0 

par  rapport  h  y,  on  a:     , 

^'^  -±—  \/(B'-  4AC)a;*-i-2(BD  -  2AE)x-hD^-  4AF- 


"  2A         2A 

On  sait  que  l'expression  y  = ^âX""  représente  un 

diamètre  de  la  courbe,  et  que  l'ordonnée  de  celle-ci,  pour 
une  abscisse  quelconque,  se  compose  de  l'ordonnée  de  ce 
diamètre,  plus  ou  moins  la  valeur  y  que  le  radical  acquiert, 
quand  on  donne  à  ac  la  valeur  précitée.  Il  s'ensuit  que,  si 
l'on  prend  pour  nouvel  axe  des  x  ce  diamètre,  Pordonnée 
de  la  courbe  se  réduira  à  la  valeur  y'  marquée  par  le  radi- 
cal, puisqu'on  devra  considérer  comme  nulle  l'ordonnée 
du  diamètre. 

Soient  donc  OX,  OY  (fig.  96)  des  axes  rectangulaires,  (la 
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marclie  étant  la  même  s'ils  étaient  obliques);  \\],  le  diainètre 

p.g  j,g  représenléparréqiia- 

tion 

BJC-+-  l) 

iMP  et  OP  les  an- 
ciennes coordonnées 
d'un  point  quelcon- 
que M  de  la  courbe. 
■^      Désignons  par 

MP'  =  tf  et  HP'  =  x' 

les  coordonnées  du 
même  point  M,  par 
rapport  au  nouvel  axe 
desx,  MX',  H  étant  la  nouvelle  origine.  Il  est  clair  qu'on 
a  la  proportion  :  x  ;  oc'  =  01  :  Ifl,  et,  puisque  le  triangle 
OIH  est  rectangle, 

En  rcprésenlant  le  coelïicient  de  x'  par  r,  on  a  : 

X  =  rx'. 

Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  l'expression  géné- 
rale de  y,  il  viendra  : 

V'=  —  l/(B*  —  4AC)rV*  h-  i>{BD  —  i2AE)rx'  h-  D*  —  4.^F, 

et,  pour  plus  de  simplicité, 


1       

?/'  = —  Vnr^x'^  -t-  2»rx' 


2A 


en  désignant  par  n,  p,  q  les  coefficients  de  rx'. 
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En  faisant  disparaître  le  radical ,  il  vient  : 
4A^î/'^  =  nr^x"^  -+-  ^Iprx'  -+■  q. 

Faisons  mouvoir  l'axe  des  y  parallèlement  à  lui-même, 
à  l'efFet  de  faire  disparaître,  soit  le  terme  indépendant  de 
x' ,  soit  le  terme  du  premier  degré  en  x' .  A  cette  fin, 
posons  x'  =  x"  -h  K. 

Remplaçons  dans  1  équation  précédente,  il  viendra  : 

4A^y'^  =  Mr^x"^  H-  2  (wr^K  -+-  pr)x"  -+-  nr^¥>}  -+■  2;)Kr  -+-  q. 

Profitant  de  l'indétermination  de  K  pour  faire  disparaî- 
tre la  quantité  constante,  on  aura  : 

iir^¥>}  -+-  2pKr  -4-^  =  0, 

équaiion  qui  assigne  à  K,  pour  les  ellipses  et  les  hyper- 
boles, d'une  manière  générale,  deux  valeiu's  réelles,  et 
pour  la  parabole,  une  seule.  On  peut  donc  ramener,  par 
ce  procédé,  (outes  les  courbes  du  second  degré  à  la 
forme  ; 

équation  qui  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole, 
suivant  que  nesl  négatif  ou  positif,  et  une  parabole  lorsque 
»î  =  0. 

Faisons  disparaître,  en  second  lieu,  le  terme  du  premier 
degré  en  x" ,  en  posant  : 

wr^K  -»-  pr  =  0;       d'où       K  = , 

nr 

valeur  qui  devient  infinie  pour  les  paraboles,  en  admettant 
que  p  ne  soit  pas  nul  ;  dans  ce  cas,  la  courbe  dégénérerait 
en  deux  droites  parallèles,  comme  on  l'a  déjà  dit  (197). 
Cette  valeur  de  K  n'est  donc  possible  que  pour  les  ellipses 
et  les  hyperboles;  en  Y  ayant  égard,  la  transformée  de- 
vient : 

nq  —  p^ 
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Ainsi,  l'équation  générale 

\if  -+-  Bxij  -+-  Cx^  -+-  Dy  -t-  Ex  -+-  F  =  0 , 

peut  se  ramener,  par  ce  procédé,  à  la  forme  : 

tf  =  2p'x  -+-  q'x^ 

pour  les  trois  genres  de  courbes  ;  et,  à  la  forme  : 

Ay  +  C'x'=D', 

pour  les  ellipses  et  les  hi/perboles. 

203.  Applications.  I.  Soit  à  construire  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation 

if  -+-  '■2xy  -+-  2x°  —  'jiy  —  7x  h-  o  =  0. 

Celle   courbe  ne    peut    être   qu'une  ellipse  (fig.  97), 
puisque  B2-/pAC<0 - 

La  position  du  centre 
est  (lélerminée  par  les 
équations  : 

y  -+-  ar  =  1 ,    t2î/  -t-  4x  =  7; 

ce  qui  doiuie  pour   les 
coordonnées  de  ce  point 


Fijr.   97. 


c 


de  l'axe  de  svniélrie  la  formule 


Par  le  point  C  menons 
des  parallèles  aux  axes 
coortlonnés  que  nous 
supposons  rectangulai- 
res. 

On  a  pour  la  direction 


tg2«  = 


B 
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Pour  construire  cet  axe,  prenons,  à  partir  du  centre  C, 
sur  l'axe  des  x,  une  longueur  CA  =  1  ,  et ,  parallèlement  à 
Taxe  des  y,  une  longueur  AB  =  2  :  la  bissectrice  de  Tan- 
gle  ACB=2a  se  confondra  avec  l'axe  cherché. 

D'ailleurs,  l'équation  de  l'axe  de  symétrie  est 

î/  — 6  =  tga(a;—  a); 
elle  se  réduit  à 

,/-         16  qz  51/5 

V-f-(1  zpK5)x  = — , 

4 

et  est  très-facile  à  construire. 

Pour  rapporter  l'ellipse  à  ses  axes,  on  a  : 

M-+-N  =  5,         M--N  =  — 1/5"; 

„  .                          3  —  1/5"               5-+- 1/5" 
d  ou  M  = ,     N  = 

9 
et  (3  — l/5)i/'*-+-(5-f-l/5)x'"-  =  -- 

4f 

En  faisant  successivement  x'  =  0,  y'  =  0,on  obtient 
pour  les  longueurs  des  axes  26,  2a,  les  équations  : 

(3  -  1/5)6^  =  y,      (3  -^  l/B)tt^  =  ^ . 

204.  li.  Soit  l'équation 

2/*  —  ixij  -+-  3x^  —  ^y  ■*-  '^^x  —  0  =  0. 

Le  binôme 

F  —  4AC  >  0  : 

la  courbe  est  une  hyperbole  (fig.  98),  dont  le  centre  Cv 

pour  coordonnées  : 

X  =  ^,  y  =  i\. 

En  supposant,  comme  précédemment,  les  axes  coordon-' 
nés  rectangulaires,  on  a  : 

tg2a^-2; 


I 
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ce  qui  donne ,  pnr  une  construction  analogue  à  celle  de 


Fig.  98. 


l'ellipse,  la  di- 
rection des  axes 
de  riiyperbole. 

On  a  pour  la 
courbe  rappor- 
tée à  ses  axes  : 


L'équation  de 
la  courbe  de- 
vient donc  : 


(2  -+-\/5)^'*-t-  (2 
Si  l'on  fait  y'  =0,  on  a  : 
-       100 


V/5)x'^  =  — 1, 


X    == 


2x'  = 


20 


23  1/25 

pour  la  longueur  de  l'axe  transverse. 
Î05.  111.  Soit  l'équation 

t/*  —  2aj/  -+■  x^  —  iy  -*•  ox  —  5  =  0. 

La  courbe  qu'elle  représente  est  une  parabole  (fig.  99) 
qui,  rapportée  à  son  axe  el  à  son  sommet,  a  pour  équation 


21/2 
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les  axes  coordonnés  étant  rectangulaires.  L'axe  de  symé- 
trie est  déterminé 
par  l  équation 


4 


206.  Appliquons 
e  procédé  (202)  à 
la  courbe  qui  a 
pour  équation  : 


IXlj 


hj 


-+-  oac  —  (i  =  0. 

En  résolvant 
celle-ci  par  rap- 
port à  y,  on  a  : 


y  =  X  -f-  2  =t  V~  "Ix^  —  a;  -t-  10. 
Supposons  les  axes  coordonnés  OX,  OY  rectangulaires, 
et  construisons  le  diamètre  U'X',  y  =x  -i-  '2  (fig.  100). 

En  prenant  ce  diamètre 
comme  nouvel  axe  des  abs- 
cisses, la  nouvelle  origine 
étant  au  point  I  et  l'axe  des 
^'  ordonnées  restant  le  même, 
l'ancienne  ordonnée  MP  se 
réduira  à  l'ordonnée 


MP'=_y'=±l/-2x'-x-+-10, 
comptée  à  partir  du  diamètre 
ï  irX';  d'où 

i/'2=:— 2x^_x  -+-  10. 


Il    reste  à   exprimer  l'an- 
cienne abscisse  du  point  M, 
0P=:  X,  en  fonction  de  la  nouvelle  IP'  =x'. 
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A  celte  fin,  les  triangles  semblables  TOI,  l'PP'  donnent 
la  proportion  : 

OP:IP'  =  Or:ir     ou     a- :  x' =  2  :  l/s",      x=-^. 

\in  remplaçant  clans  l'équation  précédente,  il  vient  : 

x'  ,  »        ^' 

•^  1/2  »/2 

Transportons  l'axe  des  ordonnées  parallèlement  à  lui- 
même,  en  posant  x'  =  x"  -t-  K,  K  étant  une  arbitraire 
quelconque. 

On  aura  : 

y'i  ^  x"^  -+-  (2K  -.-  -— )x"  -+-  K'  H =  iO. 

V  v/2^  1/2 

Profilant  de  l'indétermination  de  K,  en  égalant  à  zéro  le 
coelïïcient  du  premier  degré  en  x",  on  obtient  : 

\  81 

K  = et     «'^-t-x"^  =  —  , 

2l/^  8 

qui  est  l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  deux  dia- 
mètres conjugués  égaux  ;7|,  lesquels  sont  également  incli- 
nés sur  l'axe  de  symétrie,  facile  à  construire,  puisqu'on  a  : 

comme  l'indique  la  figure  (100). 

JExefcicea, 

207.  I.  Chercher  le  lien  décrit  par  le  centre  d'une 
courbe  variable  du  deuxième  degré,  assujettie  à  passer  par 
quatre  points  donnés  A,  B,  C,  D. 

Quelle  que  soit  la  position  de  ces  points,  on  peut  tou- 
jours faire  passer  deux  droites  AB,  CD  par  ces  quatre 
points  (fig.  101). 
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Fig.  101. 


Ces  deux  droites ,  d'une  manière  générale,  se  couperont 

en  un  point  0,  que  nous 
pouvons  prendre  pour  ori- 
gine des  axes  coordonnés, 
ceux-ci  étant  dirigés  sui- 
vant les  deux  droites  OAB, 
OCD  qui  sont  ainsi,  la  pre- 
mière l'axe  des  x,  et  la 
seconde  l'axe  des  y. 

L'équation  des  courbes 
du  deuxième  degré  est  : 

y^  •+■  Bxy  -t-  Cx^  -4- D?/  -t-  Ex  -+-  F  =  0; 

elle  ne  renferme  que  cinq  arbitraires,  lorsque  la  courbe 
n'est  soumise  à  aucune  condition. 

Posons     OA=a,  OB  =  a',  0C  =  6,  0D  =  6'. 

Pour  les  points  C  et  D  où  la  courbe  rencontre  l'axe  des 
y,on  s  :  a;  =  0  ; 

ce  qui  donne  :  y^  -4-  D?/  -♦-  F  =0 , 

et  h-*-  b'  =  -  D (1), 

66'  =  F (2). 

De  même,  pour  les  points  A  et  B,  où  la  courbe  rencon- 
tre l'axe  des  oc,  on  a  :        y  ^^0; 
ce  qui  fournit  l'équation 


Cx"' 


et 


hEx-+-F=0, 

E 

•     .     .     (ô), 

F 

.     .     .    (4). 

Si  nous  représentons  par  Xj,  y^,  les  coordonnées  du  centre 
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de  la  courbe  mobile  dont  nous  cbcrchons  le  lieu ,  on  aura, 
•Ti  outre,  les  deux  équations  diamétrales  : 

2»/,  -+-  BiTj  -+-  D  =  0     .     .     .     .     .     (o), 
2Cx,  H-  Bt/i  -4-  E  =  0 (6). 

On  obtient  ainsi  en  tout  six  équations  distinctes,  dont 
cin(|  quelconques  serviront  à  déterminer  les  arbitraires  B, 
C,  D,  E,  F;  et,  en  substituant  leurs  valeurs  dans  la  sixième, 
on  aura  l'équation  du  lieu,  laquelle  est: 

-2aa'y\  —  %b'x\  —  aa'{b  -t-  b')  y,  -+-  bb'{a  ■+■  a')x^  =  0  (*). 

On  voit  que  ce  lieu  passe  par  l'origine;  c'est  une  hyperbole 
lorsque  aa',  bb'  sont  à  la  fois  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires,  puisque  alors  le  binôme  B^  —  4AC=1 6 aa'66' 
est  toujours  positif. 

Si  l'un  quelconque  des  quatre  points  donnés  A,  B,  C,  D, 
se  trouve  d'un  côté  de  l'origine  et  les  trois  autres  de  l'au- 
tre côté,  la  courbe  est  une  ellipse  ;  c'est,  au  contraire,  une 
hyperbole,  si  les  quatre  points  se  trouvent  d'un  même  côté 
de  l'origine,  ou  bien,  si  deux  points  quelconques  sont 
situés  d'un  côté  de  l'origine,  et  les  deux  autres  de  l'autre 
côté. 

En  transportant  les  axes  coordonnés   parallèlement  à 
eux-mêmes,  et  en  plaçant  l'origine  au  centre  C  de  l'hyper- 
bole ou  de  l'ellipse,  on  obtient  pour  l'équation  du  lieu  : 
66'    ,^      (6  +  b'f       bb' 
•^         aa!  8  8cm  ^ 

Î08.  II.  Trouver  le  lieu    décrit  par   le  centre   d'une 

(•)  Il  serait  plus  simple  de  prendre  pour  Téqualion  des  courbes  du 
2' degré  passant  par  les  quatre  points  donnés  A,  B,  C,  D  l'équation 

Voir  notations  abrégées  (315),  K  étant  une  arbitraire. 
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courbe  variable  du  second  degré  passant  par  les  quatre 
points  d'intersection  de  deux  coniques  données. 

Soient  :     Ai/^  -f-  Bxy  -+-  Cx^  -+-  D?/  -h  Ex  -i-  F  =  0, 
Ay  -+-  B'xy  -4-  C V  -+-  D'ij  -h  E'x  -t-  F'  =  0, 

les  deux  coniques  données. 

Les  points  d'intersection  réels  ou  imaginaires  de  ces 
deux  courbes  sont  donnés  par  l'équation 

Ay^  -+-  Bxy  h-  Cx^  -t-  D»/  -♦-  Ex  -h  F 
—  K  (Ay  -t-  B'xy  -+-  C'x'  h-  D'y  -f-  E'x  -h  F')  =  0, 

dans  laquelle  K  représente  une  quantité  indéterminée. 

Mais  la  courbe  du  second  degré  qui  passe  par  quatre 
points  donnés  et  connus  ne  peut  plus  contenir  dans  son 
équation  qu'un  paramètre  arbitraire  K;  donc,  cette  équa- 
tion est  la  courbe  variable  dont  le  centre  doit  décrire  le 
lieu  que  nous  cherchons.  Pour  obtenir  ce  lieu,  il  suffit 
d'éliminer  K  entre  les  deux  équations  diamétrales  : 

2Ay,  +  Bxi  -f-  D  —  Kf-2A'î/,  -+-  B'x,  -4-  D')  =  0 , 
2Cxi  -H  B^,  -+-  ^:  —  K(2C'x,  -f-  B'y/,  -^.E')  =  0, 

ac],  y,\,  représentant  les  coordonnées  du  centre  mobile;  ce 
qui  donne  : 

2A?/,  -4-  Ex,  H-  D        2Cx,  -H  By,  -*-  E 
jA'tj^B'x^iy  ~  2(7x1 -f-B'y/,  -+-  E'' 

pour  le  lieu  demandé. 

Si  les  deux  coniques  données  sont  concentriques,  on 
peut  faire  disparaître  les  termes  du  premier  degré  en  x  et 
en  y  des  deux  équations;  alors,  le  lieu  se  réduit  à  : 

2A?/,  -+-  Bxt        2Cx,  -^-  Byt 
2A'*/,-+-  B'xi  ~  2C'x,-4-  By  ' 

et  ne  change  pas  si  les  quantités  A,  B,  C  sont  proportion- J 
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nclles  à  A',  B',  C,  c'est-à-dire,  si  les  deux  coniques  sont 
semblables. 

X09.  m.  Trouver   le  lieu   du  centre  d'une  hyperbole 
êquilatère  chxonscrite  à  un  triangle  donné. 

Réponse  :        t/  -+-  a*  —  -  y x  =  0. 


CHAPITRE  X. 

Théorie  générale  des  foyers. 


COURBES    FOCALES. 


XIO.  On  nomme  foyers  ou  points  rationnels  d'une 
courbe  des  points  situés  dans  le  plan  de  cette  courbe  et 
tels  que  leur  distance  à  un  point  quelconque  de  celle-ci 
est  une  fonction  rationnelle  du  premier  degré  des  coordon- 
nées de  ce  point. 

On  peut,  de  même,  nommer  circonférences  focales  des 
circonférences  telles  que  la  distance  MT  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  courbe  au  point  de  contact  T  de  la  tan- 
gente menée  de  ce  point  à  cette  circonférence  est  une 
fonction  rationnelle  du  premier  degré  du  point  de  la  courbe. 

Les  axes  coordonnés  étant  rectangulaires,  l'équation  de 
la  circonférence  de  cercle  de  rayon  R  est  ; 

y.,  [3  étant  les  coordonnées  du  centre  de  cette  circonférence. 

[x-  uf  ^  {y  —  r^Y  —  R»  =  0 

16 
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Fig.   102. 


représente  évidemment  aussi  le  carré  de  la  tangente  MT 

menée  d'un  point  quelconque  M, 
dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  à 
un  point  T  de  la  circonférence. 

Cherchons  quelle  doit  être  de 
grandeur  et  de  position  cette  cir- 
conférence, afin  que  la  tangente 
MT,  que  nous  désignerons  par  d, 
soit  une  fonction  rationnelle  des 
coordonnées  x ,  y  du  point  M 
(fig.  102)  situé  sur  une  courbe 
donnée  du  2""*  degré 

rapportée  à  son  axe  de  symétrie,  pris  pour  axe  des  x,  l'ori- 
gine étant  au  sommet. 
On  aura  : 


^'^{x-.r  +  {y-py 

(?^  =  x*  —  2ax  -+-  a^  -H  y^ 


-2P»/ 


p^—R^ 


Remplaçant  y^  et  y  par  leurs  valeurs  tirées  de  l'équation 
de  la  courbe,  il  vient  : 

J2=:  (1  _+-  g)a;«  ^  2(;)  —  «)x  —  2|3l/2px-H7x'  -\-  a?  +  f—  R*. 

<5  ne  peut  être  rationnel  que  si  (3  =  0. 

Ainsi,  le  centre  de  ce  cercle  doit  se  trouver  sur  l'axe  de 
symétrie  des  courbes  du  2"^  degré. 

La  valeur  de  d^  se  réduit  alors  à 

§^  =  {i  -+-  q)  x^  -H  2  (p  —  a)  X  +  «^  -  R\ 

Ce  trinôme  du  2™°  degré  est  un  carré  parfait  si  l'on  a 

{p-af  =  {\  +  q){a?-R')   .      .      .     .     (k) 
OU  p^  —  2pa  —  <ya^  -+-  R*  (1  -i-  q)  =  0. 

Cette  équation  renferme  encore  deux  quantités  arbi- 
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iraircs  a  et  R,  et  il  est  facile  de  voir  que,  pour  une  valeur 
réelle  de  R,  il  y  aura  deux  valeurs  réelles  de  a.  Il  y  a  donc 
une  infinité  de  cercles  de  rayons  variables  dont  les  centres 
sont  situés  sur  l'axe  de  symétrie  de  ces  courbes  qui  satis- 
font à  la  question. 

«11.  Parmi  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  a  et  de  R 
qui  satisfont  à  1  équation  précédente,  il  en  est  un  premier 
fort  remarquable  que  l'on  obtient  en  égalant  séparément 
à  zéro 

p'-~2px-(joL^=^0     et     R'(l  -t- f/):=0; 


d'où 


a  =  —  -  (1  q::  V^l  -+-  r/)    et  R  =  0. 


Cette  valeur  de  a  est  l'abscisse  du  foyer  dans  les  courbes 
du  2""^  degré. 

Ainsi,  les  foyers  des  coniques  sont  des  cercles  de  rayon 
infiniment  petit  situés  sur  Vaxc  de  symétrie  de  ces  courbes. 

\  l'inspection  de  l'équation 

qoc^  +  2;>a  —  p-  =.  0  , 

on  voit  que  les  ellipses  et  les  byperboles  ont  chacune  deux 
foyers  distincts  situés  à  des  distances  égales  CF,  CF' 
(fig.  105)  du  centre,  et  que  la  parabole  n'en  possède  qu'un 
seul,  le  second  étant  situé  à  l'infini. 

En  substituant  cette  valeur  de  a,  que  nous  représente- 
rons par  f,  dans  l'expression  de  d,  on  aura  pour  le  layon 
vecteur  en  général  : 

FM  =  x\/r^-t-/: 

«12.  Le  second  système  de  valeurs  de  a  et  de  R  qui 
satisfont  à  l'équation  (A)  est  celui  où  R  =  a  et  a=p,  c'est- 
à-dire  la  grandeur  du  demi-paramètre  de  la  conique. 

Le  cercle  est  donc  complètement  déterminé,  puisque 
l'on  a:  ^  =  0,  «  =  />     et    R  =  a=/j. 
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La  valeur  de  MT  devient 
.     .     .     .     MT 


(I) 


x\/\ 


Donc,  si  du  point  C,  situé  sur  l'axe  de  symétrie,  comme 

centre  et  avec  un  rayon 
égal  à  OC  =  p,  on  dé- 
crit une  circonférence 
de  cercle  f  la  distance 
d'un  point  quelconque 
M  de  la  conique  aupoint 
de  contact  T  est  une 
fonction  rationnelle  de 

l'abscisse  de  ce  point.  Ce  cercle  est  tangent  à  la  conique  à 

son  sommet  (fig.  105). 
Mais  on  a 


d'où 

(II)  . 


FM  =  x\/i  -^  q-\-  f\ 
.     FM— MT  =  /': 


ce  qui  prouve  que  la  différence  des  distances  d'un  point 
quelconque  M  d'une  conique  à  l'un  des  foyers  F  et  au  point 
de  contact  T  du  cercle  décrit  sur  le  paramètre  comme  dia- 
mètre et  du  point  C  comme  centre  est  constante,  et  égale  à 
l'abscisse  du  foyer. 

Pour  l'ellipse,  q  est  négatif  et  l'on  a  : 

q       q 


MF  -=  MT 


q        q 


(III)     MF-MT  =  ^  — ^l/i  —  «7  =  /"=  0F  =  constante, 
q        q 


comme  on  vient  de  le  dire. 
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P 


MF  =  —  x\/\  —  q  -^  f-  -^  '-{/i  -  q , 
q        q 

MF'  =  —  MT  -t-  ^  -4-  ?  l^r^/; 
7       7 

(IV).     .     MF   -+-MT  =  ^'  -+- ^l/l  — ~^  =  /'  =  OF': 
r/        q 

ce  qui  prouve  que  la  somme  des  distances  du  point  M  au 
second  foijcr  F'  et  ait  point  de  contact  T  du  cercle  précité 
est  constante,  et  égale  à  l'abscisse  de  ce  foyer.  De  là  un  pro- 
cédé très-simple  pour  décrire  l'ellipse  d'un  mouvement 
continu,  au  moyen  d'une  équerre  et  d'un  fil  de  longueur 
constante  OF'.  Une  des  extrémités  de  ce  fil  est  fixée  à  l'un 
des  foyers  et  la  seconde  extrémité  au  point  T  de  l'équerrc 
C'TM  dont  l'un  des  côtés  C'T  de  l'angle  droit  est  égal  au 
rayon  de  la  circonférence  focale,  le  point  fixe  C  étant  au 
centre  C  de  ce  cercle  (fig.  103).  Lorsqu'on  fait  mouvoir 
l'équerre,  l'extrémité  31  d'une  pointe,  qui  tient  le  fil  bien 
tendu  contre  le  côté  TM  de  l'équerre ,  décrit  dans  son 
mouvement  l'ellipse. 

Il  résulte  aussi  évidemment  des  mêmes  propriétés  le 
théorème  suivant  : 

Si  un  /il ,  de  longueur  constante,  est  tendu  de  manière 
que  ses  deux  parties  soient  constamment  tangentes  à  deux 
cercles  égaux,  le  sommet  de  l'angle,  formé  par  le  fil,  décrit 
une  ellipse  doublement  tangente  à  chacun  des  deux  cercles , 
et  symétriquement  placée  par  rapport  à  ceux-ci. 

Kn  ajoutant  (III)  et  (IV),  il  vient  : 

MF -4-  MF  =-^  =  0A: 
7 

ce  qui  prouve  que  l'ellipse  est  une  courbe  dont  la  somme 
(les  deux  rayons  vecteurs  menés  des  foyers  F,  F'  à  un  point 


2i6 
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quelconque  M  de  la  courbe  est  constante,  et  égale  à  la  lon- 
gueur du  grand  axe  OÂ  =  -| . 

Les  rayons  vecteurs  MF',  iMF  de  l'hyperbole  (fig.  104) 
sont 


MF' 


x\/\  -^  a  —L(i  ^)/\ 


P 


) 


MF  =xl/l  -4-  o -+- ^(i  -+- »/l  H-o),      • 

ou 

(V).     .     .     .     .     .     MF' =  MT  -+-/■, 

(VI) MF  =MT  — /', 

f  étant  Tabscisse  du  second  foyer  F. 

Le  procédé  de  construction  que  l'on  tire  de  ces  formules 
est  tout  à  fait  analogue  à  celui  qui  précède  pour  l'ellipse. 

En  soustrayant,  on  a  : 

2i> 
MF  — MF'  =  -i-  =  OA. 
q 

Ainsi,  dans  lliyperbole  la  différence  des  deux  rayons 
vecteurs  est  constante  et  égale  à  l'axe  transverse  — . 

Fis.  104. 


Pour  la  parabole  (fig.  105),  7  ==  0  et  le  rayon  vecteur 


MF  =  x  H — />. 


Fig.   105. 
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>i,  à  une  dislance  OÏ>  =  ^p  de  l'origine,  on  mène  une 

parallèle  à  Taxe  des  y,  il  est 
évident  que  la  distance  iMR 
du  point  M  de  la  courbe  à 
celte  parallèle  sera  aussi 
égale  h  X  -+-  Ip  ou  MF  :  ce 
qui  prouve  que  la  parabole 
est  une  courbe  dont  tous  les 
points  sont  à  égales  dis- 
tances d'un  point  fixe  et 
d'une  droite  fixe.  On  a  pour 
la   tangente   MT   la   valeur  si  simple 

(Vil) MT  =  x: 

ce  qui  indique  que  la  longueur  de  la  tangente  au  cercle 
j)récité  est  égale  à  l'abscisse  de  la  parabole.  On  a  : 


(Vlll) 


MF 


MT=-  p. 


De  cette  propriété  découle  évidemment  un  procédé  de 
conslruclion  de  cette  courbe,  analogue  à  ceux  qui  précè- 
dent et  indépendant  de  la  directrice. 

nirectrices. 


213.  Les  directrices  sont  des  droites  situées  dans  le  plan 
des  courbes  du  2""'  degré  telles  que  le  rapport  de  la  dislance 
d'un  point  quelconque  de  la  courbe  au  foyer  et  à  l'une  de 
ces  droites  reste  toujours  constant. 

Cherchons  la  position  de  ces  droites. 

On  a  pour  l'expression  générale  du  rayon  vecteur  FM  : 

FM  =  jc  V/i  -4-  7  H -(l  =fI/|  -4- a). 

7 
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En  représentant  comme  précédemment  l'abscisse  des 
foyers  ^  (1  =f  \/1  -+-  q)  par  f,  il  vient  : 


FM  =  xVi 


Fig.  106. 


Soient  OD  =  d  une  parallèle  à  Taxe  des  y,  OP  =  x, 

MP  =  y.  Cherchons 
s'il  existe  pour  l'ar- 
bitraire d  une  valeur 
telle  que  le  rapport 

«  t^l  -t-  9  -4-  / 


m 

MR 


puisse  devenir  égal  à 
une  quantité  con- 
stante c.  On  a  : 


X  \/i  -\-  q  -\-  f 


=  c 


ou 

d'où  Ton  tire 

Il  vient  donc 


\y\  -\-  q  —  c^  =  cd  —  f; 


c  =  i/l  -+-</, 


cd  =  f,     d 
MF 


f 


l/l-f-7 


MR 


=  ^/^ 


Ainsi,  les  ellipses  et  les  hyperboles  possédant  chacune 
deux  foyers  possèdent  aussi  chacune  deux  directrices;  et, 
suivant  que  le  rapport^  est  plus  petit,  plus  grand  que 
l'unité  ou  égal  à  celle-ci,  la  courbe  est  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  une  parabole. 

214.  Si  l'on  prend  pour  l'équalion  de  la  conique  celle 
de  l'ellipse  a^y'^  -+-  6%2  __  ^2^2^  qi  qyg  l'on  remplace  y  par 
sa  valeur  tirée  de  cette  équation,  on  aura  (210)  : 


MT  =  X*  -  2ax -+- a' -4- -  (a*  ■ 


c')  -  28  -  l/a" 
a 


-R* 
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Pour  rendre  cette  ex|)ression  de  MT  rationnelle,  il  faut 
que  l'on  ait  [3  =  0,  ce  qui  donne  ; 

— î       /a»  _  6n    , 

MT   =  (  ^— 1  X*  —  2ax  -4-  a*  H-  6^  —  R». 

La  condition  pour  que  ce  trinôme  soit  un  carré  parfait  est 

a" 
ou  b\'  =  c'  {b'  —  R'). 

1°  Si  nous  faisons  R  =  0  dans  celte  équation,  il  viendra 
pour  l'abscisse  du  foyer 

a  =  ±C 


OU 


a  =  zb  \/a*  —  b\ 


valeur  facile  à  construire,  et  pour  les    rayons  vecteurs 
(fig.  103): 


a 


et  MF  =  a-4-^- 


2"  On  peut  satisfaire  à  l'équation  précédente  en  posant 
R  =  6;  d'où  a  =  0. 

Puisque  l'on  a  déjà  (3  =  0,  le  cercle  est  connu  de  gran- 
deur et  de  position  par  son  centre  qui  est  à  l'origine,  centre 
de  l'ellipse,  et  par  son  rayon. 

La  valeur  précédente  de  MT  se  réduit  à 

(IX) MT=-. 

a 

Donc,  si  dhin  point  quelconque  M  de  l" ellipse  on  mène 
une  tangente  MT  à  la  circonférence  décrite  sur  le  petit  axe 
2b  de  celte  courbe  comme  diamètre^  la  longueur  de  cette 
tangente  est  une  fonction  rationnelle  de  l'abscisse  de  ce  point. 
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On  sait  que  l'on  a  pour  le  rayon  vecieur 

ex 

F'M=a 

u 

En  remplaçant  ~  par  sa  valeur  précédente  MT,  on 
obtient  : 

(X) MF'  -t-  MT  =  a  : 

ce  qui  prouve  que  la  somme  des  dislances  d'un  point  quel- 
conque M  de  l'ellipse,  au  foyer  le  plus  proche  et  au  point  de 
contact  T  de  la  tangente  menée  de  ce  point  au  cercle  décrit 
sur  le  second  axe  2b  de  l'ellipse  comme  diamètre  est  égale 
au  demi-grand  axe  de  celte  courbe.  Cette  circonférence  a  un 
double  contact  avec  l'ellipse. 

D'après  la  formule  (X),  pour  décrire  l'ellipse  d'un  mou- 
vement continu,  on  prend  un  fil  d'une  longueur  égale  au 
demi-grand  axe  de  cette  courbe;  on  fixe  une  des  extrémités 
de  ce  fd  au  foyer  F'  et  la  seconde  extrémité  au  point  T, 
sommet  de  l'angle  droit  de  l'équcrre.  Pendant  le  mouve- 
de  celle-ci  on  tient,  au  moyen  d'une  pointe  M,  d'un  style, 
fe  fil  bien  tendu  contre  le  côté  TM  de  l'équcrre  (fîg.  103); 
cette  pointe  M,  dont  son  mouvement  décrira  l'ellipse. 

On  a  pour  le  second  rayon  vecieur  partant  du  point  M 

MF  =  a  -+-  — 
a 

(XI) MF  —  MT  =  a  : 

ce  qui  prouve  que  la  différence  des  distances  dun  poin 
quelconque  de  l'ellipse  au  foyer  le  plus  éloigne'  et  au  point  de 
contact  T  de  la  tangente  menée  de  ce  point  au  cercle  décrit 
sur  le  petit  axe  de  l'ellipse  comme  diamètre  est  égale  au 
demi-grand  axe  de  cette  courbe. 
En  ajoutant,  on  obtient 

MF  -t-  MF'  ==  2a , 
comme  précédemment  (212). 


l 
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^15.  Si  Ton  décrit  sur  l'axe  non  transverse  ou  imagi- 
naire 26  d'une  hyperbole  comme  diamètre  une  circonfé- 
rence de  cercle,  elle  jouira  des  mêmes  propriétés  que  la 
précédente.  On  a  : 

ex                ex 
MT  =  -  1  MF'  =  ^ a  =  MT  —  a , 

a  a 

ex 
MF  =  -  -4-  a  =  Mï  -+-  a. 
a 

En  soustrayant,  il  vient  aussi  : 

MF  — MF' =  2a, 

résultat  que  l'on  vient  d'obtenir. 

En  remplaçant  q  par  sa  valeur  -^,  on  a  aussi 

\  /  h'        ex 

MT=rx   VI 1="  : 

«         a 

ce  qui  prouve  qu'à  des  abscisses  égales  à  partir  du  sommet  0, 
"/  à  partir  du  centre  C  de  la  conique,  les  longueurs  des  tan- 
qentes  aux  deux  cercles  précités  sont  égales. 

La  détermination  des  directrices  est  ici  trop  facile  pour 
(ju'on  s'y  arrête. 

216.  Soit  if  =  2/)'x  -+-  7'x* 

l'équation  générale  des  coniques  rapportées  à  un  système 
de  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle  y,  l'ori- 
gine étant  située  sur  la  courbe. 

On  a,  comme  précédemment,  pour  la  longueur  d  de  la 
tangente  MT  menée  d'un  point  (juelconque  M  de  la  conique 
au  point  de  contact  T  du  cercle  : 

o'  =  (x  —  af  -+-(?/_  [3)^  -t-  2  [x  —  a)  (y  —  (3)  ces  y  —  R^ 

En  développant,  el  en  remplaçant  y  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  de  la  courbe,  il  vient  : 

=  X*  —  2ax  -+-  a*  -+-  2/)'x  -4-  </'x*  —  2  [[3  -V-  (a  —  x)  ces  y]  y 
-4-  P*  —  2px  ces  y  -+-  Sap  CCS  y  —  R*. 
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La  condition  de  rationalité  est 

P  =  (x  —  a)  COS  r- 

En  substituant  cette  valeur  de  (3  dans  l'expression  pré- 
cédente et  en  réduisant,  on  obtient 

S^  =  [q'  ^  sinV)a:*-+-  2  (p'  —  asinV)  x -+- a^sinV  —  R^ 
Si  Ton  a 

{p'  — a  sinV)*==(7'  -♦-  sinV)  (a^sinV  —  R*), 

^2  est  un  carré  parfait.  Ainsi  qu'on  l'a  déjà  dit,  cette  équa- 
tion renferme  deux  quantités  arbitraires,  a  et  R,  et  il  existe 
une  infinité  de  cercles  qui  satisfont  à  la  question.  Une  des 
solutions  les  plus  simples  est  celle  qui  répond  à 

R  =  asiny 

•  0  /      „    ,  P' 

et  X  sinV  =  p  \  d  ou  a  =  -        ; 

sinV 

P' 

ce  qui  donne  R= 

sinr 

Il  s'ensuit  que  le  rayon  du  cercle  est  constant;  que  son 
centre  se  meut  sur  une  droite  KL  (fig.  107), 

^^    p' 
sinV 

parallèle  à  l'axe  des  tj ,  et  que  l'ordonnée  variable  de  ce 
centre  est  la  projection  H  du  pied  P  de  l'ordonnée  du 
point  M  (oc,  y)  sur  la  droite  KL.  Comme  l'abscisse  OP 
correspond  à  deux  points  M  et  M',  situés  sur  une  même 
parallèle  à  l'axe  des  y,  il  s'ensuit  que  les  quatre  tangentes 
qu'on  peut  mener  des  deux  points  M  et  M',  pris  sur  la 
courbe,  sont  égales,  et  ont  pour  expression 

MT  =  X  \/(i  H-  sin^r* 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.       253 

En  faisant  R  =  0,  on  a  pour  l'abscisse  a  du  centre  du 
cercle  correspondant 

P'  P' 

a  = ± 

9' 


\/q'  ■+■  sin*r. 


Ces  deux  valeurs  de  a  représentent  deux  parallèles  FR, 
F'R',  à  l'axe  des  y.  On  peut  les  considérer  comme  les  lieux 
des  foyers  de  tous  les  points  de  la  conique. 

En  substituant  ces  valeurs  de  a  dans  l'équation 

p  ={x  —  a)  CCS  y, 

on  obtiendra  l'ordonnée  du  centre  du  cercle  de  rayon  infi- 
niment petit,  et  en  projetant  le  point  P  sur  ces  deux  paral- 

Fig.  107. 
^  /  ^ 


lèles,  on  aura  deux  points  P, ,  P,  qui  jouissent,  par  rap- 
port aux  points  M,  M',  des  propriétés  analogues  à  celles 
des  foyers.  Il  vient,  en  effet,  pour  l'ellipse  : 


P 


f  (  • 
9 


MP,  =  x\/sin'r  —  ^ 

'M  MP,  =  X  l/sinV  — <?'  +  /■', 

en  désignant  par  f  le  terme  constant. 


l/sinV  —  7') 
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Mais  la  distance  du  même  point  M  de  la  courbe  au  point 
de  contact  T  du  cercle  précédent  de  rayon  R  =  ^ifxcst 


MT  =  xl/sinV  — </'• 

On  en  conclut  que 

MP,  ^MT-f-/"', 

propriété  analogue,  pour  les  points  M  et  M'  relativement 
aux  cercles  mobiles  précités  de  rayon  0  et  de  rayon 
R  =-^,  que  pour  les  cercles  fixes  situés  sur  l'âxe  de 
symétrie  des  coniques  de  rayon  0  et  de  rayon  R  =  ^. 

Donc,  si  une  corde  MM'  se  meut  parallèlement  à  un  dia- 
mètre conjugué  quelconque;  que  l'on  projette  le  point  de 
rencontre  P  de  cette  corde  avec  Vautre  diamètre  conjugué 
sur  les  parallèles  fixes  FR,  F'R',  KL,  les  pieds  de  projec- 
tion seront  les  centres  de  trois  cercles  qui,  par  rapport  aux 
deuxpoints  M,M',  jouissent  des  propriétés  analogues  à  celles 
des  foyers. 

Ces  cercles  sont  donc  mobiles  lorsque  les  coniques  sont 
rapportées  à  leurs  diamètres  conjugués,  et  sont  fixes  lors- 
que les  coniques  sont  rapportées  à  leurs  axes  de  symé- 
trie (*). 

Sîy.  On  a  trouvé  précédemment  (216) 

P' 


MPj  =  X  l/sin*r  -t-  7'  -4-  —  fsin'x  zp  l/sin  V-  -\-  q'  1. 

q 

En  représentant  le  terme  constant,  l'abscisse  du  foyer  du 
point  M ,  par  f,  on  a 


MPj  =  X  l/sin^y  -+-  g^'  -t-  /'. 
Soit  X  =  OD  =  c/i  une  parallèle  à  Taxe  des  y,  d^  étant 

(*)  Les  équations  de  ces  cercles  sont  respectivement 
î/2  ,=  <^p'x  —  x^  sin  Vj 
J/*  =  'ipx  —  x^. 
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arbitraire.  La  dislaiicc  MD|  d'un  point  quelconque  M  de  la 
courbe  à  celle  droite  (dg.  107)  est 

MD,  =  (x  -+-  d,)  sinr- 


MPj        arl/siii^r  -<-'/'-+-  /' 
Il  vient         7iTr= : : — ' 

AIL),  [x  ■+■  «i)  SMir 

Si  Ton  égale  ce  rapport  ù  une  quantité  K ,  qui  doit  être 
constante,  on  trouve  : 


et 
de 

sorte 

que 

l'on 

dr- 

a 
MP, 

md". 

=  l/sin*'y 

r 

-*-9' 

l^sin^'r 

-+-9' 

=  l/sin*^' 

-*-q' 

En  remplaçant  f  par  sa  valcui',  on  obtient  pour  d\  deux 
droites  DD, ,  U'Da  parallèles  à  l'axe  des  y  à  égales  distances 
du  centre  des  coniques,  et  qui  jouissent  des  propriétés  ana- 
logues à  celles  des  directrices. 

21  §.  Prenons  l'équation  des  coniques  rapportées  à  un 
système  de  deux  diamètres  conjugués,  l'origine  étant  au 
centre  de  ces  courbes.  Soit  l'équation  de  l'ellipse 

a* y^  -+-  6'* X*  =  a'^ 6'% 

l'angle  de  ces  diamètres  étant  toujours  y. 
On  trouve  pour  la  condition  de  rationalité 

p  =  {x  —  a)  ces  r 
et  pour  (52 

x'  —  2a  sin^r  x  -4-  a*  sin'r  -*-  b"^  —  R'> 


V  a 

l'équation 

o'*  a*  sinV  =  (a"  sinV  —  b")  (a*  sinV  -^  ^''  —  R') 
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exprimant  que  5*  est  un  carré  parfait.  Si  Ton  pose 

a*sinV-H^/'=R', 

on  conclut  que  a  =  0  et  R  =  6'  ;  d'où 

p  =  xcosr. 

En  ayant  égard  à  ces  valeurs,  on  obtient  pour  la  longueur 
de  la  tangente 


Mï  = 


x\/a"^  sin^r  —  b'^ 


Si  l'on  fait  R  =  0,  il  vient 


l/a'*sin^r  —  ^'* 

a  =  rb  : =  ±  C  , 


c'est-à-dire  deux  droites  FR,  F'R',  parallèles  à  l'axe  des  y, 

et  (B  =  (x  —  a)  cos  y. 

En  substituant  ces  valeurs  de  a  dans  l'expression  de  d'^, 


Fis.  108. 


on  a  pour  les  dislances  du  point  M  (x,  y)  aux  points  V^, 
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l\,  projections  du  pied  P  de  rordonnée  de  ce  point  sur  les 
droites  FK,  F'U' (fig.  108); 

c'x  c'x 

MPi  =  a'  siny ;- .      MPj  =  a'  sin  r  h î 

o  a' 

«l'où  MP,  -+-  MPj  =  2o'  sin  y. 

On  voit  par  là  que  si  l'on  projette  le  point  de  rencontre 
d'une  corde  MM'  avec  son  conjugué  sur  les  deux  droites 
PU,  F'l\',  qui  lui  sont  parallèles,  la  somme  ou  la  différence 
des  distances  du  point  M  aux  pieds  Pj,  P2  de  ces  projec- 
tions est  constante. 

*S19.  La  tangente  MT  au  cercle  dont  les  coordonnées 
>uiit  a  =  0,  (3  =  a;  cos  y  et  le  rayon  R  =  6'  a  pour  lon- 
gueur 


^j^  _  X  V/a'*  sinV — 

6'*       c'x 

a' 

a' 

Mais                    MP,  =  a'  sin  r  — 

c'x 

a' 

d'où        MP,  -+-  MT  =  a'  sin  r,    MP^ 

c'x 
=  a  sin  r  -< 

a' 

ce  qui  donne  :        MP^  —  MT  =  a'  sin  y, 

théorèmes  analogues  à  ceux  que  l'on  a  démontrés  pour  les 
cercles  fixes  et  les  foyers  proprement  dits. 

Si  l'on  considère  les  points  P, ,  P^  comme  étant  les  foyers 
du  point  M,  il  s'ensuit  que,  dans  l'ellipse,  la  somme  ou  la 
différence  des  distances  d'un  point  quelconque  M  de  la 
courbe  au  foyer  le  plus  proche  ou  au  foyer  le  plus  éloigné  et 
au  point  de  contact  T  du  cercle  correspondant  est  constante. 

On  voit,  d'après  celte  propriélé  (218),  (219),  que 
pour  décrire  l'ellipse  il  faut  :  tracer  le  diamètre  conjugué 
égal  à  ^,  et  les  deux  droites  fixes  FR  et  F'R'  parallèles  au 
second  diamètre  conjugué  donné  de  grandeur  et  de  direc- 
tion ;  allaelier  les  exliémilés  d'un  fil  de   longueur  con- 

17 
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slante  aux  deux  points  Pi  et  Pg  d'une  perpendiculaire 
mobile  commune  à  ces  deux  droites  ;  sous-tendre  avec  la 
pointe  M  d'un  style  ce  fil  contre  la  parallèle  mobile  PM  aux 
deux  droites  fixes  FR  et  F'R'.  Le  lieu  M  des  points  ainsi 
obtenus  sera  l'ellipse  cherchée. 

Le  second  procédé  représenté  par  la  formule 

MPj  -+-  MT  =  constante, 

consiste  à  placer  l'extrémité  d'un  fil  de  longueur  constante 
au  point  Pi,  et  la  seconde  extrémité  au  point  T,  sommet  de 
l'angle  droit  du  triangle  rectangle  mobile  CTM;  de  tenir 
la  pointe  du  style  contre  ce  fil  bien  tendu  et  appliquée  sur 
la  parallèle  PM  partant  du  point  P,  intersection  de  la  per- 
pendiculaire mobile  P^Pg  avec  le  diamètre  OA'.  Le  point 
mobile  M  décrit  l'ellipse. 

220.  Soitx=  OD  =  d'  (fîg.  108)  une  droite  parallèle 
à  l'axe  des  y.  On  aura  pour  le  rapport  -^  de  la  distance 
du  point  M  au  point  P^  et  à  cette  droite  : 

c'x 

a  sm  y 

MPi  a' 

MS         [d'  —  x)  sin  ^y 

En  égalant  ce  rapport  à  la  constante  K,  on  trouve  : 

c'  a'^sin^r 

K  =  — -: —      et      d' = 

a  sin  y  c 

On  a  de  même  c'x 

a'  sin  y  h 

MPî  a' 

— !=  -^ .  =  K', 

MS'        (a"  -+-  x)  sin  y 

ce  qui  donne  pour  K'  et  d"  les  mêmes  valeurs  que  précé- 
demment. 

11  est  évident  que  les  parallèles  DS,  D'S'  à  l'axe  des  y,l\ 
égales  dislances  de  l'origine,  jouissent  des  mêmes  propriétés 
que  les  directrices. 
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*21.  On  voit,  par  tout  ce  qui  précède,  que  les  anciens 
foyers  ne  sont  qu'un  cas  particulier  des  foyers  en  général 
et  qu'il  n'est  plus  permis  de  dire  qu'il  n'y  a  que  deux 
points  dans  le  plan  des  coniques  tels  que  la  distance  de 
l'un  de  ces  points  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe 
est  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  de  celui-ci. 
En  effet,  il  existe  une  infinité  de  cercles  qui  jouissent  des 
mêmes  propi'iélés  que  les  foyers,  ainsi  qu'on  vient  de  le 
prouver  pour  les  coniques  rapportées  à  leurs  formes  cano- 
niques, comme  aussi  lorsque  les  axes  coordonnés  sont  au 
centre  de  ces  courbes,  ou  quand  elles  sont  rapportées  à 
leurs  diamètres  conjugués. 

222.  En  appliquant  la  méthode  précédente  à  l'équation 
générale  des  courbes  du  2""'  degré 

A?;'  -I-  Qxy  +  Cx^  h-  D »/  -4-  Ex  -+-  F  =  0 , 

les  axes  étant  rectangulaires,  on  a  pour  la  condition  de 

rationalité  : 

2A(3 -4- Bx -t-  D  =  0 (1) 

Cette  équation  nous  apprend  que  le  centre  (a,  [3)  du 
cercle  que  nous  cherchons  doit  se  trouver  sur  un  diamètre 
de  la  courbe.  En  substituant  la  valeur  de  [3  dans  celle  de 
^*,  et  en  exprimant  la  condition  que  d^  est  un  carré  parfait, 
on  obtient  l'équation 

(2) (BD  —  2AE  —  4A''a)* 

=  (4A*  -t-  B*  —  4AC)  (D*  —  4AF  -t-  4AV  —  4A*R*). 

Si  l'on  développe,  il  vient 

(B*  -  4AC)  a*  -H  2  (BD  —  2AE)  ^  h-  D*  —  4AF  -h  - 

A 

=  R'(4A*-+-  B»— 4AC), 
^  représentant  le  discriminant. 
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En  résolvant  celte  équation  ,  on  a  : 

BD    2AE       \/(4A«H-  B^  — 4AC)[AR*(B^— 4AC)  — a] 


B'— ^AC  (B2  _  4AC)  l/A 

Si,  dans  celle  formule,  on  fait  R=  0,  on  aura  pour  «, 
l'abscisse  du  centre  du  cercle  correspondant  de  rayon  infi- 
niment petit  ou  nul  qui,  d'après  l'ancienne  théorie,  est  le 
foyer 

_       (BD  — 2AE)l/Xdi:V/(4A*-t-B'  — 4AC)  X  —  a 

(B*  —  4ÂC)  l/Â 
223.  Parmi  les  différents  systèmes  de  valeurs  de  a  et 
de  R  qui  satisfont  à  l'équation  (2),  on  doit  remarquer  ceux 
que  l'on  obtient  en  posant 

i"  D^  — 4AF-H4A^(a^  — R«)=0; 

ce  qui  donne  :  4AV=  BD  —  2AE  ; 

d'où 

BD  —  2AE  V/(BD  —  2AEf  -+-  4Â^  (D*  —  4AF) 


4A'  4â 

En  substituant  a.  dans 

Ba  -t-  D 


■^  2A 

on  aura  l'ordonnée  du  centre,  de  manière  que  le  cercle  est 
connu  de  grandeur  et  de  position.  Son  équation  est 

(BD  —  2AE)  2  (BD  —  2AE  -t-  4A*D) 

•^  2A'  8A'  •' 

/B'D— 2ABE\'      2D(B'D  — 2ABE)       F      ^ 

-j. H 1 =0. 

\        8A^        y  8A^  A 

On  obtient  dans  ce  cas  pour  la  tangente  MT  menée  d'un 
point  quelconque  M  de  la  courbe  au  point  de  contact  T  : 


X 1/4A*  -t-  B*  -  4AC 
2A 
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Celle  valeur  de  MT  ne  dépend  que  des  quanlités  A,  B,  C, 
<;'est-à-dire  de  la  nalurc  de  la  courbe,  et  non  de  sa  position 
par  rapport  aux  axes  coordonnés.  Si  l'axe  des  x  est  paral- 
lèle à  l'axe  de  symétrie  des  courbes  du  2'"°  degré,  B  ==  0, 
et  l'on  retrouve  pour  MT  la  valeur  déjà  obtenue 


,    ,  --        -       ex 
MT 

a 


puisque  A  =  a^,  C  =  h^  pour  l'ellipse. 
S*»  Posons     4AV  =  4.VR^    c'est-à-dire    R  =  a. 
L'équation  (2)  donne  dans  ce  cas 

lîD  -  2AE  =fc  l/(BD-2AE)*-t-4Â*(D*-4AF)-+-4A:\ 

Le  cercle  est  donc  complètement  déterminé,  puisque  son 
centre  doit  se  trouver  sur  le  diamètre 

Bx-*-  D 

Ê= 

^  ±\ 

et  sur  la  parallèle  à  l'axe  des  y  déterminée  par  la  valeur 
précédente  de  a,  laquelle  est  égale  au  rayon  de  ce  cercle. 
Quant  à  l'expression  de  la  tangente  MT  menée  d'un  point 
quelconque  (x,  y)  de  la  courbe  au  point  de  contact  T  du 
cercle,  on  a 

XI/4V-4-B"— 4AC  -+-  \/D*  —  4AF 

MT  = 

2A 

On  peut  discuter  toutes  ces  formules,  et  l'on  retrouve, 
comme  précédemment,  les  cercles  qu'on  a  obtenus  en  opé- 
rant sur  les  formes  canoniques. 

On  peut  se  proposer  de  rechercber  les  circonférences 
locales,  et  parlant  les  foyers,  pour  les  courbes  d'un  degré 
supérieur  au  second  telle  que  la  conchoïde,  qui  possède  un 
foyer  comme  les  coniques,  etc. 
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Déterminatiou  des  foyers  dans  les  courbes 
du   ï™"^  deg;ré. 

224.  Soit 

A?/'  -+-  Bxy  -t-  Cx^  -+-  Dy  +  Ex  -f-  F  =  0 

l'équation  générale  des  courbes  du  2'"''  degré  rapportées  à 
des  axes  coordonnés  rectangulaires.  On  a  vu  précédem- 
ment (198)  que  la  direction  des  axes  de  symétrie  de  ces 
courbes  est  donnée  par  la  relation 

—  B 

tg  2a  = ; 

*  A—  C 

d'où  l'on  tire 

A  —  C  db  l/B^  -+-  (A  —  C)^ 
tiï«  = 


B 


W'- 


C  -H  l/B^  -+-  (A  -  Cf 
sm  "    ' 


2  l/B^  -+-  (A  —  Cf 
B 


COS  a  = 


y^  VB'  +  (A  —  Cf  [A  -  c  -+-  l/B^  -♦-  (A  -  Cf] 

a  étant  l'angle  que  l'un  des  axes  de  la  courbe  fait  avec  l'axe 
des  X.  Les  coordonnées  du  centre  C  (a,  b)  de  ces  courbes 
sont  données  par  les  équations  diamétrales 

2A6-t-Ba  -I-  D=0, 
2Ca  -+-  B6  -4-  E  =  0  ; 

de  sorte  que  l'équation  de  l'axe  de  symétrie  est 

y  —  b=  tg  a  (x  —  a) 

et  si  l'on  désigne  par  c  la  distance  du  centre  C  de  la  courbe 
au  foyer  F,  on  a  évidemment  : 

X  —  a  =  c  COS  a     et    y  —  b  =  c  sin  a 
ou  x^a-+-ccosa,  ?/ =  6 -f- c  sin  a. 
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Il  reste  à  exprimer  c  en  fonction  des  quantités  connues 

A,  B,  C... 

Les  courbes  du  2"""  degré  représentées  par  l'équation 

générale 

A^»  +  Bxy  -t-  Cx'  -+-  I)/y  +  Ex  -+-  F  =  0 , 

rapportées  à  leurs  axes  de  symétrie,  l'origine  des  axes 
coordonnés  étant  au  centre  de  ces  courbes,  orjt  pour  équa- 
tion A 

Mf  -t-  Nx*  = 


B'  —  4AC 
A  désignant  le  discriminant 

4ACF  -H  BDK  —  AE'  —  CD'  -  PB* 
de  ces  courbes.  En  faisanlsuccessivement  y  =  0  el  x  =  0 
dans  celte  équation  et  en  appelant  a,,  6,  les  valeurs  cor- 
respondantes de  X  et  de  y,  c'est-à-dire  les  longueurs  des 
demi-axes  de  ces  courbes,  on  obtient  pour  c  la  formule 


On  sait  (197)  que 


\  I      

M  =-  (A  -+-  C)  -+-  -l/B*-+-(A  -  C)* 


et  N=l(A-f-C)-il/B^-+-  (\-Cr. 

Eu  remplaçant  M  et  l\  par  ces  valeurs  dans  c,  on  a 

c  = 1/^1/ B*-+-  (aTIÎP  ; 

B^  —  4AC 

de  sorte  que  les  coordormées  (x,  y)  des  foyers  des  courbes 
à  centre  sont  déterminées  par  les  formules 

BV/^I 


X  =  a  ± 


(B*  —  4AC)  |/a  —  C  db  l/B*  -t-  (A  —  C)* 
1/2  A  [A  —  C  ±  l/B*  -H  (A  — C)*J 

y  =  b  ± = : 

■^  B*  —  4A(: 
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^25.  —  I.  Soit  à  trouver,  au  moyen  de  ces  formules, 
les  foyers  de  la  conique  représentée  par  l'équation 

2t/^  —  'Ixy  -+-  2x*  —  8^  —  2x  -+-  11=0. 
La  courbe  est  une  ellipse. 
On  a  A  =  —  56;     a  =  2,     6  =  5 

et  pour  les  coordonnées  (x,  y)  des  foyers 
a:  =  2  dz  1 , 
i/  =  5±  i; 
i"  x  =  3,î/  =  4. 

2»  x  =  l,     y  =  ± 

226.  —  II.  Prenons  pour  deuxième  exercice  la  conique 
qui  a  pour  équation 

ôif  —  1 2aî/  -t-  8x'^  -+-  1  Oi/  -t-  4x  —  55  =  0. 

Celte  courbe  est  une  hyperbole  dont  les  coordonnées  du 
centre  C  (a,  h)  sont  : 

a  =  3,    6  =  4i; 
le  discriminant  A  =  2o6.  On  a  : 


'f2l/''2x256  12X16 

X  =  5  ± -J2  =  5  =t =  5  =t  2 


.  ,       1/2  X  256  X  8       15       16       15       4 

V  =  4  ^  d= =  —  zb  —  =  —  db-' 

^  '  48  5        12        3        5 

1»x  =  5,î/  =  5;        2''x  =  1,2/  =  5|. 

%^7.  Les  formules  qui  précèdent  ne  peuvent  pas  con- 
venir aux  paraboles  pour  lesquelles  B^  —  4AC  =  0. 

Si  Ton  cherche,  comme  on  l'a  vu  dans  la  réduction  de 
l'équation  générale 

Aï/*  -4-  Bxy  -4-  Cx*  -+-  D?/  -+-  Ex  -f-  F  =  0, 
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les  coordonnées  a  cl  6   du  sonnmet  de  ces  courbes,  on 
trouve  :      ^  ^  (^CE  -+-  Bl))*  —  1 G  (A  h-  C)»  CF 


8(i>CD— BE)l/(A  +  Cf 

2CE  -+-  BD 

6  = ; 


±  2  l/(A  -+-  C)'  C 
lii  distance  de  ce  sommet  au  foyer  F"  de  la  parabole  étant 

\  BE  — 2CD 

2  '         4  (A  -f-  C) 
on  a  pour  les  coordonnées  du  foyer  dans  ces  courbes  : 

1 

x  =  a±  -p  ces  a, 
2^ 

,       1 

y  =  6=t  — p  sui  a. 

«28.  La  distance  MR  (fig.  106)  d'un  point  x',  y'  à  une 
*''"^"*^  y  =  mx  -+-  n, 

est  une  fonction  du  premier  degré  en  x',y'  de  la  forme  ; 
(y'  —  mx'  —  n)  sin  d 


\/\  -t-  wi*  ■+-  :2/w  co^  9 
if's  axes  coordonnés  étant  obliques. 

Lorsque  la  droite  n'est  pas  donnée  de  position,  celle 
valeur  de  MR  contient  deux  constantes  arbitraires  m  et  n 
dont  on  pourra  disposer  pour  donner  à  cette  droite  telle 
position  qu'on  voudra.  Si  nous  désignons  par  a,  (3  les  coor- 
données d'un  foyer  F, parc  le  rapport  constant  ^,  on  aura, 
les  axes  étant  rectangulaires, 

1/(X'  -  af  -t-  [y'  —  pf  C 


y  —  7nx  —  n  |/j 


m' 


i/{x'-uf  +  {y'-pf= 


cy  mcx  ne 


ï/i  -4-  m^      l/l  H-  m'      l/l  -f-  m* 
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Ainsi  qu'on  la  déjà  dit,  le  second  membre  est  une  fonc- 
tion du  premier  degré  en  se',  y'  qui  renferme  trois  indéter- 
minées m,  n,  c  et  peut,  en  conséquence ,  se  mettre  sous  la 
forme  : 

fy'  ^  gx'  ^h; 

de  sorte  qu'il  viendra  : 

(a;'  _  af  +  iy'  -  pf  =  (fy'  -+-  gx'  +  h)\ 

Si  la  position  du  foyer  F  est  indéterminée,  a  et  (3  sont 
aussi  deux  constantes  arbitraires;  1  équation  du  S'""  degré 
en  X,  y, 

(x  _  af  -+-(*/+  pf  =  {fy  +  gfx  +  /i)^ 

qui  renferme  cinq  conslantes  arbitraires,  représente  toutes 
les  courbes  du  2™"  degré  :  c'est  l'équation  des  coniques  par 
rapport  aux  foyers  et  aux  direclriccs. 

Si  la  directrice  est  connue  de  position,  les  rapports  de 
deux  de  ces  arbitraires  f,  g,  h  h  la  troisième  sont  déter- 
minés. 

229.  Les  deux  équations 

{x-  ^Y  -^  {y  -pr  =  {fy  -^  gx  -^  hf, 
y^  -+-  axy  -f-  hx^  -^  cy  -\-  dx  -\-  e  =  0 , 

représentant  toutes  les  deux  la  même  courbe,  doivent  être 
identiques. 

On  a  donc  pour  déterminer  les  arbitraires  a,  j3,  /",  g,  h 
les  cinq  équations  : 


\-p        ''    \-f 

^} 

P  -^  fh             c        a  -+-  gh 

d 

\-.p           2       1  _  p 

2 

o?^P^  —  h' 
! —  p_ 

\-r 
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230.  Soient  M,  M'  les  deux  points  d(!  rencontre  (runc 
sécante  avec  une  conique  (fig.  109).  Unissons  ces  points  à 
l'un  des  foyers,  F,  de  cette  courbe;  des  points  M,  M'  abais- 
sons des  perpendiculaires  MR,  M'R'  sur  la  directrice,  qui 
est  rencontrée  en  I  par  la  corde  MM'. 

Fig.   100. 


et 


On  aura,  d'après  les  propriétés  connues 

MF        MF 

MR^  M'R' 

MF         MR        MI 

MT~~  M'R'""  mT' 


ce  qui  prouve  que  la  droite  FI  est  bissectrice  de  l'angle 
extèieur  formé  par  les  deux  trayons  vecteurs  FM,  FM',  les 
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deux  points  M,  M'  étant  situés  sur  la  même  branche  de  la 
courbe. 

Ainsi,  la  droite  FI,  ciui  joint  le  foyer  d'une  conique  au 
point  de  rencontre  d'une  sécante  avec  la  directrice,  est  bis- 
sectrice de  Vangle  extérieur  formé  par  les  deux  rayons  vec- 
teurs menés  du  foyer  aux  deux  points  M,  M'  de  la  sécante, 
si  ces  deux  points  sont  situés  sur  la  même  branche;  cette 
droite  est  bissectrice  de  l'angle  même  des  rayons  vecteurs,  si 
les  deux  points  M,  M' ne  sont  pas  situés  sur  ta  même  branche. 

231.  Il  est  facile,  d'après  cette  propriété,  de  construire 
une  conique  lorsqu'on  connaît  le  foyer,  la  directrice  et  un 
point  M  de  la  courbe.  Pour  avoir  un  second  point  quel- 
conque M',  il  suffît  de  joindre  un  point  l  de  la  directrice 
au  point  M  et  au  foyer  F  (fîg.  109);  de  faire  ensuite  avec  IF 
un  angle  IFD  =  IFM  :  la  droite  FD  prolongée  rencontrera 
la  droite  IM  en  un  point  M'  qui  appartiendra  à  la  conique. 
Si  l'on  donne  le  foyer  F  et  trois  points  M,  M',  M"  delà 
courbe,  on  joindra  les  deux  points  M,  M'  au  foyer  F  :  la 
bissectrice  FI  de  l'angle  extérieur  MFD  rencontrera  le  pro- 
longement de  la  droite  MM'  en  un  point  I  de  la  direc- 
trice. On  aura,  de  la  môme  manière,  un  second  point  F 
de  la  directrice  en  joignant  le  troisième  point  M"  au 
foyer  F,  etc.. 

Si  l'on  donne  la  directrice  II'  et  trois  points  M,  M',  M" 
de  la  courbe,  on  aura  en  abaissant  des  trois  points  donnés 
M,  M',  M",  des  perpendiculaires  MR,  M'R',  M"R"  sur  la 
directrice,  les  proportions,  F  désignant  le  foyer  inconnu  : 

MF        MF         M"F 


iMK        M'R'       M"R" 
d'où  Ton  lire  : 

FM         MR  FM  MR 


FM'       M'R'       FM"       M'R" 
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Ces  deux  proportions  prouvent  que  le  foyer  F  se  trouve  à 
l'interseclion  de  deux  circonférences  que  l'on  sait  décrire, 
puisque  les  longueurs  MR,  M'R',  M"R"  sont  connues. 

232.  L'équation  de  l'ellipse  est 

En  faisant  y  =  0,on  obtient  pour  la  valeur  du  grand  axe  : 

7 
En  résolvant  l'équation  précédente  par  rapport  à  x,  on  a  : 


/»* 


q         y     cf       q 

et  le  maximum  de  y  est  égal  à  ±  r^;  la  valeur  correspon- 
dante de  l'abscisse  a;==^est  celle  du  centre. 

Ainsi,  ^=  OA,  ^=  BCB',  sont   les   grandeurs  des 


axes  de  symétrie  de  l'ellipse  ;  la  position  des  foyers  F,  F' 
(flg.  HO)  est  déterminée  par  les  valeurs  : 

q       q  q       q 
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On  voit  qu'ils  sont  éloignés  du  centre  de  la  même  dis- 


pVi 


tance,  marquée  par 

On  a  pour  la  position  des  directrices  DR,  D'R'  : 


0D=-+-- ^ .     0D'=--+- 

7       q\/l--q  q 


P 


l/T 


^       qvi  — q 

Les  deux  directrices  de  l'ellipse  sont  donc  à  la  même 
distance  du  centre,  et  perpendiculaires  au  grand  axe  de 
symétrie.  Les  distances  : 

9 


0F  = 


et 


AF  = 


donnent  pour  leur  rectangle 


9 


p^ 


OFxAF  =  -=-CB; 

ce  résultat  prouve  que  le  foyer  est  un  point  qui  divise  le 
grand  axe  en  deux  segments,  tels  que  le  rectangle  de  ces  par- 
ties est  équivalent  au  carré  construit  sur  le  demi-second  axe 
de  l'ellipse.  ^ 

233.  Cette  propriété  remarquable  fournit  une  deuxième 
définition  des  foyers,  et  un  procédé  très-simple  pour  déter- 
miner la  position  de  ces  points  quand  on  connaît  les  axes 

de  la  courbe. 

A  celte  fin,  il  suffît  de 

décrire  sur  le  grand  axe 
de  celle-ci,  comme  dia- 
mètre ,  une  circonfé- 
rence; d'élever,  à  l'ex- 
trémité A  de  ce  diamètre, 
une  perpendiculaire  AH 
égale  au  demi-second 
axe,  et,  par  le  point  H, 


Fig.  111. 
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de  mener  une  parallèle  à  l'axe  AA'.  Les  pieds  F,  F'  des 
perpendiculaires  abaissées  des  points  d'interseelion  M,  M', 
donnent  les  deux  foyers  de  la  eourbe  (fig,  111). 

Le  rectangle  des  dislances  CF',  CD'  (fig.  110),  est  égale- 
ment remarquable.  On  a  : 


9 


CD'  = 


V 


q  \/\  —  q 


V" 


CF'  X  CD'='^,=  OC 


Le  demi-grand  axe  est  donc  moyen  proportionnel  entre  les 
distances  du  centre  au  foyer,  et  du  même  point  à  la  directrice . 

Il  est  évident  que  les  mêmes  propriétés  existent  pour 
l'hyperbole;  afin  de  les  démontrer,  il  suffît  de  laisser  à  q 
le  signe  positif,  comme  il  se  trouve  dans  les  formules. 

La  parabole  étant  dépourvue  de  centre,  il  n'y  a  pas  lieu 
de  s'en  occuper. 

t34.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  foyer  d'une  parabole 
variable  passant  par  trois  points  donnés  A,  B,  C. 

On    peut   prendre , 


Fig.   112. 


pour  axe  des  x,  la 
droite  qui  passe  par 
deux  de  ces  points,  et 
pour  axe  des  y,  la  per- 
pendiculaire abaissée 
du  troisième  point  sur 
la  première  droite  (fig. 
112). 

En  désignant  par 
OA  =  o,  OB  =  a',  et 
par  6  la  distance  OC, 
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Xi,  yi  représentant  les  coordonnées  du  foyer  mobile  F 

et  à,  à',  d"  les  distances  de  ce  point  aux  trois  points  donnés 

A,  B,  C,  on  aura,  pour  déterminer  l'équation  du  lieu,  le 

système  : 

ga  -{-  h  =  â    {i), 

ga'-h  /*=(?'  (2), 

fb  -+-/*=<?"  (5), 

r  -^9'=i    (4), 

dont  la  résolution  ne  présente  aucune  difficulté. 

Si  Ton  veut  chercher  le  lieu  décrit  par  les  foyers  des 
courbes  du  S""  degré  passant  par  quatre  points  quelcon- 
ques A,  B,  C,  D,  on  aura,  en  représentant  par  (a,  b), 
(a',  b'),  etc....,  les  coordonnées  de  ces  points,  et  par 
^,  §',  etc....  leur  distance  au  foyer  mobile  F,  les  équa- 
tions : 

â  =  fb  -+-  ga  -h  h, 

â'  =  fb'  -t-  ga   -+■  h  ; 

ce  qui  donne  pour  l'équation  du  lieu  le  système  : 

â,      b,  a,  i 

â',     b',  a',  i 

â",    b",  a",  i 

(?"',  b'",  a'",  \ 


=  0. 


La  détermination  des  arbitraires  f,  g,  h  ne  présente  au- 
cune difficulté;  mais, après  substitution  de  ces  valeurs  dans 
la  quatrième  équation,  si  l'on  veut  faire  disparaître  les  radi- 
caux, on  arrivera  à  une  équation  finale  du  6™"  degré,  qui 
se  décompose  en  deux  équations  du  3""^  degré  chacune 
lorsque  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  forment  un  quadrila- 
tère inscrit. 

235.  —  II.  Chercher  le  lieu  décrit  par  les  foyers  des 
courbes  du  second  degré  qui  ont  une  directrice  commune  et 
qui  passent  par  deux  points  donnés  A  et  B. 
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Fig.  113. 


/^ 

D 

/ 

/ 

0 

A 

X 

l'ar  run  des  points,  A,  par  exemple,  on  pourra  toujours 

abaisser  une  perpen- 
diculaire AO  sur  la 
directrice  donnée  OD, 
prendre  celle-ci  pour 
axe  des  y,  et  AO  pour 
axe  des  x. 

Soient  m,  nies  coor- 
données du  point  B, 
X  =  OA  =  a  l'ab- 
scisse du  point  A,  et 
Xi ,  1/,  les  , coordon- 
nées du  foyer  mobile  F  qui  décrit  le  lieu. 

L'équation  des  courbes  du  2'"*'  degré  par  rapport  aux 
fnvors  et  aux  directrices, 

{y  —  1^)'  -+-  (a:  —  a)'  =  (fy  -i-(jx-i-  hf, 
se  réduit  à  : 

puisque  la  directrice,  fij  -f-  gx  -h  h  =  0,  est  prise  pour 
l'axe  des  ordonnées. 

Si  nous  changeons  les   coordonnées  a,  (3  du  foyer  en 
X|,  y,^,  il  viendra  : 

[y  —  y  if  -^{oc  —  x^f  =  9V, 

équation  renfermant  une  seule  arbitraire,  g. 

Comme  la  courbe  mobile  passe  par  les  deux  points   A 
ti  B,  on  aura  les  deux  équations  : 

y\  -t-  (a  —  x^f  =  g-a-, 
(n  —  yif  -h  {m  —  Xif  =  gW. 
En  éliminant  g,  on  obtient  : 

!/(«  —  yif  H-  (m  —  XiY      m 


[/yt-^{a-x,Y 
pour  le  lieu  demandé. 


18 


274  SECONDE    PARTIE. 

En  faisant  disparaître  les  radicaux  et  en  simplifiant,  on  a  : 
2a^n  2am  aW 


2/'  -+-  ^'  -+-  Zl -tV  —  ^   ■    „^' 


m  —  a  m  -h  a  m  —  a* 


équation   d'un  cercle,  comme  il  était   facile  de  le  voir, 
puisque  le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque  du 
lieu  aux  deux  points  fixes  B  et  A  reste  constant  et  égal  à  - . 
Les  coordonnées  du  centre  de  la  courbe  sont  : 


am  —  a^n 

x  = .     y 


a  -+-  «t  m  —  a 

et  le  rayon  est  : 

amvn^  -+-  (m  —  af 

R  = ~ ^ 

Si  la  courbe  mobile  est  une  parabole,  on  a  : 

B^  =  4AC  ; 

ce  qui  équivaut  à  une  condition  qui  peut  remplacer  celle 
de  passer  par  le  point  B  (m,  «). 
Il  vient  alors  : 

d'où  9  =  '^\ 

de  sorte  que  l'équation  devient  : 

La  courbe  devant  passer  par  le  point  A  (a,  0),  l'équa- 
tion du  lieu  est  : 

î/î -4- xf -4- 2ax,  =  0, 

qui  est  une  circonférence  de  rayon  a,  ayant  son  centre  au 
point  A. 
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CIIAPITKK  XI. 


Théorie  dcM  tang;enteH. 


236.  La  tangente  à  une  courbe  est  une  droite  qui  a  deux 
points  consécutifs  communs  avec  cette  courbe,  celle-ci  étant 
considérée  comme  un  polygone  infinitésimal,  et  la  tangente 
comme  le  prolongement  de  l'im  de  ses  côtés  infiniment 
petits. 

Soient  x',  y'  les  coordonnées  du  point  M'  de  la  courbe; 
x'  -+-  dx,  y'  -f-  dy',  celles  du  point  M".  La  courbe  passant 
par  ces  deux  points,  son  équation  sera  satisfaite  lorsqu'on 

Fig.   114. 


y  remplacera  x  ety  par  ces  valeurs.  La  droite  MM"  devant 
aussi  passer  par  ces  mêmes  points,  son  équation,  ?/=aac+[3, 
sera  également  satisfaite  quand  on  y  remplacera  x  et  y  par 
les  coordonnées  des  mêmes  points;  c'est  pourquoi  l'on  a  : 


y'  z=ax'  -4-  S, 


dy' 


y  H-  dif  =  «  {x'  -f-  dx')  -\-  p  ;    d'où    dy'  ^^  af/x'    et    ~;  =  a. 

dx' 

CeUe  valeur  de  ^^, ,  qui  représente  le  coefficient  angu- 
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laire  de  la  droite  passant  par  le  point  M',  doit  être  égale 
au  rapport,  à  la  limite,  de  raccroissement  de  la  fonction  y 
à  celui  de  sa  variable  x,  c'est-à-dire,  au  coefficient  diffé- 
rentiel ^, ,  tiré  de  l'équation  de  la  courbe,  puisque  la  tan- 
gente passe  par  les  deux  points  consécutifs  de  celle-ci. 
L'équation  générale  de  la  tangente  en  un  point  M',  dont 
les  coordonnées  sont  ac',  y' ,  est  donc  : 

du' , 

Les  deux  points  par  lesquels  passe  la  tangente  étant  con- 
sécutifs, il  est  évident  que  dx'  et  dy'  doivent  être,  à  la 
limite,  considérés  comme  infiniment  petits  ou  nuls.  Mais, 
la  grandeur  du  rapport  de  deux  quantités  ne  dépend  aucu- 
nement de  la  grandeur  simultanée  de  ses  deux  termes; 
d'ailleurs,  la  valeur  du  rapport,  à  la  limite,  de  ^,  c'est-à- 
dire,  lorsque  la  droite  sécante  devient  tangente,  se  réduit 
à  ^,  qui,  en  général,  n'est  pas  nul  ni  infini.  Ainsi,  la 
recherche  de  la  tangente  à  une  courbe  quelconque  ,  donnée 
par  son  équation,  se  trouve  ramenée  à  celle  de  son  coeffi- 
cient différentiel. 

237.  Soit  A?/2  -h  Bx?/  -h  Cac^  -f-  D^  4-  Eac  H-  F  =  0, 
l'équation  générale  des  courbes  du  2"^  degré.  Cherchons 
l'équation  de  la  tangente. 

La  courbe  passant  par  le  point  M',  dont  les  coordonnées 
sont  x' ,  y',  on  aura  : 

Aï/''  -♦-  Bx'y'  -4-  Cx'^  -+-  D^'  -+-  Ex'  -4-  F  =  0; 

passant  par  le  point  M",  dont  les  coordonnées  sonlx'-hdx', 
y'  -+-  dy',  il  viendra  : 

A(ty'  -t-  dy'f  -+-  li  [x'  -+-  dx')  [y'  -\-  dy')  -t-  C(x'  -t-  dx'f 
-+-  D  [y'  -t-  dy')  -+-  E(x'  -+-  dx')  -t-  F  =  0. 

Retranchons  l'équation  précédente  de  cette  dernière,  et 
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néi^Iigcons  les  inliiiiineiU  petits  du  2™"  ordre,  qui  sont 
nuls  en  présence  des  infiniment  petits  du  l*""  ordre;  on 
aura  : 

(-2Ay'  -4-  Bx'  -f-  Du! y'  -+-  {'iCx'  -+-  B^'  -+-  E)^/x'  =  0; 
f/y'  2Cx'  -t-  B//'  -+-  E 

rfx' 


d'où 


2Ay'  -+-  Bx'  -t-  D 

Substituant  cette  valeur  du  coefficient  dilTérentiel  dans 
l'équation  générale  de  la  tangente 


y 


d,/' 


cil  faisant  les  réductions  voulues,  on  obtient  : 

2  Ayi/' -f- B  (x'iy -+- x//) -t- 2Cxx' +  D  (i/ -+- y') -t- E(x -t- x') -+- 2F  =  0. 

On  peut  donc  considérer  la  tangente  comme  une  sécante 
dont  les  deux  points  d'intersection  se  réunissent  en  un  seul. 


238.  Soit  l'équation  y-  ==  ^px 

Fis.   115. 


qx"^,  qui  représente 
toutes  les  courbes 
du  2""=  degré,  et 

y  =  a.c  -h  [3, 

celle  de  la  sécante. 
La  courbe  passant 
par  les  deux  points 
M,  M',  dont  les  coor- 
données sont  (x',  7/') 
(x",  y"),  on  aura  : 

y'^  =  2px'  -t-  (fx"\ 
î/"*  =  Hpx"  -+  f/x"^; 

d'où 


V'-  -  y'""  =  2/î  [x  —  x")  -t-  q  [x" 


X'-) 
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et     W  -H  ?y")  (»/'  -  y")  =  :2/)(x'  -  x")  -t-  </(x'  -+-x")  {x  -x"). 

L'équation  de  la  sécante  passant  par  les  deux  mêmes 
points  M,  M'  (fig.  115)  est  : 

et  l'on  a  pour  a 


y  —  y 

y  —  y'  =  — — 7;  (x—x), 

X   —  X 


y'  ~  y"  =  a(3c'  —  x"). 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente  de 
la  courbe,  et  divisant  par  x'  —  x",  il  vient  : 

2p  -t-  q[x'  -+-  x") 
(m'  h-  î/")a  =  2w  -i-  qlx'  -\-  x");      a.  = — ; — -  > 

y  -^  y 

qui  représente  le  coefïicient  angulaire  de  la  sécante  MM'. 
Si  les  deux  points  se  réunissent  en  un  seul,  c'est-à-dire, 
si  la  sécante  devient  tangente,  y"  =  y'  et  x"  =  x'  :  celte 

valeur  devient  : 

p  -+-  qx' 

y' 

L'équation  générale  de  la  tangente  est  donc  : 

y  —  y== r—  {x  —  x). 

En  chassant  le  dénominateur  et  en  réduisant,  d'après 
l'équation  de  la  courbe  i/'2  =  2/)x'  -f-  qx'^^,  qui  passe  par 
le  point  de  contact  (x',  y'),  on  trouve  : 

y  y'  =  (p  -4-  qx')x  -+-  px', 

pour  l'équation  de  la  tangente  demandée. 

En  complétant  le  carré  du  binôme  dont  ^yy'  est  le  double 
produit  des  deux  termes,  on  a  pour  l'équation  de  la  tan- 
gente à  l'ellipse  : 

{t/-yr-^q{x-x7  =  o, 
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laquelle  n'est  satisfaite  que  pour  le  point  M  dont  les  coor- 
données sont  y  =  y',  X  =x'  ;  ce  qui  prouve  que  la  droite 
If  y'  =(p  -h  qx')  X  -h  px'  n'a  que  le  seul  point  (x' ,  y')  de 
commun  avec  la  courbe,  et  qu'elle  est  bien  l'équation  de 
la  tangente. 

Propriétés  des  tangenteM. 

239.  Lorsque  les  axes  coordonnés  sont  rectangulaires, 
^  =  a  représente  la  tangente  irigonométrique  de  l'angle 
que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  l'axe  des  x.  Pour 

Icllipse,  cette  valeur  est 

p  —  qx' 

a  = ; 

y' 

elle  indique  que  cet  angle  à  l'origine  est  droit,  puisque 
pour  ce  point 

a  =  -  ==  oc; 
0 

»|u"il  devient  ensuite  aigu  et  va  en  diminuant  jusqu'à  l'ex- 
trémité du  second  axe  de  symétrie,  point  pour  lequel  le 
numérateur 

,,  ,  »  p 

p  —  qx'^=0;       dou       a:'=-      et       y' =-L-. 

A  partir  de  ce  point,  qui  répond  au  maximum  de  y',  la 
valeur  de  a  change  de  signe  et  devient  négative,  et  la  tan- 
gente fait  un  angle  obtus  avec  l'axe  des  x;  enfin,  à  Textré- 

niilé  du  grand  axe, 

p 

u'  ={)     et     a  =  —  =  oc  ; 

ce  qui  nous  apprend  que  la  tangente  est  de  nouveau  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  la  courbe.  Si  y'  est  négatif,  et  x' 
positif  et  plus  grand  que  |^,  la  valeur  correspondante  de  a 
<>st  positive. 
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Dans  rhyperbole, 

p  -+-  qx  p  -4-  qx' 


V  \/'-2px'  -+-  qx'^ 

monlre  que   l'angle  de  la  tangente  à  la  courbe  est  aigu. 
Lorsque  le  point  de  contact  se  trouve  à  l'infini  : 

P 

— -+-  7 

=  Vq, 


V 


c'est-à-dire,  égal  au  rapport  du  petit  axe  au  grand. 
Pour  la  parabole, 

y'' 

L'examen  de  ces  valeurs  ne  présentant  aucune  difficulté, 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

On  a  trouvé  précédemment  (n°  237)  pour  a  ou  ^, 

2Cx'  -h  Bj/  -+-  E 
"~~~~2Ai/'  -+-  Bx'  -h  D 

Si  l'origine  des  axes  est  au  centre  de  la  courbe,  cetle 

valeur  devient 

2Cx'  -f-  By' 

a  = : 

2Aî/'  -+-  Bx' 

ce  qui  prouve  que  les  tangentes  aux  extrémités  d'un  même 
diamètre  sont  parallèles,  puisque  cette  valeur  de  a  reste  la 
même  quand  on  y  change  x',  y'  en  —  x',  —  y',  coordon- 
nées des  extrémités  d'un  même  diamètre. 

240.  L'angle  FMT,  formé  par  le  rayon  vecteur  FM,  au 
point  de  contact  M,  et  par  la  tangente  MT  (fig.  116),  a  pour 
expression  : 

.g  FMT  =  .g  (MFX  -  MTX)  ^    K ->- Ap -^  ^^') 

y[x  -t^p-^-qx] 
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et  fn  rernpiaçtuit  /",  l'aliscissc  générale  du  foyer  F,  p;ir  sa 
valeur  : 

fgFMT-    P[-P^iP-^9^')^J^] 
y'V'X  H-  q\{p  -f-  qx')\/\  -+-  q=pp] 

En  prenani  le  signe  supérieur  dans  les  deux  termes  de 
la  fraction,  on  a  : 

,çrFMT  = ^ : 


y'V^\  -*-  q 
(>l,  en  prenani  le  signe  inférieur  : 


tgF'MT 


P 


y'\/  \  -+-  q 

On  a  donc:  FMT  -+-  F'MT  =  deux  angles  droits,  et 
F'MT  -h  F'MT' =deux angles  droits;  d'où  FMT=  F'MT'. 


Fis?.   116. 


Ainsi ,  les  deux  rayons  vecteurs  menés  au  point  de  tan- 
qence  font,  d'un  même  côté  de  la  tangente,  des  angles  égaux 
avec  celle-ci. 

241.  On  tire  de  cette  propriété  un  procédé  très-simple 
pour  construire  la  tangente  à  une  courbe  du  2™^  degré.     • 

Soient  FM,  F'M  les  deux  rayons  vecteurs  d'une  ellipse 
et  M  le  point  de  cette  courbe  par  lequel  doit  passer  la  tan- 
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gente.  Prolongeons  F'M  de  MK=FM,  de  sorte  que 
F'M  H-  MK  =  -^,  le  grand  axe  (fig.  117).  Le  triangle 
FMK 


Fia;.   117. 


est  isoscèle  et  la  perpendiculaire  MI  à  la  base  FK  est  la 
tangente  en  M  demandée;  il  en  résulte,  en  effet,  entre  les 
angles,  les  égalités  : 

FMT  =  TMK  =  F'MT'. 

La  droite  CI,  qui  joint  le  centre  C  de  l'ellipse  au  mi- 
lieu l  de  la  base  FK  du  triangle  FMK ,  est  parallèle  au 
côté  FK  et  en  vaut  la  moitié;  d'où  : 


FK 

CI= =CA: 

o 


Le  point  I  est  aussi  le  pied  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  foyer  F  sur  la  tangente  MT.  On  voit,  d'après  cela, 
que  le  lien  des  pieds  des  perpendiculaires ,  abaissées  des 
foyers  d'une  ellipse  sur  toutes  les  tangentes  à  cette  courbe, 
est  une  circonférence  de  cercle  dont  le  centre  est  celui  de 
l'ellipse,  et  dont  le  rayon  est  le  demi- grand  axe  de  celle-ci. 

Il  s'ensuit  que,  pour  mener  par  le  point  P  ime  tangente 
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fl  cette  courbe,  il  faut,  sur  PF  comme  diamètre,  décrire  une 
circonférence  :  le  point  I  de  la  tangente,  sommet  de  l'angle 
droit  du  triangle  rectangle  PFI  se  troucera  sur  cette  cir- 
conférence. Il  doit  aussi  se  trouver  sur  la  circonférence 
décrite  du  centre  de  l'ellipse  avec  un  rayon  égal  au  demi- 
grand  axe  :  les  points  d'intersection  I  et  ï  de  ces  deux 
circonférences  déterminent  les  deux  tangentes  PIi\!,  PI'M', 
que  l'on  peut  mener  à  l'ellipse  par  un  point  extérieur  P. 

242.  Soient  F,  F'  les  foyers  d'une  liyperbole  et  AB  son 
axe  transverse  (fig.  118). 

Fig.  118. 

\  T'/ 


Les  angles  FMT,  KMT  étant  égaux,  on  a  l'angle 
F'MT  =  FiVÏÏ; 

donc,  la  tangente  est  la  bissectrice  de  l'angle  FMF',  formé 
par  les  deux  rayons  vecteurs  au  point  de  contact.  Soit 
MK  =  MF;  unissons  le  point  M  au  milieu  I  de  la  base  FK 
du  triangle  isoscèle  FMK  ;  la  droite  MIT  sera  la  tangente 
à  l'hyperbole  au  point  M. 
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Les  points  C  et  ï  étant  les  milieux  des  côtés  FF',  FK, 
on  a  : 


CI 


FK 


CA  =  1? 


Fig- 
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Le  triangle  PFI  est  rectangle  en  I  ;  les  propriétés  dont 
il  s'agit  sont  donc  les  mêmes  pour  l'hyperbole  que  pour 
l'ellipse. 

Ainsi ,  pour  mener ,  par  le  point  P  extérieur  à  l'hyper- 
bole, une  tangente,  on  décrira  sur  PF,  comme  diamètre, 
une  circonférence  ;  du  centre  C  de  la  courbe,  avec  un  rayon 
égal  au  demi-axe  transverse,  on  décrira  une  seconde  circon- 
férence, qui  coupera  la  première  en  deux  points  I,  I'  :  on 
aura  de  cette  manière  les  deux  tangentes  PIM,  PFM'  que 
l'on  peut  mener  à  l'hyperbole  par  te  point  P. 

243.  Quant  à  la  parabole,  de  l'égalité  des  angles  FMT, 

Li\JT',  résulte  langle 
FMT  égal  à  l'angle  RMT, 
la  droite  DR  étant  la  di- 
rectrice (fig.  119);  on  a, 
par  conséquent, 


OD  =  OF. 

Pour  mener ^  par  le 
point  M  donné  sur  la 
parabole,  la  tangente,  on 
joindra  le  foyer  F  à  ce 
point,  et  de  celui-ci,  on 
abaissera  la  perpendicu- 
laire MR  à  la  directrice 
DR;  on  joindra  lepointM 
avec  le  point  I,  milieu  de 
FR>  et  la  droite  MIT  sera 
la  tangente  demandée,  comme  il  est  facile  de  le  démontrer. 
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Puisque  le  poinl  Ocsl  le  milieu  de  FD,  et  que  le  point  I, 
|)icd  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  F  sur  la  tangente 
IMT,  est  le  milieu  de  FR,  le  côté  01  sera  toujours  parallèle 
au  côté  DR  et  en  vaudra  la  moitié;  ce  qui  prouve  que  le  lieu 
(les  pieds  des  perpendiculaires,  abaissées  du  foyer  de  la  para- 
bole sur  toutes  les  tanç/enles  à  cette  courbe,  est  la  perpendi- 
culaire 0\,  menée ,  par  le  sommet,  à  Caxe  de  la  parabole. 

D'après  cette  propriété,  pour  mener ,  par  le  point  exté- 
rieur P,  une  tangente  à  la  parabole,  sur  PF  comme  dia- 
mètre, on  décrira  une  circonférence ,  qui  coupera  la  droite 
VOY'  en  deux  points  I,  F  :  les  deux  droites  PIM,  PI 'M' 
seront  les  deux  tangentes  demandées. 

244.  L'équation  de  la  tangente  à  la  parabole  fournit 
un  moyen  bien  simple  pour  mener,  par  un  poinl  M  sur  la 
courbe,  une  tangente  à  celle-ci. 

On  a  :  yy' =  p{^ -*- x'). 

Va\  faisant  ?/  =  0,  il  vient: 

x=  —  x'     et     P'T  =  20P'; 

ce  qui   prouve  que,   dans  la  parabole,  la  sous-langenle 
P  T  est  double  de  l'abscisse  du  point  de  contact. 

245.  Etant  données  les  coordonnées  x",y"  du  point  P, 
par  lequel  doit  passer  la  tangente  à  une  courbe,  on  peut 
toujours  déterminer  les  coordonnées  x',y'  du  poinl  de 
contact.  On  a,  en  effet  : 

y'y"  =  (p  +  qx')x"  -4-/)x', 

l)our  l'équation  de  la  tangenle  passant  par  le  poinl  P,  et 

y'*  ='2px'  -4-  qx'^, 

pour  l'équation  de  la  courbe  passant  par  le  poinl  de  con- 
lac'l  (x',  y'). 

En  substituant,  dans  celle  dernière  équation,  au  lieu  de 
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//',  sa  valeur  tirée  de  l'équation  qui  précède,  ou  trouve  : 


p[y"^  —  (p  ~^  q^"}x"]  db  py"\^y"^  —  2px"  —  qx"^ 


X  = 


et 


y 


p  \jpy"  =b  (p  -4-  qx")\/\j"'^—  Ipx" —  qx"^\ 
(p  -+-  qx"Y  —  qy"^ 


Si  le  point  (x",  y")  est  situé  sur  la  courbe,  le  radical 
disparaît,  et  il  n'y  a  pour  x',y'  quune  seule  valeur.  Si 
le  point  (x'\  y")  est  en  dehors  de  la  courbe,  le  trinôme 
/y "2  —  2/)x"  —  qx'"^  est  positif,  et  le  radical  a  deux  valeurs 
réelles;  ce  qui  prouve  que,  par  un  point  P,  extérieur  aune 
courbe  du  deuxième  degré,  on  peut  toujours  mener  deux 
tangentes  à  cette  courbe.  Si  le  point  P  se  trouve  à  l'inté- 
rieur, le  radical  de  la  valeur  de  x'  est  imaginaire  :  on  voit 
qu'il  est  impossible  de  mener  par  ce  point  une  tangente  à 
l'une  quelconque  de  ces  courbes. 

246.  Application  I.  Chercher  le  Heu  décrit  par  le  centre 
mobile  d'une  courbe  variable  du  2'""  degré  qui  touche  deux 
droites  données  en  deux  points  donnés. 

Prenons  les 
deux  droites 
donnéesOX,OY 
pour  axes  coor- 
donnés{fig.l20). 
Soient T  elT' 
les  deux  points 
de  tangence;  po- 
sons 

0T=«, 
OT'  =  h. 

Si    Ton    fait 
successivement 


Fig.   120. 
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X  =  0,  y  =  0  clans  Téqualion  du  deuxième  degré 

y/*  -+-  Bx?/  -t-  Cx^  -f-  D^  -+-  Ex  -+-  F  =  0, 
on  nura  : 

y^  -+-  Dy  -t-  F  =  0,     Cx^  -4-  Ex  -t-  F  =  0. 

Puisque  la  courbe  doit  toucher  l'axe  des  //  et  celui  des  x 
aux  points  T'  et  T,  en  résolvant  ces  équations  par  rapport 
à  y  et  par  rapport  à  x,  il  vient  : 

D  /D^  E        \      , 

On  doit  avoir  : 

D       ^ 

-2=6 (1), 

T^"^^ (^)' 

—  E 

-^=« (5). 

E*  =  4CF (4). 

Comme  les  coordonnées  ce,,  y,,  du  centre  C  satisfont  aux 
équations  diamétrales,  on  a  en  outre  : 

2y, -*- Bx, -f- D  =  0 (5), 

SCx,  -H  Bî/,  -f-  E  =  0 (6). 

Cinq  de  ces  équations  feront  connaître,  en  fonction  de 
X|,ï/,  et  des  données  du  problème,  les  valeurs  des  cinq 
paramètres  variables;  ces  valeurs,  substituées  dans  la 
sixième,  détermineront  l'équation  du  lieu  laquelle  est  : 

a^y\  —  6*Xi  —  0*6^1  -+-  ab-Xi  =  0. 

Cette  équation  représente  deux  droites  dont  l'une  passe 
par  l'origine  0. 

11  serait  plus  simple  de  prendre  pour  l'équation  des 
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courbes  du  2"^  degré  qui  louchent  deux  droites  données 
en  deux  points  donnés  1  équation 

xy=K  (■^+  --  l)'.  (Voir  n"515.) 

247.  Application  I[.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  centre 
des  courbes  du  2™^  degré  assujetties  à  passer  par  deux  points 
donnés  et  à  toucher  une  droite  donnée  en  un  point  donné. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  OAB  qui  passe  par  les 
deux  points  donnés  A  et  B  et  pour  axe  des  y  la  droite  que 
la  courbe  variable  touche  en  un  point  donné  T.  Posons 

0A  =  «,     OB  =  a',     et     0T  =  6. 

On  aura,  comme  précédemment,  les  équations  : 

I)--26 (I), 

F  =  6^ (2), 

/;^ 

C=— (5), 

aa 

—  IJ" 
E  = -(a  -V-  a') (4), 

aa  ^  ' 

2*/.  -I-  Bx,  -4-  I)  =  0 (5), 

2Ca:,  +  B?/j  -^  E  =  0  , ((î), 

et  %ia'^j\  —  26^1  —  'iau'byi  -\-  b\a  -^  a')jr,  =  0 

pour  l'équation  du  lieu,  qui  est  une  hyperbole  lorsque  «el  a' 
sont  de  même  signe  et  du  même  côté  de  l'origine,  e^  une 
ellipse  dans  le  cas  contraire. 

248.  Application  III.  Par  un  point  0  d'une  courbe  du 
2™*  degré  on  mène  deux  sécantes  quelconques  0A,  OB  qui 
rencontrent  la  courbe  en  Aet  enB;  par  ces  points,  on  mène 
les  parallèles  AC,  BD  aux  droites  OB,  OA,  et  Von  joint  les 
points  D  ef  C  où  ces  parallèles  rencontrent  la  courbe  :  la 
tangente  au  point  0  est  parallèle  à  la  corde  DC. 
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On  peut  toujours  placer  l'origino  des  coordonnées  au 
point  0  et  diriger  les  axes  suivant  les  deux  droites  OA,  OB. 
L'équation  des  courbes  du  !2""'  degré  est  : 

Ay*  -f-  Bx^  -+-  Ca;'  -+-  D^/  -t-  Ex  =  0, 

puisque  la  courbe  passe  par  l'origine. 

Pour  obtenir  les  coordonnées  de  A  et  de  B,  il  sullit  de 

faire  successivement 
^'s  '^'-  y  =  0  Cl  x  =  0;  ce 

qui  donne  : 

E 

X  = =  OA , 

C 

D 

Si    l'on    cherche 

les  coordonnées  des 

points  D  et  C(fig.1 21), 

on  trouve  : 

BE— CD 


C. ..!/'  = 


D 


BD 


X  = 
AE 


AC 
E 

C' 


•'  A  '  AC 

La  droite  DC  a  pour  coefficient  angulaire  : 

y'-y"  _     E 

x'  —  x"  d' 

qui  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'origine 
puisqu'on  a,  en  général  : 

2Cx'  -f-  Bt/'  H-  E 


2Aî/'  -t-  Bx'  -t-  D 


19 
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Fig     122. 


249.  Application  IV.  Êtatit  données  une  courbe  du 
second  degré  et  trois  cordes  consécutives  quelconques  AC, 
AB,  DB,  par  les  points  C  et  D  on  mène  CE  et  DF  respec- 
tivement parallèles  à  BD  et  à 
AC  :  la  corde  EF,  obtenue  en 
joignant  les  points  d'intersec- 
tion de  la  courbe  avec  CE  et  DF, 
est  parallèle  à  la  corde  A  B. 

Prenons  AC  et  BD  pour 
axes  coordonnés  (fig.  122); 
désignons  respeclivement  par 
a  et  par  c  les  abscisses  de  A  et 
de  C,  par  b  et  par  d  les  ordon- 
nées de  B  et  de  D. 

L'équation  générale  des  cour- 
bes du  second  degré  passant 
par  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  est  : 


M-)(M-*'— ^=«- 


L'équation  de  la  droite  CE  est  x=c;  celle  de  DF...  y=d. 
Cherchons  les  coordonnées  des  points  E  et  F. 
Remplaçons  d'abord  x  par  c  dans  l'équation  de  la  courbe  ; 
il  vient  : 


M-^)!--^=»- 


On  a  pour  le  point  E  : 
Ic^ay  —  ah  —  Kahcd  =  0,    y  =  -  (Karrf  -\-  a  —  c),  x  =  c. 


Remplaçons  y  par  d  dans  la  même  équation  : 


a       b         le 
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on  obtient  pour  le  point  F  : 

a 

X  =  -  {Kbcd  +  b  —  (/),     y  =  d. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  droite  EF  passant  par  les 
points  E  et  F,  dont  les  coordonnées  sont  connues,  est  ; 

I  [Kabcrl -h  ab — bc  —  ad)b  b 

a  bc  —  {Kabcd  -t-  a6  —  ad)  a 

—  ~  est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  AB  :  les  deux 
droites  EF  et  AB,  ayant  même  coefficient  angulaire,  sont 
donc  parallèles. 

?50.  Application  V.  Chercher  l'angle  formé  par  deux 
(onr/entcs  à  la  conique  a^y^  -h  hH'^  =  a^b^,  ces  deux  tan- 
gentes partant  d'un  même  point  (x^,  yj). 

L'équation  de  la  tangente  à  cette  courbe  est  : 


y  =  mx  ■+-  [/a^m^-\-b^; 

puisqu'elle  passe  par  le  point  (x, ,  yi),  on  a,  en  faisant  dis- 
paraître le  radical  : 

{x\  —  à^)m^  —  ^XiyiVi  -^  y\  —  ô''  =  0. 

On  a  pour  l'angle  m  que  l'on  cherche  : 

m'  —  m" 


tg" 


\  -+-  m'm' 


m',  m"  étant  les  deux  racines  de  l'équation  précédente.  On 
obtient,  pour  l'angle  demandé  : 

tg  u  = ^ 

2/ï  H-  a?  —  (a*  -*-  6*) 

On  voit,  pîir  celte  formule,  que  le  lieu  décrit  par  les 
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sommets  des  angles  droits  dont  les  côtés  sont  tangents  à 
une  conique  est  un  cercle ,  qui  a  pour  équation  : 

ac^  -h  î/^  =  a^  -+-  6^, 

et  que  le  lieu  décrit  par  les  sommets  d'un  angle  constant  w 
dont  la  tangente  est  c  et  dont  les  côtés  sont  tangents  à  la 
même  conique  est  représenté  par  l'équation  : 

c2 1-^2  -f-  t/^  —  (a^  -+-  6^)]^  =  ft.{dY  -t-  b\''  —  aW). 

251.  Application  VI.  Chercher  le  lieu  des  foyers  des 
courbes  du  2""^  degré  qui  ont  \in  centre  donné  C  et  qui  sont 
tangentes  à  deux  droites  données  rectangulaires. 

Soient  Xi,y^,  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  décrit 
par  le  foyer  F  (fig.  1 23). 

Si,  de  ce  point,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 

deux  tangentes  OX, 
OY,  on  sait  que  les 
pieds  P  et  Q  de  ces 
perpendiculaires  se 
trouveront  sur  ime 
circonférence  qui 
aura  pour  centre  le 
point  C(w?,  w),  cen- 
tre donné  de  l'el- 
lipse ou  de  l'hyper- 
bole, et  dont  le  rayon 
sera  CP  =  CQ. 
On  aura  donc  pour  déterminer  le  lieu  les  deux  équations  : 

m"  -f-  {n  —  y  if  =  R%     w^  -+-  (x,  —  mf  =  R*; 
d'où  y\  —  x\-\-  2mrr,  —  2«?/i  =  0. 

De  cette  manière,  le  problème  ne  contient  qu'une  seule 
variable,  qui  est  le  rayon  R  des  cercles  variables  correspon- 
dants aux  ellipses  mobiles  et  variables. 


Fig 

.   123. 
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Le  lieu,  comme  on  le  voit,  est  une  hyperbole  cquilatcre 
qui  passe  par  l'origine. 

On  peut  résoudre  le  même  problème  en  se  servant  d'une 
inconnue  auxiliaire  (*).  En  partant  de  l'équation 

(x  —  Xtf  -f-  {y  —  y, Y  =  {fy  -4-  gx  -f-  h)\ 

el  en  posant 

nf  -4-  m(j  H-  h  =  k, 

on  a  pour  les  conditions  du  lieu  : 

9    ~    r    ~  ' 

d'où       A-^  —  hh  —  [«  {n  —  y,)  -f-  m  [m  —  ^Ti)!  =  0, 
(/r  -  y\)  k'  +  2hx,  {m  -  x,)  k  +  {xi  +  yl)  [m  -  x,f  =  0, 
[Ir  —  X*)  k'  +  =>hy,  (n  -  y^)  k  +  [x]  ^  y',)  {n  -  y,f  =  0. 

(les  trois  équations,  devant  donner  pour  k  la  même 
valeur,  sont  identiques,  et  il  vient  : 

±r^  {m  —  x.)  -^h-  —  ij\  =  0,     2y,  {n  —  yO  ^h^  —  xl  =  0, 
et  y^i  —  a?  -+-  2mx,  —  Sm/i  ==  0. 

On  peut  d'ailleurs  résoudre  ce  problème  directement, 
puisque  la  valeur  de  f  est  donnée  par  une  équation  du  2™" 
degré;  celles  de  jr  et  de  A  s'en  déduisent  immédiatement, 
mais  les  expressions  sont  moins  simples. 

!Î5Î8.  Application  VII.  Une  parabole  variable  touche  une 
droite  donnée  en  lui  point  donné.  Chercher  le  lieu  décrit  par 
le  sommet  de  symétrie  de  cette  parabole  dont  l'axe  se  meut 
parallèlement  à  une  droite  connue  de  direction. 

Plaçons  l'origine  des  axes  coordonnés  rectangulaires  en 
iMi  point  0  de  la  droite  donnée,  et  dirigeons  l'axe  des  x 
parallèlement  à  l'axe  de  symétrie  de  la  parabole  mobile. 

'')  C.vTALAN,  Manuel  des  aspirants. 


Y 

y^ 

T^ 

X                     \ 

0 

\ 

X 
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L'équation  générale  des  courbes  du  2'"'=  degré  se  réduira  à 
î/^  -+-  Dî/  -t-  Ex  -4-  F  =  0  ,     puisque     B  =  0    et    C  =  0. 

La  droite  donnée  OT  (fig.  124)  a  pour  équation  : 

h 

Fig.   124.  y  =z  -  X. 

a 

La  parabole  de- 
vant toucher  la 
droite  y  =  -x  au 

«'  a 

point  T  dont  les 
coordonnées  sont 
a,  6,  on  aura  les 
équations  : 

D6-+-Ea-4-26'  =  0, 

(D6  -t-  Eaf  =  WV. 

Comme  le  point  (x, ,  y^)  doit  se  trouver  à  la  fois  sur  l'axe 
de  symétrie  et  sur  la  courbe ,  il  faut  y  ajouter  les  deux 
équations  : 

2î/i  -+.  D  =  0  ,     yl-^  Dî/i  -t-  Exi  +  F  =  0. 

En  substituant  dans  la  dernière  équation  les  valeurs  de 

D ,  E ,  F,  prises  dans  les  trois  premières ,  on  trouve  pour 

l'équation  du  lieu  : 

6 

y»  =  -  (2x,  —  a), 
a 

qui  est  une  droite  passant  par  le  point  T. 

253.  Application  Vin.  Étant  donnée  une  parabole  fixe 
de  grandeur  et  de  position ,  une  autre  parabole  de  même 
paramètre  se  meut,  de  manière  que  son  sommet  A  se  trouve 
constamment  sur  la  parabole  primitive,  et  son  axe  paral- 
lèle à  l'axe  de  la  première.  Par  le  sommet  de  celle-ci,  on 
mène  des  tangentes  à  la  seconde.  On  demande  le  lieu  M  des 
points  de  tangence  (fig.  12o). 
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Soit  j/5  =  2/>x  la  parabole  fixe.  Si  nous  supposons  que 

Fig,   125. 


la  parabole  mobile  a  son  axe  de  symétrie  parallèle  à  celui 
(le  la  première,  c'esl-à-dire  à  l'axe  des  x,  on  aura  : 

B  =  0; 

H,  comme  C  =  0,  I  équation  de  la  parabole  mobile  se 
réduit  à 

y^^Dtj  -^-Ex-^F=0     .     .     .     .     (1). 

Posons,  dans  celle-ci,  5c  =  a' -+- m,  y  =  y'-[-k;  il  viendra 

î/''  -t-  Ex'  -+-  (2/c  -t-  D)  y'  -t-  k'  -+-  Dk  -4-  Em  -^  F  =  0. 

Kn  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  y'  et  la  quantité  indé- 
pendante, il  reste  : 

y"  =  —  Ex'. 

Puisque  cette  parabole  doit  conserver  le  même  para- 
mètre, on  en  conclut  : 

E  =  —  2/) (2). 
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Les  coordonnées  du  sommet  de  symétrie  sont 


11  = et     x=  — 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  (1),  on  trouve  : 

F  =  — 

2 


L'équation  de  la  tangente  OM  est  : 

X, ,  i/i  étant  les  coordonnées  du  lieu.  La  courbe  mobile 
passant  par  ce  point,  on  a  : 

y\  +  Dy,  _  2;9X,  -+-  -  =  0  .     .     .     .     (4). 

En  égalant  la  valeur  de  ^^i  à  ^  dans  cette  dernière  équa- 
tion, on  obtient  : 

2.v!  —  2/jx,  +  Dj/i  =  0. 

Si  l'on  élimine  D,  on  trouve  pour  l'équation  du  lieu  : 

%j\  —  iipx,y\  -t-  "IfxX  =  0  ;     d'où     y\  =  px,  (2  zfc  Vt). 

254.  Application  IX.  Une  courbe  du  S'""  degré  de 
centre  donné  (a,  b)  touche  deux  droites  données  OA,  OB  en 
deux  points  variables  T,  T'.  En  ces  points,  on  mène  les 
normales  TM ,  T'M.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  point  de 
rencontre  M  de  ces  deux  normales. 

Prenons  les  deux  droites  OA,  OB  pour  axes  des  ae  et 
des  y;  désignons  par  G  l'angle  de  ces  deux  droites,  .Xj,  y, 
étant  les  coordonnées  du  point  M  (fig.  126). 

Les  courbes  du  2"°^  degré,  soumises  à  ces  conditions, 
ont  pour  équation  : 

fb  -+-  V/f\  6«  ,_         26    /- 

2/'  —  2  l )  xy  -+-  -  x^  -+-  2  [/Vy  -i-  —  I/Fx  -4-  F  =  0, 


I 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.        297 

on  ^|.^_____jy__,;__V/F  j=(y^V/F). 

Les  deux  normales  TM,  TM  aux  axes  des  y  el  des  x, 
ont  pour  équations  : 

y^  =  —  CCS  Ox\  —  VV,      yt=-  —  fa:,  -+-  "  V/F  ) . 

cos  0  V         6        / 

Fig.   120. 


T  A        X 


En  éliminant  la  variable  F,  on  obtient  réquation  du  lieu  : 

a  cos  6  —  b 

Vi  =  r 3-, , 

0  cos  6  —  a 

qui  représente  une  droite  passant  par  l'origine. 


tSxefcicB», 


I.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  centre  des  courbes  du 
2""*  degré  assujetties  à  passer  par  deux  points  donnés  et  à 
toucher  deux  droites  données. 

Le  lieu  est  une  eourbe  du  2'"^  degré. 

IL  Connaissant  les  points  de  contact  (x',  y'),  (x",  y")  de 
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deux  tangentes  à  une  courbe  du  2""°  degré,  y^  =  2px  -h  qx^, 
chercher  le  point  de  rencontre  de  ces  tangentes. 

p  ly'x"  —  y"x') 


Réponse  :    x  = 

y  = 


p{y"  —  y')-^9{y"x'  —  y'x") 

p^  {x'  —  x") 

p[y'  —  y")  -^(i{y'x"—y"x') 


III.  Trouver  le  lieu  du  foyer  d'une  parabole  qui  touche 
deux  droites  données,  l'une  en  un  point  fixe,  Vautre  en  un 
point  variable. 

IV.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  deux  para- 
boles qui  admettent  pour  foyer  un  point  donné,  qui  touchent 
une  droite  donnée  et  qui  se  coupent  sous  un  angle  donné. 


CHAPITRE    XII 


Pôles  et  polaires. 


255.  Soient  P  un  point  situé  dans  le  plan  d'une  courbe 
du  2'"«  degré  (fig.  127)  et  PAB,  PCD  deux  droites  quel- 
conques passant  par  ce  point,  et  coupant  la  courbe  en  A, 
B,  C,  D.  Admettons  que  les  axes  coordonnés  soient  les  deux 
droites  PAB,  PCD,  le  point  P  étant  à  l'origine.  Soient 
PA=a;',  PB  =  5c",  PC=y',  Vp  =  tf  et  x^,  y^  les  coor- 
données du  point  M ,  intersection  des  diagonales  mobiles 
AD,  BC,  dont  on  demande  le  lieu. 

L'équation  générale  des  courbes  du  2"'"  degré  est 

y^  -f-  axy  -+-  6x^  -^  cy  -\-  dx  -\-  e  =0. 
Si  l'on  y  fait  successivement  7/  =  0 ,  a;  ^  0 ,  on  aura  : 
6x*  -^-  dx  -\-  e  =  Oy     2/*  -+-  cy  -f-  e  =  0  ; 
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d'où  Ton  tire 


y'^y"  =  -c,    yy'  =  e.. 


XX      =  r 
h 


La  diagonale  AD  a  pour  équation  générale 

Fig.    127. 


V         X 


et  comme  elle  passe 
par  le  lieu  M,  on  a  : 


.Vi 


!;-";=  1     (•)• 


L'équation  de  la 
diagonale  BC  pour  le 
point  iM  est  aussi 


y'    x" 


(2). 


En  ajoutant  ces 
deux  équations,  il 
vient  : 


[y'  ■*-  y")  .y»    K  +  x")  ^i  _  ç, . 
y  y  X  ^ 

en  ayant  égard  aux  relations  qui  précèdent,  on  a  : 

c  (l 

—  -%l^ X,  =  2     ou     cy,  -t-  dXi  -t-  2e  =  0        (ô). 

e  e 

Les  cocnicienls  de  y^  et  de  x,  sont  des  constantes  de  la 
courbe  donnée,  indépendantes  des  variables  x^,y^\  ce  qui 
prouve  que  le  lieu  cherché  est  une  ligne  droite  à  laquelle 
on  donne  le  nom  de  polaire  du  point  P,  qui  prend  le  nom 
de  pèle.  Il  est  évident  que  la  polaire  représentée  par  l'équa- 
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lion  aji  -h  rfx]  h-  2e==  0,  doit  passer  par  les  deux  points 
de  contact  T',  T"  des  tangentes  PT',  PT"  et  qu'elle  coïn- 
cide ainsi  avec  la  corde  des  contacts.  Cette  équation  repré- 
sente aussi  le  lieu  des  points  d'intersection  des  droites 
mobiles  AC,  BD,  comme  il  est  facile  de  le  démontrer. 

On  voit  donc  que,  si  d'un  point  P  situé  dans  le  plan 
d'une  courbe  du  S"""  degré ,  on  mène  deux  sécantes  mobiles 
PAB,  PCD,  le  lieu  N  des  points  d'intersection  directe  elle 
lieu  M  des  points  d'intersection  inverse  sont  situés  sur  une 
même  droite. 

Lorsque  le  point  P  est  à  l'intérieur  de  la  courbe,  la 
polaire  est  en  dehors  de  celle-ci  ;  le  point  P  se  trouvant 
sur  la  courbe  même,  la  polaire  se  confond  avec  la  tangente 
et  le  pôle  avec  le  point  de  contact. 

Si  l'on  mène  par  le  poitit  P  (fig.  127)  deux  droites  PAB, 
PCD  qui  coupent  une  courbe  du  S™*'  degré  en  quatre  points 
A,  B,  C,  D,  e?  qu'on  unisse  ces  points  directement  et  inver- 
sement, la  droite  MN,  qui  passe  par  le  point  M,  intersection 
des  deux  droites  AD,  BC,  rencontrera  la  courbe  aux  deux 
points  T',  T"  qui  sont  les  points  de  contact  des  tangentes 
PT',  PT"  menées  à  la  courbe  par  le  point  P  :  de  là,  un 
procédé  pour  mener  par  un  point  P,  donné  en  dehors 
d'une  courbe  du  2""=  degré,  deux  tangentes,  au  moyen  de 
la  régie  seulement. 

256.  On  sait  (n"  15S)  qu'une  droite  AB  est  divisée 
harmoniquement  aux  points  C  et  D,  lorsqu'on  a  : 
AC  X  BD  =-  AD  X  BC. 

De  cette  égalité ,  on  tire  : 

2  1  1         ^    ,  2ACXAD 

— -  ^ 1 ;      dou      AB  = 

AB       AD       AC  AC  ^-  AD 

La  polaire  MN  de  l'origine,  du  point  P,  rencontre  la  droite 
PB  au  point  I ,  conjugué  harmonique  du  point  P  (fig.  127). 
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Pour  obtenir  la  distance  PI,  il  suffît  de  faire  y  ==  0 
dans  1  équation  de  la  polaire 

aji  ->t-  dxi  -+-  2e  =  0. 

irvicnt,  pour  l'abscisse  du  point  I  : 

2e         2x'x"  2PA  X  PB 

x,=  Pl  =  — —  = et      PI  = ; 

f/        x'  -+-  x"  PA  -t-  PB 

ce  qui  démontre  aussi  ce  théorème  : 

Étant  donnée  une  courbe  du  2"'"  degré,  si,  par  un  point 
P  du  plan,  on  mène  nne  sécante  PAB,  le  lieu  du  point  I, 
conjugué  harmonique  du  point  P  par  rapport  aux  deux 
points  d'intersection  A  et  B  de  la  sécante  et  de  la  courbe, 
est  une  ligne  droite. 

Si  le  point  B  est  à  Tinfini,  on  tire  : 

PI  =  2PA  ; 

d'où  ce  théorème  :  Le  segmetit  de  la  droite  menée  par  un 
point  fixe  parallèlement  à  l'asymptote  d'une  hyperbole  ou 
au  diamètre  d'une  parabole,  compris  entre  ce  point  et  sa 
polaire,  est  divisé  par  la  courbe  en  deux  parties  égales. 

Si  le  point  I  est  à  l'infini,  on  a  : 
PA=  — PB; 
donc ,  la  corde  menée  par  un  point,  parallèlement  à  sa 
polaire,  est  divisée  par  ce  point  en  deux  parties  égales. 

Deux  points  sont  dits  conjugués  par  rapport  à  une 
conique ,  lorsque  la  polaire  de  Vun  de  ces  points  passe  par 
l'autre  point;  ou  bien,  deux  points  P  et  l  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  une  conique,  lorsqu'ils  forment 
sur  la  droite  PI ,  aux  points  de  rencontre  A,  B  avec  la 
courbe,  un  rapport  harmonique. 

Lorsqu'une  droite  rencontre  une  conique,  l'un  des  points 
conjugués  est  à  l'intérieur  de  la  courbe,  et  l'autre  à  l'exté- 
rieur. 
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On  nomme  droites  conjuguées  deux  droites  telles  que  le 
pôle  de  Vune  de  ces  droites  se  trouve  sur  l'autre  droite;  ou, 
deux  droites  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à 
une  conique,  lorsque  leur  point  d'intersection  se  confond 
avec  celui  de  deux  tangentes  réelles  ou  imaginaires  à  cette 
conique. 

Quadrilatère  Inscrit. 


257.  Datis  un  quadrilatère  ABCD ,  inscrit  dans  une 
conique,  le  point  de  rencontre  M  des  deux  diagonales  AD, 
BC  est  le  pôle  de  la  troisième  diagonale  PiV  qui  joint  les 
deux  points  de  rencontre  P,  N,  des  côtés  opposés. 

Pour  trouver  la  polaire  du  point  M,  il  faut,  en  effet, 

mener  par  ce  point  deux 
Fig-  «28-  cordes  AD,  BC  :  les  tan- 

jîî  gentes  aux  extrémités  de 
ces  cordes  se  coupent  deux 
à  deux  sur  la  polaire  du 
point  M,  comme  aussi  les 
côtés  opposés  du  quadri- 
latère inscril,  ce  qui  déter- 
mine la  droite  PN(fîg.l  28). 
D'où    il    suit  que    deux 
droites    conjuguées   quel- 
conques et   la  polaire  de 
leur  point    d'intersection 
forment  trois  droites  con- 
juguées deux  à  deux. 
Il  est  évident  aussi  que  le  point  de  concours  des  deux 
côtés  opposés  du  quadrilatère  inscrit  est  le  pôle  de  la  droite 
PM  ,  qui  joint  le  point  de  rencontre  P  des  deux  autres  côtés 
au  point  de  rencontre  M  des  deux  diagonales. 

On  voit  que  le  triangle  MNP,  formé  par  les  points  de 
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rtMicoMtre  deux  à  deux  des  trois  diagonales  du  quadrilatère 
complet  ABCD  est  tel,  que  chaque  côté  a  pour  pôle  le 
sommet  qui  lui  est  opposé;  les  trois  points  M,  N,  P  for- 
ment un  système  de  trois  points  conjugués.  Les  deux  points 
M  et  N  sont  situés  sur  la  polaire  du  point  P,  et  deux  côtés 
«pielconquesdu  triangle  MNP  sont  deux  droites  conjuguées. 

Quand  trois  points  sont  conjugués  deux  à  deux,  il  y  en 
a  un  à  l'intérieur  de  la  courbe,  et  les  deux  autres  au 
dehors. 

Quand  trois  droites  sont  conjuguées  deux  à  deux,  il  y 
en  a  toujours  deux  qui  rencontrent  la  courbe  et  une  autre 
qui  ne  la  rencontre  pas. 

Quadrilatère   circonscrit 


258.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  coni- 
que, l'une  des  trois  diagonales  du  quadrilatère  complet 
ABCDEP  est  la  polaire  du  point  d'intersection  des  deux 
autres. 

Fig.   129. 


Ces  droites  AC,  BD,  EP  sont  conjuguées  deux  à  deux, 
ainsi  que  les  trois  points  G,  M,  I,  formés  par  leurs  points 
de  rencontre.  La  droite  Gl  a  pour  pôle   le  point  M  ;  le 
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pôle  de  la  droite  EP  doit  se  trouver  au  point  de  ren- 
contre des  deux  cordes  a'c',  b'd'.  Mais  les  quatre  points 
G,  I,  E,  P  sont  situés  sur  la  même  droite,  qui  n'a  qu'un 
pôle  M.  Donc,  les  deux  diagonales  AC,  BD  et  les  cordes 
de  contact  se  coupent  en  un  même  point  (fig.  129). 

269.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  coni- 
que, les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés 
opposés  passent  par  les  points  de  rencontre  des  deux  diago- 
nales et  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  ces 
deux  droites  (fig.  129). 

260.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  coni- 
que, une  transversale  menée  par  le  point  d'intersection  des 
deux  diagonales  rencontre  les  côtés  opposés  et  la  courbe  en 
trois  couples  de  points  qui  sont  en  involution. 

Soient  ABCD  le  quadrilatère,  M  le  point  de  rencontre 
des  deux  diagonales  AC,  BD,  et  R  le  point  d'intersection 
de  cette  transversale  avec  la  S"""  diagonale  EP  du  quadri- 
latère. Désignons  par  ac,  bd,  efles  trois  couples  de  points 
déterminés  par  cette  transversale  (fig.  129). 

La  droite  RM  divise  harmoniquement  le  segment  ef, 
puisque  la  droite  EP  est  la  polaire  du  point  M.  Les  points 
R  et  M  sont  aussi  les  conjugués  harmoniques  des  points 
a  et  c  et  de  6  et  d,  les  droites  EM,  ER  étant  conjuguées 
harmoniques.  Les  droites  BC,  AD  se  rencontrent  en  P. 
Donc,  les  trois  couples  de  points  sont  en  involution.  (Voir  le 
théorème  de  Desargues  (S44). 

261.  Soient  Xi,  y^  les  coordonnées  du  point  M  extérieur 
à  une  courbe  du  2'""  degré  et  situé  dans  son  plan  ;  x',  y', 
x",  y"  les  coordonnées  des  deux  points  de  contact  T',  T" 
des  tangentes  MT',  MT"  (fig.  130).  On  aura  les  deux  équa- 
tions : 

y^y'  =  [p  -t-  qx')  x^  -^  px', 
y^y"  =  (p  -^qx")xi  -+-/)x". 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.       305 

La  corde  de  contact  T'T"  a  pour  équation  : 

;m  =  (p  ■*-  7^)^«  -^px, 

car,  la  première  de  ces  équations  est  satisfaite  si  l'on  y  fait 
y\  =y\  ^i  =  3c'  et  ?/]  =y",  Xi  =x" :  cette  équation  est 
donc  bien  celle  de  la  corde  de  contact.  D'ailleurs,  lors- 
qu'une équation  du  premier  degré  en  x  et  en  y  est  satisfaite 

Fig.   130. 


par  les  coordonnées  de  deux  points,  cette  équation  est  celle 
de  la  droite  qui  passe  par  ces  deux  points.  Si  l'on  fait,  dans 
l'équation  de  la  corde  qui  précède,  y =0,  il  vient  pour  OP, 
l'abscisse  correspondante  : 


P-^  qxi 
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Cctic  valeur  étant  indépendante  de  l'ordonnée  t/j  montre 
que,  si  x  est  constant,  c'est-à-dire,  si  la  droite  MQ  est  paral- 
lèle à  l'axe  des  ordonnées, -^^-^,  le  second  membre  de 
l'égalité,  reste  aussi  constant.  Ainsi ,  quel  que  soit  le  point 
M  de  la  droite  MQ  par  lequel  passent  les  deux  tangentes 
MT',  MT",  toutes  les  cordes  de  contact  couperont  l'axe  des 
abscisses  en  un  même  point  P,  qui  est,  comme  on  l'a  vu 
précédemment,  le  pôle  ;  la  droite  MQ  est  la  polaire  du  point 
P  (fig.  130).  L'équation 

conservant  la  même  forme  pour  des  axes  obliques  que 
pour  des  axes  rectangulaires,  il  s'ensuit  que,  si  de  tous  les 
points  d'une  droite  quelconque  située  dans  le  plan  d'une 
courbe  de  2""'  degré,  on  mène  deux  à  deux  toutes  les  tan- 
gentes à  celte  courbe,  toutes  les  cordes  de  contact  se  coupent 
en  un  même  point  P,  et  réciproquement. 

On  a  pour  l'équation  de  la  tangente  passant  par  le  point 

m'  =  (p  -^  9-^')  ^1  -t-  P*'»  y  il/  =  (p  -*-  9^)  ^i  -*-  p^- 

La  polaire  du  point  M  (3Ci,î/i)  est  une  droite  T'T"  qui 
a  pour  équation 

y^y  =  (p  -*-  9-^i)  X  -\-  pxi. 

On  voit  qu'il  suffît,  pour  obtenir  l'équation  de  la 
polaire  d'un  point  donné  (a,  (3)  par  rapport  aux  coniques 
y^  =  2/)x  -t-  qx'^,  de  changer  les  coordonnées  x',y'  du  point 
de  contact  de  la  tangente  à  ces  coniques  en  coordonnées 
courantes  x,  y  et  de  changer  les  coordonnées  quelconques 
a;  et  y  de  la  tangente  en  a  et  (3  du  point  donné. 

D'après  cela,  la  polaire  du  point  (a,  (3)  par  rapport  aux 
courbes  du  S"""  degré 

A/  -+-  Bxy  -4-  Cx'  -4-  Dy-\-Ex  -\-F  =  0 
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est 

iApif  -t-  B{px  -+-  ay)  -+-  2Cax  -h  D  [ij  -+-  (3)  4-  E  (x -f-  a)  H-  2F=  0, 

ou 

(2Ap-t-  Ba+D)î/-+-(-2Ca-t-B|3-+-  E)x-h  Dy-t- Ex  -f-  2F=  0. 

Si  le  point  (a,  (3)  est  situé  sur  la  courbe,  celte  équation 
est  satisfaite;  ce  qui  pi'ouve  que  la  polaire  d'un  point  ne 
passe  par  ce  point  que  si  celui-ci  se  trouve  sur  la  courbe. 
Si  le  point  (a,  (3)  est  à  l'origine,  la  polaire  de  ce  point 
devient  : 

D^-4-  Ex  +  2F  =  0, 

comme  on  la  vu  précédemment (2o3).  Si  le  point  (a,  (3) 
est  au  centre,  la  polaire  est  à  l'inlini. 

262.  Si,  par  un  point  (a,  P)  de  la  directrice  d'une  courbe 
du  S""  degré,  on  mène  deux  tangentes  à  cette  courbe,  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la  corde  de  contact 
passe  par  le  foyer. 

La  polaire  du  point  (a,  (3)  par  rapport  aux  courbes 

t/*  =  2/)x  -+-  çx*     est     py  =  (p  -h  |/a)  x  -+-  /)a. 

La  droite  partant  du  même  point  et  perpendiculaire  à 
cette  polaire  est  : 

y     " 

En  faisant  ?/  =  0  et  en  posant  a=  vy~^  pour  indiquer 
que  le  point  (a,  ^)  appartient  à  la  directrice,  on  obtient  ; 


x=  — ^-f--l/i  -J-O, 
q      q 

<|iii  est  l'abcisse  /"du  foyer. 
263.  La  polaire  du  point  (a,  (3)  par  rapport  au  cercle 

X*  -4-  t/*  =  r*     est     ax  -+-  p?/  =  7*'; 
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la  droite  qui  joint  le  centre  de  ce  cercle  au  point  (a,  (3)  est  : 

a, 

Ces  deux  droites  sont  donc  perpendiculaires  et  se  cou- 
pent à  une  dislance  du  centre  marquée  par 


Cette  polaire  est  donc  facile  à  construire,  comme  on  le 
voit  en  Géométrie. 

La  droite  D^ -h  Ex +2F==0,  qui  est  la  polaire  de 
l'origine  0,  est  parallèle  à  la  corde  Di/  -<-  Ex  =  0,  laquelle 
passe  par  Torigine  et  y  est  divisée  en  deux  parties  égales; 
ce  qui  prouve  que  la  polaire  d'un  point  pris  sur  un  dia- 
mètre d'une  courbe  à  centre  est  parallèle  au  diamètre  con- 
jugué du  premier.  Enfin,  si  un  point  P  glisse  sur  une 
droite  fixe  D,  laquelle  est  la  polaire  de  Q,  la  polaire  de  P 
passe  par  un  point  fixe  Q. 

264.  Soient  A  et  B  deux  points,  x',  y',  et  x",  y"  leurs 
coordonnées  :  la  polaire  du  point  A,  par  rapport  au  cercle 
de  centre  0  et  de  rayon  R,  est  : 

x'x  -*-  y'y  =  R*. 

La  distance  BD'  du  point  B  à  cette  polaire  est  : 
'x"  -^  y'y"  —  R* 


BD' 


l/^ 


y 


En  multipliant  cette  distance  par  AO  =  l/x'^  -+-  y'^  il 

viendra  : 

AO  X  BD'  ==  x'x"  -+-  y'y"  —  R^; 

AD"  étant  la  distance  du  point  A  à  la  polaire  de  B,  on 

conclut  que 

AO        BO 

AO  X  BD'  =  BO  X  AD"     et      = 

AD"       BD' 
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Équation  tniiKcndeile  des  coiii-bcM  «lu    «"><^  devré. 

965.  Soit  ly  -h  mx  -h  n  =  0  réqualioii  tangentiellc 
(rune  droite. 

Prenons  la  valeur  de  y  dans  cette  équation,  et  substi- 
tuons-la dans  réqualion  générale  des  courbes  du  2'""  degré 
ay^  -+-  Ihxy  -+-  cx^  -+■  '2(ly  -t-  2ex  -+-  /  =  0. 

L'équation  eoinpiète  du  second  degré  en  x  fera  connaître 
les  points  d'intersection  de  la  droite  avec  la  courbe. 

Pour  exprimer  que  cette  droite  est  tangente  à  la  courbe, 
on  aura,  entre  les  coordonnées  tangentielies,  /,  m,n  de  la 
droite  et  les  coeflicicnts  a,  b,  c,  d,e,  f  du  la  courbe,  la  con- 
dition : 

[ainn  -+-  eP  —  dlin  —  bln]^ 

=  [am^  —  mm  -t-  cl']  [an'  +  fP  —  Min]. 

Cette  expression,  après  simplification,  se  réduit  à  : 

(c/-_  e')  l'  -f-  2  {de  —  bf)  lin  -t-  (a/—  d-)  m^ 
■*-  2  (6e  -  cd)  In  -4-  2  {bd  —  ae)  nm  -f-  {ac  —  6"^)  n'  =  0. 

Cette  équation  homogène  du  second  degré  en  /,  m,  n 
représente  l'équation  tangentiellc  des  courbes  du  2'""  degré. 
Les  six  coelficienls  de  P,  Im,  m^,  ln,mn,  n^  sont  les  déri- 
vées du  discriminant  A 

acf  -t-  'ibde  —  ae'  —  cd'  -fb'^0, 

respectivement  par  rapport  aux  quantités  a,  b,  c,  rf,  e,f,  de 
sorte  que  l'équation  tangentiellc  des  courbes  du  2'""  degré 
peut  encore  s'écrire  : 

d.s         f/.d  d./^     „       d.à  d.s  d.^ 

~-  r  -\-  -     un  -\ m  h — —-In  h — -—mn  h — -—rr  =  0. 

da  db  de  dd  de  df 

En  posant 

S:  =  cf—e\     W  =  de  —  bf\     C'  =  a/  — fP, 

D'  =  6e  —  cd,     E'  =  6rf  —  ae,     F'  =  ac  —  6% 
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on  a  pour  l'équalion  langentielle 

A7^  +  2B7m  -h  C'm^  -\-  Win  -h  2E'mn 
dont  le  discriminant  est 

A'CT'  -4-  2B  D'E'  —  A'E'^  —  C'D'^  —  F'B^ 

!866.  Application  I.  On  donne  deux  coniques  et  une 
droite  mobile  qui  est  tangente  à  l'une  et  rencontre  l'autre 
en  deux  points  T,  T'.  En  ces  points j  on  mène  les  tangentes 
TM,  T'M;  chercher  le  lieu  décrit  par  le  point  M. 

Soient  Xi,yi  les  coordonnées  du  point  M,  cl y'^='2px -h qx'^ 

l'équation  de  la  première  conique;  l'équation  delà  deuxième 

sera 

Ay^  -H  \ixy  -4-  Cx^  -+-  Dî/  -+-  Ex  -H  F  =  0. 

La  polaire  du  point  M  (x,,?/^),  par  rapport  à  cette 
courbe,  est 

^^y^y  -+-  B  (x?/,  -+-  t/Xj)  -+-  SCxjX  -+-  1)  (y,  -*-  y) 

-H  li  (x,  -t-  x)  -t-  2F  =  0, 
ou 

(2Ai/i  -f-  Bx,  -4-  Dj  1/  -4-  (2Cxi  +  Bi/,-4-  E)  X  -+-  Dî/,-4-  Ex,-4-  2F=  0. 

En  représentant  par  Dj,  D2  et  D3  les  coefficients  de  y 
et  de  X  et  la  quantité  indépendante  de  ces  variables,  il  vient 
pour  la  polaire  du  point  M  : 

Dj?/  -+-  D2X  -+-  D5  ==  0  (*). 

(*)  Si  C  =  0  représente  l'équalion  générale  d'une  conique,  on  aura: 

dC  f/C 

—  y-i X  +  P  =  0, 

dij  dx 

P  étant  la  polaire  de  l'origine,  ou  bien ,  si  l'équation   est  homogène  en 

X,  en  y  et  en  z  : 

dC         dC  dC 

—  «H X  -i 3=0, 

dy         dx  dz 

dC     dC     dC  ,        ,      j.  .    .      j    ^  .       - 

■j-t  J-»  -j-  elanlles  dérivées  de  C  par  rapport  a  ?/,  a  a;  et  a  z. 
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elle  droite  devant  être  tangente  à  la  conique 

jf  =  2p.r  -+-  qx^, 
lin  doit  avoir 

(DA-pl).r=I>l(R|-7l>î)» 
ou,  en  simplifiant, 

ou  bien  encore 

/)*(-2Ay,-4-  Bx.H-  D)-—  2/î(2Gar,+  By,-^  E)(Dî/i-t-Eri+ 2F) 
A-  q  (Df/j  -+-  Ex,  -f-  2ry  =  0. 

Le  lieu  est  donc,  dans  le  cas  le  plus  général,  une  courbe 
(lu  2"""  degré. 

Supposons  que  la  première  conique,  à  laquelle  la  droite 
mobile  reste  tangente,  soit  une  parabole 

fj^  -t-  2/3X  =  0, 

etque  la  seconde  courbe,  qui  est  rencontrée  parla  tangente, 
soit  une  circonférence  de  cercle  donnée  de  grandeur  et  de 
position  par  l'équation 

L'équation  du  lieu  décrit  par  le  point  M  est 

V  (y.  -  PF  =  2  [x,  -  a)  {^y,  H-  «X,  +  R^  -  a^  -  p% 

Le  binôme  B'-  —  4AC  =  4([3^  +  2/)a);  ce  qui  prouve 
que,  si  le  centre  (a,  [3)  du  cercle  est  en  deliors  de  la  para- 
bole donnée,  la  courbe  est  toujours  une  hyperbole,  les 
deux  droites 

îy  H-  ax-+-  R-  — a^  — ^'  =  0,      2(x  — a)=-0, 

étant  tangentes  à  cette  courbe  suivant  la  corde  de  contact 

Si  le  centre  (a,  (3)  du  cercle  est  sur  la  parabole  donnée,  le 
binôme  (3^-4-  2/>a=  0,  et  le  lieu  est  une  parabole.  Le  centre 
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(a,  |3)  du  cercle  étant  à  1 
est  négatif,  et  le  lieu  est 
cercle  doit  rencontrer  la 
sisle. 

2S7.  Application  II. 
et  concentriques^  ADBE, 
est  tangente  à  la  premier 
deux  points  variables  T, 
point  M,  intersection  des 
A'D'B'E'. 


'intérieur  de  la  parabole,  ^'^-h^pa 
une  ellipse.  Il  est  évident  que  le 
parabole,  pour  que  l'ellipse  suh- 

On  donne  deux  ellipses  semblables 
A'D'B'E'.  Une  droite  mobile  T0T' 
•e  ellipse  et  rencontre  la  seconde  en 
T'.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le 
deux  tangentes  TM,  T'M  à  V ellipse 


Soient 


b"'x'  =  a%'^ 


a'Y 


....     (I), 

....  rs), 

les  équations  des  deux  ellipses  ADBE,  A'D'B'E'  (fig.  151). 
Ces  courbes  étant  semblables,  en  désignant  par  r  le  rap- 
port des  axes  homologues,  il  vient  : 


6' 


(3). 
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La  polîiire  du  point  M,  dont  les  coordonnées  sont 
xi,//,,  par  rapport  à  l'ellipse  A'D'B'E'  est  : 

en  remplaçant  a'  clb'  par  leurs  valeurs  dans  (3). 

Exprimons,  comme  précédemment,  que  cette  droite  est 
tangente  à  Tcllipse  ADBE  ou 

o*t/*  -+■  b^x^  =  a^b^. 
On  aura  : 

b'r'x\  =  (///•*  —  y])  {ahj\  -t-  b'-x\) , 

ou,  en  simplifiant  : 

a*yî  -\-  b-x\  =  0*6 V*. 

Le  lieu  est  donc  une  ellipse  semblable  aux  deux  ellipses 
données. 

«68.  Application  IIL  Chercher  le  lieu  décrit  par  le 
centre  des  courbes  du  2™"  degré  inscrites  dans  un  quadrila- 
tère fiiielconcjue  ABCD. 

Soient  X\,  iji,  les  coordonnées  du  centre  mobile  fpii 
décrit  le  lieu  demandé. 

En  prenant  pour  équation  de  la  droite  AB,  l'un  des 
côtés  du  quadrilatère, 

X  ces  a  ■+-  y  sin  fx.  =  S, 

et  en  déterminant  à  sous  la  condition  que  cette  droite  soit 
tangente  à  l'ellipse  dont  les  axes  sont  2a  et  26,  on  a 


X  CCS  a  -4-  t/  sin  a  =  y  a^  cos^a  -t-  It^  sin^a, 

pour  l'équation  de  la  tangente  à  cette  courbe. 

Soit  w  l'angle  que  le  grand  axe  de  l'ellipse  fait  avec  l'axe 
des  j(-;a  —  co  sera  l'angle  qu'il  fera  avec  la  perpendiculaire 
à  la  tangente  à  cette  courbe.  L'équation  précédente  de  la 
Inngente  deviendra  : 


a:  CCS  a  -+-  y  sin  a  =  l/a*  cos*  (a  —  k)  ^-  ô'*  sin*  [a.  —  w). 
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On  aura  pour  la  distance  du  centre  (ac,,  y.^)  à  cette  droite: 

XiCOSa  -t- »/iSina  —  K  a^C0S^(a  —  w)  4-  6^sin^  (a  —  w)=  8. 

Cette  équation  ne  contient  que  trois  indéterminées  a,  b 
et  w  de  l'ellipse  mobile;  puisque  les  quatre  côtés  du  qua- 
drilatère sont  déterminés,  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion est  donc  connu. 

Il  viendra  : 

cos^a  [a^sin^  «  -t-  b^  sin^  w]  -+-  sin  a  cos  a  2  (a^  —  6^)  sin  w  cos  « 
-4-  sin^a  [a^sin^w  -+-6^cos^w]  =  (p. 

On  aura  de  même  entre  a,  b,  w,  trois  autres  équations  qui 
serviront  à  faire  connaître  ces  quantités,  ou  mieux,  qui  per- 
mettront de  déterminer 

a^'os^w  -4-  b^  sin^  w,     2  («^  —  6^)  sin  w  cos  co 
et  a^sin^  w  -t-  6^cos^  w. 

En  représentant  ces  trois  quantités  inconnues  par  n,  v,  t, 
on  aura  les  quatre  équations  du  1"  degré  : 

cos^  a,u  ■+-  sin  a  cos  a . r  -t-  sin'*  a.t  =  <P, 
cos^  [3 .  «  -H  sin  j3  cos  p .  u  4-  sin*  [3 .  ï  =  rf'*, 
cos^j'.u  -+-  sin  rcosr-'^  -+-  sin^r  •  t  =  '^^"^ 
cos^  rKu  -\-  sin  ri  cos  t?.r  -4-  sin^  <?.<=--  d'"^. 

Les  termes  du  2'"^  degré  en  a;|^,3t;,  ?/i,  ^i^,  du  second 
membre,  ont  les  mêmes  coefficients  que  les  quantités  incon- 
nues u,  V,  t  du  premier  membre  :  les  valeurs  de  celles-ci  sont 
donc  des  expressions  du  1"  degré  en  dc,  et  en  y,,  tous  les 
termes  du  deuxième  degré  se  détruisant,  comme  il  est  facile 
de  s'en  assurer  directement  par  le  calcul  immédiat  de  ces 
inconnues  dans  trois  quelconques  des  quatre  équations 
précédentes. 

L'équation  du  lieu  cherché  ne  pourra  être  que  du  pre- 
mier degré  :  celui-ci  est  une  ligne  droite. 
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On  a  vu  précédemment  que  la  polaire  d'un  point,  par 
rapporta  une  droite,  est  une  seconde  droite  parallèle  à  la 
première  :  celle-ci  divise  en  deux  parties  égales  la  distance 
de  ce  point  à  la  polaire.  11  s'ensuit  que  la  droite  obtenue 
passe  parles  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  ABCD  : 
c'est  la  réciproque  du  théorème  de  Newton,  appliqué  aux 
coniques. 


CHAPITRE  XIII. 

nianiëtres   conjugués. 

*69.  L'équation  générale  des  courbes  du  2"""  degré  est: 

ktf  -+-  Bx?/  -+-  Cx^  -+-  Dj/  -H  Ex  -+-  F  =  0. 
On  a  prouvé  (175)  que  l'équation 
_       Bx  -♦-  D 

cî-t  un  diamètre  de  ces  courbes,  celui  dont  les  cordes,  qu'il 
divise  en  deux  parties  égales,  sont  parallèles  à  l'axe  des 
ordonnées;  et  que  l'équation 

2C 

représente  le  diamètre  dont  les  cordes  sont  parallèles  à 
l'axe  des  abscisses.  Comme  le  centre  des  courbes  du  second 
degré  est  le  point  de  rencontre  de  deux  diamètres,  il  s'en- 
suit que  le  centre  est  déterminé  par  le  point  d'intersection 
(les  droites 

2Aî/ -4- Bx -f-  D  =  0,      2Cx -+- B»/ -+- E  =  0. 
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Il  est  facile,  au  moyen  des  équations  de  ces  deux  droites, 
de  trouver  I  équation  d'un  diamètre  quelconque,  c'est-à-dire, 
d'une  droite  passant  par  le  centre  lequel  est  aussi  le  point 
de  rencontre  des  deux  droites 

2Aî/  -+-  Bx  -H  D  =  0,     2Cx  -+-  By  -+-  E  =  0. 

Si  nous  désignons  par  d  le  coefficient  angulaire  d'un 
système  quelconque  de  cordes  parallèles,  l'équation  du  dia- 
mètre correspondant  à  ces  cordes  sera  évidemment 

2Cj;  -h  Bî/  -+-  E  -+-  (?(2Aî/  -t-  Bx  ^-  D)  =  0  .     .     (I). 

Cette  équation  du  premier  degré,  en  x  et  en  y,  repré- 
sente une  infinité  de  droites,  puisque^  est  arbitraire.  Comme 
cette  équation  est  satisfaite,  quel  que  soit  S,  pour 

2Cx-f- B?/-t-E  =  0,      2At/ -1- Bx  4- D  =  0  , 

il  s'ensuit  que  toutes  les  droites  (1)  passent  par  le  centre, 

c'est-à-dire,  qu'elles  sont  des  diamètres  des  courbes  du 

2me  degré.  Si  ces  cordes  sont  parallèles  à  l'axe  desac,  §=0, 

et  il  vient  : 

2Cx  -+-  By  -t-  E  =  0  ; 

si  elles  sont  parallèles  à  l'axe  des  y,d  ^^  ^,  et  l'on  retrouve 
l'équation  du  diamètre 

2Aî/  -H  Bx  -+-  D  =  0. 

;870.  Soit  d  le  coefficient  angulaire  d'un  système  de 
cordes  parallèles,  dont  la  droite  MNS  (fig.  132)  repré- 
sente la  direction. 

Le  diamètre  CDR,  correspondant  à  ce  système  de  cordes, 
a  pour  équation,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit  (269)  : 

2Cx  -+-  B y  -H  E  -t-  (?  (2A?/  -h  Bx  -t-  D)  =  0. 

Soit  d'  le  coefficient  angulaire  d'un  second  système  de 
cordes  parallèles  dont  la  droite  QPR'  représente  la  direc- 
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lion.  Le  diamètre  CD'S',  correspondant  à  ce  second  système 
de  cordes  parallèles,  a  pour  équation  : 

2Cx  M-  By  H-  E  -f-  c?'  (2Aj/  -*-  Bx  -^  D)  =  0. 

Fig.  132. 
Y 


Pour  exprimer  que  ce  second  système  de  cordes  est 

parallèle  au  diamètre  CDR,  il  faut  égaler  le  coefficient 

angulaire  ô'  au  coefficient  angulaire  du  diamètre  CDR  qui 

est 

2C  -+-  B(? 


^A6  -+-  B 


de  sorte  qu'on  aura  : 

j'  =  _  ??_lLËf     ou      2A(y^  -+-  B  (^  -+-(?')  -t-  2C  =  0.  (2). 

Telle  est  la  relation  entre  les  deux  diamètres  CDR  et 
CD'S',  qui  sont  tels  que  l'un  d'eux  divise  en  deux  parties 
égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre  :  ces  diamètres  sont 
dits  conjugués. 

L'équation  (2)  montre  qu'il  y  a  une  infinité  de  systèmes 
(le diamètres  conjugués,  puisqu'il  n'y  a  qu'une  seule  équa- 
tion entre  (5  et  5'. 

Ainsi,  à  une  valeur  quelconque  de  d,  en  correspond  une 
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pour  $'.  On  peut  donc  soumettre,  à  volonté  ,  les  quantités 
indéterminées  d  et  d'  k  une  nouvelle  condition  quelconque. 
La  relation  la  plus  simple  et  la  plus  importante  est  celle 
où  ces  deux  diamèlres  sont  perpendiculaires  entre  eux, 
c'est-à-dire,  où  Ton  a  : 

2  (A  —  C) 
1  +  ,J^'  =  0  ;    ce  qui  donne  :     cT  -t-  cî'  =  ~^— '  ■ 

D'après  cela ,  d  eld'  sont  donnés  par  l'équation  du  deu- 
xième degré 

/A  — C\ 

Les  deux  valeurs  de  z  déterminent  les  directions  des 
deux  axes  de  symétrie  dans  les  courbes  du  deuxième  degré. 

On  a  :  

A  — C       V/B*  -H-  (A  —  Cf 


B  B 

»7i.  Le  calcul  des  dérivées  permet  de  trouver  facile- 
ment l'équation  des  diamètres. 

Pour  avoir  l'abcisse  x^  du  point  I,  milieu  de  la  corde  MN 
(fig.  132),  il  suffît,  après  avoir  substitué  la  valeur  de  y  de 
l'équation  de  la  corde  dans  celle  de  la  courbe,  de  prendre 
la  dérivée  dans  l'équation  résultante  du  second  degré  par 
rapport  à  x;  en  substituant  celte  valeur  dans  l'équation  de 
la  corde,  on  obtiendra  l'ordonnée  ^/i  du  point  milieu  et, 
par  suite,  l'équation  du  diamètre.  Mais,  comme  y  est  une 
fonction  de  x,  il  est  plus  simple  de  différentier  à  la  fois 
l'équation  de  la  courbe  du  deuxième  degré  par  rapport  à 
^  et  à  £c,  ainsi  que  l'équation  de  la  droite  MN  y  ==dx  -h^. 

En  effectuant  ces  opérations,  on  a  : 

(2Av  -f-  Bx  -+-  D)-^  -t-  âCa:  -t-  By  -+-  E  =  0     et     -^  =^J. 
^  dx  ^  dx 


GÉOMÉTIUE  AKALYUQLE  A  DEUX   DlMENSlOiNS.       310 

Si  l'on  snbstiluc  celte  dernière  valeur  de  ^  dans  l'équa- 
lion  précédente,  on  obtient  ; 

(2Aî/  -f-  Bx  -t-  D)  (?  -f-  2Cx  -f-  By  -t-  E  =  0 , 

pour  l'équation  du  diamètre  demandé. 

En  réunissant  les  termes  en  y  et  en  x,  on  a  : 

(2Ac?  -f-  B)  î/  -t-  (2G  +  B(?)  X  -+-  De?  -t-  E  =  0, 

qui  est  la  même  que  celle  obtenue  précédemment  (270) 
pour  le  diamètre  des  cordes  IVIN. 
On  a  trouvé  (270)  pour  la  direction  du  diamètre  : 

B^-+-  2C 
2Ac?  -H  B 

En  opérant  la  division  par  rapport  à  ^,  il  vient  ; 

B  B^  —  4AG 


2A       2A  (2A(y  -f-  B)  ' 

ce  qui  prouve  que  dans  la  parabole  tous  les  diamètres  sont 
parallèles  entre  eux  et  ont  pour  coefficient  angulaire 

B 

'—Ta. 

Donc,  pour  exprimer  dans  la  parabole  que  les  cordes 
sont  perpendiculaires  au  diamètre  d',  il  suffît  de  poser 
dans  l'équation  précédente 

2A 

B 

et  il  vient  : 

(4A^  -t-  B*)  t/  -4-  2B  (A  -+-  C)  X  -+-  2AD  -+-  BE  =  0, 

pour  l'équation  de  l'axe  de  symétrie  de  la  parabole. 
L'équation  des  axes  de  symétrie  des  courbes  à  centre  est 

y  —  6  =  z  (x  —  a)      ou     y  —  6  =  Ig  a  (x  —  a), 


3^0 
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Fig.  135. 


a  et  6  étant  les  coordonnées  du  centre  de  la  courbe,  el  tg  « 
l'une  des  deux  valeurs  de  z  donnée  par  l'équation  précé- 
dente (270). 

«7».  Soient  y^  =  2pac  -+•  gac^   l'équation   des    courbes 

du  deuxième  degré, 
OX  et  OY  les  axes 
coordonnés,  ce  der- 
nier étant  parallèle  à 
CB,  conjugué  de  OX 
(%.  133). 

Les  deux  droites 
CR  et  es,  qui  passent 
par  le  centre  C,  ont 
pour  équations  : 


y 


=  ^(,_^)     et     ^=r'(x-^). 


En  faisant  a'=0  dans  ces  dernières,  on  obtient  successi- 
vement : 


0R  =  — r-  et  0S  = 
9' 


r'-;  d'où  OR  X  OS=rr'-, 
q  q^ 


Si  les  droites  CR  et  CS  sont  dirigées  suivant  deux  dia- 
mètres conjugués,  on  a  : 

rr'  =  —  a    et    OR  X  OS  =^  =  CB. 

9 

Sur  RS  comme  diamètre ,  décrivons  une  circonférence 
et,  au  point  0,  élevons  une  perpendiculaire  lOH  au  dia- 
mètre RS  ;  il  viendra  : 

OD  =  CB. 

Il  sera  facile  de  déterminer,  d'après  cette  propriété,  la 
direction  des  axes ,  lorsqu'on  connaîtra  les  deux  diamètres 
conjugués  OC,  CB. 
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On  voit  donc  que,  si  d'un  point  d'une  courbe  du  2""' 
degré  à  contre,  on  mène  une  tangente  à  la  courbe,  le  pro- 
duit des  distatices  du  point  de  contact  aux  points  oii  cette 
tangente  rencontre  deux  diamètres  conjugues  est  égal  au 
carré  du  demi-diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  le 
point  de  contact. 

213.  L'équation  do  la  tangente  RTS  (fig.  154)  est  : 

i/y  —  ip  —  9^')  ^  +  p^  ■ 

Fig.  «34. 


En  y  faisant  x  =  0,  on  a  : 


0R  = 


px 

y' 


La  parallèle  AS  à  l'axe  des  y  a  pour  équation 

2/) 


En  substituant  cette  valeur  dans 

yy'  =  {p  —  7^')  ^  -^  P^'' 
on  obtient  : 

AS=,P(^A=JE:]      et     ORXAS  =  ^  =  CB 


2t 
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Pour  la  tangente  R'T'S'  (fig.  134),  on  aura  de  même  : 

OR'  X  AS'  =  CB'    et     OR  X  AS  =  OR'  x  AS'  ; 

d'où  Ton  tire  : 

OR  :  OR'  =  AS'  :  AS  : 

ce  qui  prouve  que  les  droites  RS',  R'S  se  coupent  en  un 
même  point  I  du  diamètre  conjugué  OA  qui  passe  par  les 
deux  points  de  contact. 

On  voit  qu  une  tangente  quelconque  détermine  sur  deux 
tangentes  parallèles,  à  partir  du  point  de  contact,  deux  seg- 
ments dont  le  rectangle  est  constant  et  équivalent  au  carré 
du  demi-diamètre  conjugué  parallèle  aux  deux  tangentes. 

Si  l'on  joint  les  milieux  M,  M'  des  longueurs  RS',  R'S, 
on  obtiendra  une  droite  passant  par  le  centre  de  la  courbe; 
d'où  dérive  un  moyen  de  déterminer  le  centre  d'une  coni- 
que, lorsqu'on  connaît  celle-ci  par  ses  cinq  tangentes. 

«74.  L'équation  des  courbes  du  2'"*  degré  rapportées 
à  leurs  axes  de  symétrie ,  l'origine  étant  au  centre  de  ces 

courbes,  est  : 

ay  =fc  b^x^  =  ±  a%\ 

Cherchons  s'il  existe  une  direction  d'axes  coordonnés 
obliques  pour  laquelle  l'équation  précédente  conserve  la 
même  forme,  l'origine  étant  la  même,  c'est-à-dire,  au 
centre  de  la  courbe. 

A  cette  fin,  prenons  les  formules  : 

X  =  ac'  cos  a  -+-  y'  ces  |3,     y  =  x'  sin  a  -+-  y'  sin  (3, 

qui  servent  à  passer  d'un  système  d'axes  rectangulaires  à 
un  autre  (3  —  a  de  même  origine. 

En  substituant  ces  valeurs  de  x  et  de  2/  dans  l'équation 
de  la  courbe,  il  vient: 

(a*  sin'  p  ±  6*  cos*|3)  ?/'*  -\-  (a*  sin* a  ±  6*  ces'  a)  x'* 
-t-  2  (a*  sin  a  sin  p  rfc  6*  ces  a  cos  p)  x'y'  =  ±  a'6'. 
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Comme  les  quantités  a  et  (3  sont  arbitraires,  on  pourra 
(oujours  en  disposer  pour  annuler  le  coefficient  du  terme 
en  x'y',  ce  qui  donne  : 

a*sin  a  sin  pi  6*cosacosp=0;     d'où     lgatgj3=^±  — • 

On  voit  que  les  nouveaux  axes  coordonnés  sont  deux 
tliamètres  conjugués  de  la  courbe. 
L'équation  de  celle-ci  se  réduit  à 

(a*sin*p±  6*cos'p)î/'*  -+-  (tt'sinV  db  6*  cos' a)  x'*  =  =h  a*6^ 

En  faisant  successivement  y'  =  0  et  x'=0,  et  en  dési- 
gnant par  a'  et  par  b'  les  longueurs  OA',  OB'  (fig.  135) 
des  deux  demi-diamètres  conjugués,  on  obtient  : 


a'*  =  ± 


6'*  =  ± 


a^sin^a  =t  6^  CCS*  a 


a*sin*(3±6*cos*p 
Si  Ton  y  ajoute  la  condition  des  diamètres  conjugués 


Fig.  155. 


on  aura  trois  équa- 
tions entre  a  et  (3  ; 
il  devra  donc  exister 
une  relation  entre  les 
diamètres  conjugués 
2a',  26'  et  les  axes 
2a,  26  de  la  courbe. 
En  prenant  le  signe 
positif,  ce  qui  est  le 
cas  de  l'ellipse,  on 
obtient  : 


a^a''  —  b')lg'oc  =  b^{a?  —  a"), 
a*  (6'*  —  6^)  ig  *  (3  =  6*  (a*  —  b""). 
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En  multipliant  ces  équations  et  en  remplaçant  ig^atg^l^» 
par  sa  valeur  ^,  on  obtient  : 

(6*  —  a")  (6^  —  6'^)  =  {a'  -  a")  (a*  —  b")  ; 
d'où 

b* -{a"  +  b''')b^  =  a'-{a'^-i-b'^)a''    et     a'^ -^  b"  =  cr  +  b' : 

ce  qui  prouve  que  dans  l'ellipse  la  somme  des  carrés  con- 
struits sur  deux  diamètres  conjugués  est  égale  à  la  somme 
des  carrés  construits  sur  les  axes. 

Comme  pour  l'hyperbole  on  doit  changer  b  et  h'  en 
6 1/ —  1  et  en  6'  \/ —  1 ,  on  a  : 

Ainsi,  dans  l'hyperbole,  la  différence  des  carrés  construits 
sur  deux  diamètres  conjugués  est  égale  à  la  différence  des 
carrés  construits  sur  les  axes. 

En  multipliant  entre  elles  les  valeurs  de  a"^  et  de  6'^  et 
en  ayant  égard  à  la  valeur  de 

o*sin'asin*[3  -+-  6*cos*a  cos'(3=  —  2a*6*  sinasin^cosa  cos  j3, 

tirée  des  diamètres  conjugués,  il  vient  : 

a'26'î  ^  — ^ ;      d  où      a'b'  sin  (S  —  a)  =  ab. 

sin*((3  — a)  ^^         ^ 

Donc,  l'aire  du  parallélogramme  construit  sur  deux  dia- 
mètres conjugués  est  équivalente  à  l'aire  du  rectangle  con- 
struit sur  les  axes. 

L'équation  de  la  transformée  est  : 

6*       a* 

%75.  On  peut,  au  moyen  de  ces  propriétés,  trouver  la 
grandeur  des  axes  de  la  courbe  lorsqu'on  connaît  de  gran- 
deur et  de  position  deux  diamètres  conjugués  quelconques. 

Soient  A'B' =  2a',  CD'  =  %'  (fig.  i36)  les  deux  dia- 
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mètres  conjugués  d'une  ellipse  faisant  entre  eux  un  angle  y. 
On  a  entre  les  deux  diamètres  et  les  axes  de  la  courbe  : 

«^  -+-&*  =  a'*  -V  b'\     ^ah  =  Wb'  sin  r, 


a  +  6  =  Va""  -t-  6'*  H-  2a'6'  sin  r, 

«  —  6  =  \/a'*  -+-  />'*  —  2a'6'  sin  'y. 

A  rexircmité  C  du  diamètre  26',  abaissons  la  perpen- 
diculaire C'R'  sur  son  conjugué  A'B'  ;  prenons  sur  la 
perpendiculaire,   à    partir   de  C,   les    longueurs   égales 

Fig.    136. 


C/I  =  C'II  =  a',  et  unissons  les  points  I  et  H  au  centre  0 
de  Pellipse.  Le  triangle  obliquangle  OC'I  donne  : 

01  =  a'*  -+-  />'*  ■+■  '2a' b'  sin  y, 

puisque  le  triangle  OCR'  est  rectangle  ; 


u  ou 


01  =  V/a'*  -4-  6'*  -t-  2a'6'  sin  y  ; 
a  +  6  =  01. 
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Le  triangle  OC'H  donne  aussi  : 


OH  =  a'^+6'*-2a'6'sinr    et     OH  =  l/a"-t- 6'^  — 2a'6'siny 
d'où  a  —  b  =  OE. 

Ainsi,        2a  =  0I-i-0FI,     26  =  01  — OH, 

ce  qui  fait  connaître  la  grandeur  des  axes. 

Les  parallèles  menées  par  les  exirémités  du  diamètre 
A'B'  à  son  conjugué  CD'  sont  tangentes  à  la  courbe,  ainsi 
que  les  parallèles  menées  par  les  extrémités  de  CD'  à  son 
conjugue  A'B'.  Du  centre  0,  avec  le  demi-grand  axe  comme 
rayon,  on  décrira  une  circonférence  de  cercle,  et  aux  points 
de  rencontre  M,  M',  N,  JN' <^l^  celte  circonférence  avec  les 
tangentes,  on  élèvera  à  celle-ci  des  perpendiculaires  qui  se 
rencontreront  aux  deux  foyers  F,  F'  de  l'ellipse  (fig.  136), 
n°241. 

Exet'cicesi. 

276.  L  Si,  aux  deux  équations  des  diamètres 

— r  =a  sin'^a  -+-  i^cos^a, 
a 

——.  z=  a^  sin*S-+-  6*cos^S, 
on  ajoute  la  condition  d'être  perpendiculaires 

tgatgp  =  -J, 

il  viendra  : 

aV       a^b^       a*  tg^a  -+-  6^  +  «^  -4-  6*  tg^a 


et 


6'* 

1 

\ 

\ 

■+■ 

1 

a 

— 

-f- 

— 



-+- 



a'-' 

6'^ 

à" 

6^ 

ce  qui  prouve  que  la  somme  des  inverses  des  carrés  con- 
struits sur  deux  diamètres  rectangulaires  de  l'ellipse  est 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.        327 

constante  et  égale  à  la  somme  des  inverses  des  carrés  con- 
strm'ls  sur  les  axes  de  cette  courbe. 

On  prouverait  de  même  dniis  Thyperbole  que  la  diffé- 
rence des  inverses  des  carrés  construits  sur  deux  diamètres 
rectangtdaircs  est  constante  et  égale  à  la  différence  des 
inverses  des  cniTes  construits  sur  les  axes. 

«77.  II.  On  peut,  comme  précédemment,  recliereher 
s'il  existe  un  sysième  d'axes  coordonnés  obliques  (el  que 
les  courbes  du  deuxième  degré,  rapportées  à  ces  axes,  con- 
servent la  même  l'orme  que  lorsqu'elles  sont  rapportées  à 
leur  axe  de  symétrie,  l'origine  des  axes  reelangulaires  étant 
au  sommet  de  la  courbe  et  l'équation  de  ces  courbes  étant 

ainsi  qu'on  l'a  vu  (202). 
En  parlant  des  formules 

'  =  a  H-  x'  cos  ex.  -If  y'  ces  (3 ,    y  =  b  -i-  x'  sin  a  -h  y'  sin  (3 , 

on  trouve  : 

2 1  (« -t- «7)  cos  a  —  6sinal  (ocos'a  —  sin'«) 

tj'^=  —t __ A  x'  H —    -, ,—  X   , 

sin-|3  —  qcorp  sin*l3  —  ^eos^S 

avec  les  conditions  : 

tgalg8  =  (/ (I), 

p  -+-  uq 
'g.S  =  ^^-^ (2), 


b 
0'  =  "spa  -4-  qa' (5) 

Si  l'on  représente  par  2p'  et  par  q'  les  coclïîcienls  de  x'  et 


f,i  C)^„      ,      ^,.i 


de  x'^  dans  l'équation  précédente,  on  a  : 
(/> -f- a</)  cosa — 6sina 


sin*|3 —  7  cos*  [3 


=  //   ....     (4), 


«cos^a  —  siii^a 

sinM  —  r/cos-8  ~'^ '* 
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L'équation  (5)  nous  apprend  que  la  nouvelle  origine  doit 
se  trouver  sur  la  courbe,  et  les  équations  (2)  et  (1)  que 
l'axe  des  y  doit  être  tangent  à  la  courbe  et  parallèle  au 
conjugué  de  l'axe  des  x,  qui  est  un  diamètre  de  la  courbe. 

En  éliminant  de  (4)  et  de  (5)  les  fonctions  trigonomé- 
triques  qu'elles  contiennent,  il  vient  pour  les  coefficients 
de  la  transformée  : 

{p  H-  aqf  -t-  6*  ,7  \j^^  -^  [p  '^  "7)^1 

^     \/bY  +  {p  +  aqf     ^  ~  ^Y  -»-(/'-+-  aqf  ' 

si  l'on  y  ajoute  l'équation 

6*  =  Ipa  -+-  g» a*, 

on   aura,  entre  les  variables  a  et  6,  trois  équations  dis- 
tinctes. Il  devra  donc  exister  une  relation  entre  p,  q,  p',  q' . 
Élevant  au  carré  ^, ,  on  obtient  successivement 

;/*       6\/  -+-(/?  -H  aqf       p"^       6*  -+-  (p  -t-  aqf 
q'^"  q'  '     q' ~~  q 

q^       q  q^       ^ 

p'i  p'i  p'i  pt 

q""        q'   ~   q^  7  ' 

en  faisant  q  et  q'  négatifs  pour  l'ellipse,  on  a  : 

q"     q'     q'     q  ' 

théorèmes  déjà  démontrés. 

«78.  III.  L'aire  du  parallélogramme  conjugué  CA'DE 
(fig.  157)  est: 

p'       p'  p' 

—  X  -— ::;  sin  (^  —  a)  = —  (sm  p  cos  «  —  sin  «  cos  p) 

q'      Vq'  q'  Vq' 


d'où 


et 
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011      —  X  -^~  sin  (8  —  a)  = ~  (tg  P  —  'g  a)  cos  a  cos  p. 

7'      1/7'  </'V/7' 

En  remplaçant  dans  le  second  membre  p'  et  q'  par  leurs 
valeurs,  il  vient,  sans  aucune  dilïiculté  : 

^  X  -^  sin  (S  _  a)  =  ^  X  -^  • 
*/      1/7'  7      1/7 

Ainsi ,  c?a>Ji'  les  courbes  du  2"""  degré,  le  rectangle  con- 
struit sur  deux  diamètres  conjugués  est  équivalent  au  rec- 
f(ingle  construit  sur  les  axes. 

Fig.    137. 


Si  la  conique  est  une  parabole,  les  équations  précédentes 
(277)  deviennent  : 

tgatgS  =  0,     tgi3=^     et    2p'  =  4(«-^  gPJi 

*lt'  sorte  que  l'équation  de  la  transformée  est  : 

y'*  =  4  (  o  -+-  -  p  )  x'     ou     y'-  =  2/)'x'. 
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La  première  fait  voir  que  le  nouvel  axe  des  x  est  paral- 
lèle à  l'axe  de  symétrie  de  la  parabole,  et  la  seconde  que 
Taxe  des  y  est  la  tangente  à  la  nouvelle  origine  (a,  b). 

L'équation  générale  de  la  transformée  est  : 
y'^  =  ^p'x'  -+-  q'x'^. 

279.  IV.  Cherchons  à  quelle  condition  deux  diamètres 
conjugués  de  l'ellipse  sont  égaux. 

A  cette  fin,  égalons  les  valeurs  de  a"^  et  de  6''^;  nous 

aurons  : 

a^  sin^  a  -t-  6^  cos^  a.  =  a^  sin^  P  -4-  6^  cos^  |3  ; 

d'oîi  l'on  tire  ; 

sin^ a  =  sin^  |3 ,     cos^ a  =  cos'"*  |3     et     tg^ a.  =  tg^  |3. 
Comme  Ig  a,  tg  [3  sont  de  signes  contraires,  puisqu'on  a  : 


on  conclut  que 


tgatg|3  =  — — : 


tg«=  — tgp,      tg^a 


tg  a  =  rfc  - 
a 


ce  qui  prouve  que  deux  diamètres  conjugués  égaux  sont 
également  inclinés  sur  l'axe  des  x,   axe  de  symétrie  de 


Fig.  138. 


l'ellipse,  et  qu'ils  sont  dirigés  suivant  les  deux  diagonales' 
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(lu  rectnufjle  construit  sur  les  axes  de  la  courbe  (fijr.  1 58). 
Pour  voir  si  Tliyporhole  jouit  de  la  même  propiiôlé,  il 
suflit  d'ôgaler  les  dénominateurs  de  a'^  et  de  b"^,  en  remar- 
quant quc6'2  doit  être  négatif;  ce  qui  donne  : 

6^  ces*  a  —  a*  sin^a  =  a*  sin'p  —  6^  cos*  p; 

d  ou  sin  a  -+-  sm*S  = 

^       a'  -f-  6' 

A  cause  de 

«*  sin*a  sin*|3  =  6*cos'a  cos^p, 
on  obtient  : 

4  sm*  a  sin  (3  = 


En  élevant  la  première  équation  au  carré  et  en  soustrayant 
la  seconde,  il  vient  : 

(sin*  a  —  sin*(3)*  =  0;     d'où     sin*a  =  sin*j3, 
cos-a  ^^  cos*  S     Cl     tg'^  a  =  tg* p  : 

ce  qui  prouve  que  les  deux  diamètres  conjugués  égaux  se 
confondent,  puisque  tg  a  et  Ig  (3  doivent  être  de  même 
signe.  Donc,  l'hyperbole  n'a  aucun  système  de  diamètres 
conjugués  égaux. 

880.  V.  L'ellipse  n'a  aucun  système  de  diamètres  con- 
jugués rectangulaires  autre  (pie  celui  des  axes  de  la  courbe. 
II  suffit,  pour  le  prouver,  de  faire  (3  =  90"  -h  ex.  dans  la 
relation 

a*  sin  a  sin  ^  -+-  6*  ces  a  ces  p  =  0 

de  deux  diamètres  conjugués. 

On  aura  : 

(a*  —  6*)  sin  a  cos  a  =  0. 

Le  premier  facteur  ne  peut  pas  être  nul,  à  moins  que 
l'ellipse  ne  devienne  un  cercle. 
Il  faut  donc  que  l'on  ait  : 

a  =  0    ou     a  ==  90°. 
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»81.  VI.  Reprenons  les  relations  qui  existent  entre  les 
diamètres  conjugués  et  les  axes  (274). 
On  a  pour  l'ellipse 

2a6 

a'«  -H  fe'2  =  u^  -+-  b\      ^a'b'  =  - — , 

sni'x 

y  étant  l'angle  que  font  entre  eux  ces  deux  diamètres.  En 
ajoutant,  il  vient  : 

(a' 4- 6')  =  «   -^- ^  ^- -: — • 
siny 

Comme  on  a  vu  qu'il  n'y  a  pas  de  système  de  diamètres 
conjugués  rectangulaires  autre  que  celui  des  axes  de 
symétrie  de  la  courbe,  il  s'ensuit  que  le  rectangle  construit 
sur  les  axes  de  l'ellipse  est  parmi  tous  les  parallélogrammes 
conjugués  celui  dont  le  périmètre  est  minimum. 

Le  second  membre  de  l'équation 

a'b'  siny  =  ab 

étant  constant,  et  le  produit  a'b'  étant  à  son  maximum 
lorsque  a' =  6',  on  voit  que  deux  diamètres  conjugués  égaux 
comprennent  le  plus  grand  angle  obtus  ou  le  plus  petit 
angle  aigu;  alors,  le  seul  terme  variable  si^  s'élève  à  son 
maximum,  ainsi  que  le  périmètre 

2a6 

(a' -h  6')^=  a' +  6^  H = 

sinr 

ce  qui  prouve  que  part7ii  tous  les  parallélogrammes  conju- 
gués, le  losange  est  celui  dont  le  périmètre  est  maximum. 

»8*.  VII.  Il  n'existe  dans  l'ellipse  aucun  système  de 
diamètres  conjugués  rectangulaires  autre  que  celui  con- 
struit sur  les  axes  (280). 

Cependant,  on  peut  circonscrire  à  cette  courbe  un  carré. 

En  effet,  on  a  : 

i 
y==px±g,     y=p'x±q,  | 
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ur  les  côlés  de  ce  carré.  La  condition  d'être  tangents  à 
l'ellipse  est  : 

ay  -+-  6*  =  9*     et     a^p'^  -t-  6^  =  r/*  ; 
ce  qui  donne  p  =  —  p'- 

La  relation 

i^pp':^0    fournit:     p  =  —\     et    p'=i. 

La  surface  de  ce  carré  est  Sa^  -h  26^;  celle  du  rectangle 
inscrit  qui  joint  les  points  de  contact  est  ^â^^Tp  . 

9§3.  Vin.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  point  d'inter- 
section M  des  deux  tangentes  aux  extrémités  de  deux  dia- 
mètres d'une  ellipse  faisant  entre  eux  un  angle  constant  a. 

Fig.    139. 


L'équation  de  OT  (fig.  159)  est  :  y'  =px';  celle  de  OT' 

y"  =  P^"- 

_  p  —  p' 

On  a  :  c=tga==^i- —• 

i   -H  pp' 

En  remplaçant  p  et  p',  il  vient  : 

y'x"  —  x'y" 


XX 


y'y" 


.   .  0). 
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L'équation  de  l'ellipse  est 

a\f  H-  lî'x'  =  a%^ (2); 

celle  de  la  tangente,  qui  passe  par  le  lieu  : 

a*î/iy  -4-  h^x^x  =  éb^ (3). 

En  substituant  dans  (2)  la  valeur  de  y  tirée  de  l'équa- 
tion (3),  on  obtient  : 

{b^x\  -\-  aSjl)  x^  —  2a^6^x.x  —  a*  {tf,  —  b')  =  0. 

Dans  ce  trinôme  en  x,  les  racines  sont  les  abscisses  des 
deux  points  T  et  T'  où  les  deux  tangentes  passant  par  le 
lieu  touchent  la  courbe. 

11  vient  : 

a%^Xi  -+-  aVi  l/a^î/J  -+-  b^x\  —  a'b^ 


X  = 


,       a%^x,  —  a\j,  X/aYi  -+-  h^x\  —  a'6* 
a^i  -f-  b^x\ 
On  aura  de  même  : 

a%hi,  —  b^x,  Va\,\  -t-  b^x\  —  a%^ 

y'  =    -l . ±1 ! , 

^  ay,  -+-  b'x\ 


,,_  a'bh/,  +  b'x^  \/a'yl  -t-  b^xl  —  a%^ 
(j?y\  -t-  b^x\ 

En  remplaçant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  c,  on 
obtient,  après  simplification,  pour  l'équation  du  lieu  : 


c  [a*(î/*  —  6»)  -H  6*  {x\  —  a^)]  =  2a*6'  l^a^^^  +  b^x\  —  a*6». 
Si  a  =  90",  c=  oo;  le  lieu  devient  alors 
(i'{y\-b^)-\-b\x\  —  a^)==0 
ou  a^i  ■+-  b^x\  =  a*6*  -t-  a^6*  : 

c'est  l'équation  d'une  ellipse. 
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CHAPITRE  XIV. 


CordcM   Hupplciuentaires. 


«84.  On  nomme  cordes  supplémentaires  deux  droiles 
<iui  partent  des  extrémités  d'un  même  diamètre  et  qui  se 
coupent  sur  la  courbe. 

Soit  l'équation 

Atf  -+-  Bxy  -t-  Cx*  -4-  F'  =  0 

des  courbes  du  2"°°  degré,  l'origine  étant  au  centre. 

Désignons  par  x',  y',  les  coordormées  de  l'extrémité  D 
(lu  diamètre  DOD',  et  par  —  ac',  —  y'  celles  de  l'extrémité 
D'(«g.  140). 

Fig.  140. 


L'équation  de  la  corde  MD  est  : 

y  —  y'  =  r{x  —  x'); 
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celle  de  MD'  est  aussi  : 

y  -^  y'  =  y'  {x  -+-  x') 
Ces  deux  cordes  se  coupant,  on  a  : 

.v'  —  y" 


=  rr' (1). 

X' X' 

Des  équations  de  ces  cordes,  on  tire  : 

^^(31-1^)  =B(r  +  r')-    •     ■    •    (2). 

La  courbe  passant  par  le  point  D,  son  équation  devient  : 

Ay'^  -+-  Jix'y'  -+-  Cx"  -^  F'  =  0  .     .     .     .     (5) 

e.  2A?;^<;-.2B(i^f)H-2C  =  0.    .     (4). 

.X*  —  x  *  \  x^  —  X  W 

En  substituant  dans  l'équation  (4)  les  valeurs  qui  pré- 
cèdent en  fonction  de  y,  /,  on  trouve  : 

2Ayr'  -+-  B  (r  -^  rO  -+-  2C  =  0. 

Telle  est  la  relation  des  cordes  supplémentaires  :  on  voit 
qu'elle  est  la  même  que  celle  de  deux  diamètres  conjugués. 

Ainsi,  à  un  système  quelconque  de  cordes  supplémen- 
taires correspond  toujours  un  système  de  diamètres  con- 
jugués, et  réciproquement. 

»85.  Si  l'on  représente  par  a  le  coefïicient  angulaire  de 
la  tangente  TS  à  l'extrémité  du  diamètre  TOT',  on  a  : 

2Cx'  H-  By' 

L'équation  du  diamètre  OT  passant  par  le  point  de  con- 
tact x',  y'  est  : 

,       ,      y' 
w'  =  a'x';     d'oil     a'=  —  • 
x' 

En  multipliant  le  produit  aa'  par  2A  et  la  somme  a  -f-  «' 
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par  B,  puis  en  ajoutant  à  2Aaa'  -i-  B(a  -h  a')  la  quantité 
constante  2C,  après  réduction,  on  trouve  : 

2Aaa'  -♦-  B  (a  -I-  a')  -»-  2C  =  0. 

En  rapprochant  la  relation  des  cordes  supplémentaires 

2Arr'  -t-  B  (r  +  r')  -^  2C  =  0, 
et  en  soustrayant,  on  a  : 

2A  {rr  —  «^')  -4-  B  (r  -+-  r'  —  «  -  «')  =  0. 
Si  Ton  fait  a'  =  /,  il  vient  : 

(2Ar'  -4-  B)  (r  —  a)  =  0  ;    d'où    a  =  r- 

On  voit  que,  si  par  l'extrémité  D'  (fig.  140),  on  mène 
la  corde  D'M  parallèle  au  diamètre  T'OT,  la  tangente  TS 
à  l'extrémité  T  du  diamètre  T'OT  sera  parallèle  à  la 
seconde  corde  supplémentaire  MD. 

De  cette  propriété  remarquable  découle  un  procédé  très- 
simple  pour  construire  une  tangente  TS ,  en  un  point  T 
d'une  courbe  du  deuxième  degré  : 

Par  le  point  T  on  mène  un  diamètre;  par  un  autre  point 
quelconque  D,  on  mène  un  second  diamètre  DOD'.  A 
l'extrémité  D',  on  trace  une  corde  supplémentaire  D'M, 
parallèle  au  premier  diamètre;  par  le  point  M,  on  trace  la 
seconde  corde  MD  et,  par  le  point  donné  T,  on  tire  une 
parallèle  TS  «  la  corde  supplémentaire  MD  :  cette  paral- 
lèle est  ta  tanrjente  demandée. 

Si  le  point  T  est  en  dehors  de  la  courbe,  on  joindra  ce 
point  au  centre  0  qu'on  sait  toujours  déterminer  lorsque 
'Ile-ci  est  tracée  :  cette  droite  OT  coupera  la  courbe  en  un 
point  M.  On  cherchera  la  position  du  point  P  par  une  qua- 
trième proportionnelle  dans  l'égalité  : 

OPX  OT=()M*. 

22 
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On  construira,  comme  il  vient  d'être  dit,  la  tangente  au 
point  M  et,  par  le  point  P,  on  mènera  une  parallèle  à  cette 
tangente  ;  cette  parallèle  rencontrera  la  courbe  en  deux 
points  R,  R',  et  les  deux  droites  RT,  R'T  seront  les  tan- 
gentes demandées. 

»80.  Pour  obtenir  l'angle  V  de  deux  cordes  supplé- 
iTienlaires  AM,  A'M,  il  suffît  de  remplacer,  dans  la  formule 

lgV  =  -^ ^  , 

i  -t-  tga  tga 

tg  a  et  Ig  a'  par  leurs  valeurs 

y'     ,       y' 

--     et     - 


2»' 

ce  qui  donne,  après  réduction, 

2» 
tgV= 

Dans  l'hyperbole,  cet  angle  est  toujours  aigu  pour  tous 
les  points  situes  au-dessus  de  l'axe  des  x,  et  d'autant  plus 
petit  que  le  point  M  (x',  y')  est  plus  éloigné  sur  la  courbe; 
par  conséquent,  cet  angle  est  nul  lorsque  le  point  est  à 
l'infini. 

A  mesure  que  le  point  M  se  rapproche  de  l'origine, 
l'angle  des  deux  cordes  redevient  de  plus  en  plus  grand,  el 
il  est  droit  pour  y'  =  0. 

On  obtient  de  la  même  manière,  dans  l'ellipse,  l'angle  \ 

de  deux  cordes  supplémentaires  AM,  A'M,  (fig.  138).  On 

a  pour  cet  angle 

-2p 


tgV^ 


{^-q)y' 


puisque  q  est  plus  petit  que  l'unité. 

On  voit  que,  dans  cette  courbe,  cet  angle  est  obtus  et 
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(l'aillant  plus  grand  que  y'  est  lui-nième  plus  grand  ; 
la  valeur  maximum  de  cet  angle  répond  à  y' =^, 
c'est-à-dire,  lorsque  le  point  M  est  à  l'extrémité  du  petit 
axe.  Cet  angle  reste  obtus  pour  tous  les  points  de  l'ellipse 
au-dessus  de  l'axe  des  x,  et  il  devient  droit  aux  deux  extré- 
mités du  grand  axe. 

«Sï.  Deux  cordes  variables  passent  chacune  par  un  des 
foyers  d'une  ellipse;  elles  ont  entre  elles  la  relation  des  dia- 
mètres conjugués.  On  demande  le  lieu  décrit  par  leurs  points 
de  rencontre. 

L'équation  de  l'ellipse  est 

On  obtient  pour  la  relation  des  coefïicients  angulaires 
des  cordes  focales  : 

aV(r-t-6'  =  0 (1). 

Les  équations  de  ces  cordes  focales  passant  par  le  lieu 

sont  : 

y.  =  <?'(x.-c) (2), 

t/i  =  c?  (X,  -+-  f) (3); 

doù  ^^      ,=  â'â. 

Le  lieu  est  donc 

ahj]-*-b'x]  =  b^{a'-^b'): 

c'est  une  ellipse  passant  par  les  foyers  et  coupant  l'axe  des 
//  à  une  distance  ±  -  de  l'origine. 
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CHAPITRE  XV. 


IVonvelle  théorie  des  asymptotes. 

*88.  On  nomme  asymptote  une  droite  qui  s'approche 

de  plus  en  plus  d'une  branche  de  courbe  et  qui  ne  la 

touche  qu'à  l'infini  ;  de  sorte  que  cette  droite  est  tangente 

à  la  courbe  à  l'infini. 

Soit 

Ay'  -4-  Bxî/  -4-  Cx'  -t-  Dy  -+-  Ex  -4-  F  =  0    .     .     (1) 

l'équation  générale  des  courbes  du  2'"*'  degré ,  et 

y  =  px-\-r (2) 

l'équation  d'une  droite. 

Pour  les  points  où  les  deux  lignes  se  coupent,  les  équa- 
tions qui  précèdent  sont  simultanées ,  et  les  valeurs  de  y 
sont  les  mêmes  dans  les  deux  équations  ;  pour  ces  points , 
la  droite  jouit  des  propriétés  de  la  courbe,  et  réciproque- 
ment. 

En  substituant  dans  l'équation  de  la  courbe  la  valeur  de 
2/,  tirée  de  l'équation  de  la  droite  qui  doit  être  asymptote, 
on  obtient  l'équation  : 

(Ap*-t-B(3-4-C)xV(2Apr-4-D|3-4-Br+E)x-i.Ar*-f-Dr-»-F=0  (5), 

qui  fait  connaître  les  abscisses  x' ,  x"  des  deux  points  d'in- 
tersection de  la  courbe  et  de  la  droite;  mais,  celle-ci  devant 
être  tangente,  il  faut  que  les  deux  valeurs  de  x'  et  de  x" 
soient  égales,  c'est-à-dire,  qu'on  ait 

[(2Ar-*-  D)  j3-H  Br-t-  E]*=  4(A|3*  -4-  B(3-4-  C)  (Ar*  -*-Dr  -t-F)  (4). 

Nous  venons  d'indiquer,  d'une  manière  générale,  la 
condition  de  tangence  de  la  droite  et  de  la  courbe;  pour 
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exprimer  que  le  eontact  doit  avoir  lieu  à  l'infini,  il  est  évi- 
dent qu'on  doit  avoir,  en  outre,  l'équation 

kf  4-  BjS  -+-  C  =  0 (o) 

L'équation  (4)  se  réduit  alors  ù  : 

(2Ar  -+-  D)  ^  -f-  Br  -♦-  E  =  0. 

On  a  donc,  pour  déterminer  les  deux  arbitraires  [3  et  y 
de  l'asymptote,  le  système  des  deux  équations  : 

x\(5^  4- B8 -t- C  =  0 (5), 

(2Ar  4-  D)  fi  -4-  Br  -+-  E  =  0  .     .     .     .     (0). 

La  première  donne  : 

B        l/B-  —  4AC 
^  2A  2A 

ei  fait  connaître  la  direction  des  asymptotes. 
Si  l'on  remplace  cette  valeur  dans  l'équation 

{2Ar  +  D)  p  -+-  Br  -t-  E  =  0  .     .     .     .    (0), 

on  obtient  pour  y,  la  seconde  arbitraire  : 

BD  — 2AE  D 

r  ==  ± zz== r  • 

2Ap/B*__4,XC       2A 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 
y  =  px  -t-  r, 
il  vient  pour  l'équation  générale  des  asymptotes  : 

/-Biï/B^-iAC^,  BD  — 2AE  D    „^ 

y  =       X  ± (7). 

V  2A  J  2Al/B*-4AC      2A 

On  voit,  d'après  les  valeurs  de  [3  et  de  y,  que  l'ellipse 
n'a  point  d'asymptote,  et  que  l'asymptote  de  la  parabole  se 
réduit  à  celle  de  son  diamètre.  La  valeur  de  y  est  d'ailleurs 
infinie;  de  sorte  que  l'hyperbole  est  la  seule  courbe  du 
2'"e  degré  qui  jouit  de  la  propriété  d'avoir  des  asymptotes. 
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Le  procédé  que  l'on  vient  d'exposer  consiste  évidem- 
ment à  égaler  à  zéro  les  coefficients  de  x^  et  de  x  dans 
l'équation  (3) ;  ce  qui  fournit,  comme  précédemment,  les 
deux  équations  : 

Ap^  -t-  Bp  -t-  C  =  0,     (2Ar  -t-  D)  p  -+-  Br  -f-  E  =  0. 

On  sait  que  les  deux  racines  de  1  "équation  (3)  sont  alors 
égales  à  ±  l'infini. 

»8».  L'équation  précédente  des  asymptotes  peut  se 
mettre  sous  la  forme  : 


Ba:-t-  D        \ 
^  2A  2A 


\/B^  —  4AC  .  X 


BD  —  2AE 


\/B'-4ACJ 

Soient  R'ES',  RE'S  les  deux  branches  d'une  hyberbole 

(fîg.  141);  D,  D'  les  points  où  la  courbe  rencontre  l'axe 

des  y;E,E'  ceux  où  le  diamèlre,  représenté  par  l'équation 

Bx-hD 

^^  2T~  ' 

rencontre  cette  hyperbole. 

Admettons  que  les  racines  qui  annulent  le  radical  dans 

l'équation  de  cette  courbe 

D       i 


±— l/(B^-4AC)x'-4-2(BD-2AE)a:-+-D*-4AF, 

2A  2A 

soient  réelles,  positives  et  inégales.  Pour  avoir  l'asymptote 
de  la  branche  E'R,  il  est  évident  qu'on  devra  prendre  le 
signe  positif  du  radical  ;  ce  qui  donnera  pour  l'asymptote 
de  celte  branche  : 


D       i  r, /-^ BD-2AE  1 

_H-__     l/B^— 4AC-X-4- 

2AL  V/b^-4AcJ 


Ex 
y= ^-^-1  V^B^--^AC-x+  "      -      1(8), 


et  l'asymptote  de  la  branche  E'S  sera  : 


BX-+-D       i    r    .___ BD-2AE"1 

"^         2A      2aL     .  )/w:::âXc]^^ 
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Si,  pour  une  même  abscisse  x  =  OP,  nous  cherchons 

Fig.  141. 


la  différence  MV  entre  l'ordonnée  Y  de  l'asymptote  CM  de 
la  branche  E'R  et  l'ordonnée  de  celte  branche,  on  aura  : 


Y— j/  =  MV== 


2A 
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et,  en  rendant  le  numérateur  rationnel,  il  vient  : 

3-7 


Y— v  =  MV 


2A 


l/î 


2px 


n^,/),  q  étant,  pour  abréger,  les  coefficients  de  x  sous  le 
radical  de  la  valeur  de  y  dans  l'équation  de  l'hyperbole  : 


y  =  — 


Bx-f-  D 


2A 


dbl/; 


2/)x 


Comme  cette  valeur  de  MV  est  d'autant  plus  petite  que 
celle  de  x  est  plus  grande,  il  s'ensuit  que  l'équation  (8)  est 
bien  l'asymplote  de  la  branche  E'R. 

Pour  avoir  la  différence  M'V  entre  l'ordonnée  Y'  de 
l'asymplole  CM'  de  la  branche  ER',  il  faut  changer  x  en 
—  X  dans  réquation  de  l'asymptote  CM  et  dans  la  valeur 
de  l'ordonnée  de  la  courbe,  en  prenant  le  radical  avec  le 
signe  négatif;  ce  qui  donnera,  après  avoir  rendu  le  numé- 
rateur rationnel  : 


M'V 


2A 


ÎIX 


l/n*x*  -+-  2/îx  -^  q  — 


expression  qui  prouve  également  que  M'V  diminue  à  me- 
sure que  X  augmente.  Donc,  les  deux  branches  E'R,  ER' 
ont  bien  la  même  asymptote  MCM'.  On  prouverait,  de  la 
même  manière,  que  les  deux  branches  E'S,  ES'  ont  aussi 
la  même  asymptote  NCL. 

Pour  obtenir  le  point  d'intersection  des  deux  asymp- 
totes, il  suffit  de  poser 


P 

nx  -\ —  =  0; 

n 


d'où 
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On  a  déjà  vu  (179)  que  ce  point  se  trouve  sur  le  dia- 
mètre, à  égale  distance  des  points  E,  E',  c'est-à-dire,  au 
centre  de  la  courbe. 

Pour  construire  les  deux  asymptotes ,  il  faut  joindre  le 
centre  aux  points  où  ces  droites  rencontrent  l'axe  des  y. 

290.  Considérons  un  moment  les  deux  équations 

Afî*  +  B|3  -H  C  =  0,     (2Ar  -t-  D)  (3  -4-  Br  -+-  E  =  0, 

qui  déterminent  les  deux  paramètres  (3  et  y. 

SiC==0,  l'une  des  deux  asymptotes  est  parallèle  à 
l'axe  des  x  et,  si  A  =  0,  l'autre  est  parallèle  à  l'axe  des  y. 

Si  l'on  a,  en  même  temps,  A  =  0,  C  =  0,  les  deux 
asymptotes  sont  parallèles  aux  deux  axes  coordonnés. 
Enfin,  si  B  =  0,  l'axe  de  symétrie  des  coniques  est  paral- 
lèle à  l'axe  des  x  ou  se  confond  avec  celui-ci,  et  les  deux 
asymptotes  sont  également  inclinées  sur  cet  axe  de  l'hy- 
perbole :  c'est  ce  qui  est  indiqué  par  les  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  de  (3. 

Si  l'on  fait  : 

\°  C  =  0,  dans  la  valeur  dey,  on  obtient  pour  la  dis- 
tance de  l'origine  au  point  où  l'asymptote  coupe  l'axe  des  y  : 

E 

2°  pour  A  =0,  on  trouve  : 

r  =  oo; 

5°  pour  B  =  0,  il  vient  : 

E 

r  = 


2V/AC 

291.  Appliquons  encore  cette  théorie  pour  rechercher 
les  asymptotes  des  coniques  représentées  par  l'équation 

2/*  =  '2px  -+-  qx^, 
'"OS  courbes  étant  rapportées  à  leur  axe  de  symétrie ,  et 
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l'origine  des  coordonnées  rectangulaires  placée  au  sommet. 
Soit,  comme  précédemment  (288), 

3/  =  px  -+-  r 

l'équation  de  la  droite  qui  doit  être  asymptote  à  ces  cour- 
bes. On  aura,  pour  les  points  d'intersection  de  la  droite  et 
de  la  courbe,  l'équation 

ip^—q)  03*  -t-  2  ((3r  —  p)  X  -+-  r*  =  0 ; 
d'où  l'on  tire  : 


et 


=  ±Vq, 


±  p 


v 


En  remplaçant  ces  valeurs  de  (B  et  de  y  dans  l'équation 
de  la  droite,  on  obtient  pour  l'équaiion  des  asymptotes  des 
coniques  : 

2/  =  ±\/qx  ±  — ^• 

Cette  équation  prouve  que  Vellipse  n'a  point  d'asymp- 
tote;  que  la  parabole  en  a  une  parallèle  à  son  axe  on  à  son 
diamètre  et  située  à  l'infini,  et  que  Chyperbolea  deux  asymp- 
totes,  également  inclinées  sur  l'axe  transverse  de  cette 
courbe,  et  dirigées  suivant  les  deux  diagonales  du  rectangle 
construit  sur  ses  axes. 

Si  l'on  prend  l'équation 

tf  =  2p'x  -t-  q'x^, 

qui  représente  celle  des  coniques  rapportées  à  un  diamètre 
et  à  une  tangente  parallèle  au  conjugué  du  premier,  l'équa- 
tion des  asymptotes  sera  encore,  comme  précédemment: 

Vq' 
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Cl  les  asymptotes  seront  dirigées  suivant  les  deux  diago- 
nales du  parallélogrannnie  construit  sur  les  deux  diamètres 

eoniumies  ~  et  -f^• 

J    f^  (]'  yq' 

292.  Comme  les  équations  (o)  et  (G)  n°  (288)  sont 
respectivement  les  coeflicients  de  a;^  et  de  x  de  1  équation 
(5)  égales  chacun  à  zéro,  il  est  facile  de  voir  qu'après  la 
suhstiiulion  de  la  valeur  de  ?/=  (3a;  -i-  y  dans  celle  de  la 
courbe,  qui  est  du  second  degré ,  on  pourra  toujours  divi- 
ser celle-ci  par  ac^  el  qu'il  viendra  : 

,  ,  (2Ar .+-  D)  s  -♦-  Br  -t-  E      Ar'  -+-  Dr  -+-  F 

AS* -h  BS  -t-  C  -4-  Î-— — -t-  — =  0. 

^       '  X  a*  . 

A  mesure  que  x  grandit,  les  deux  fractions  que  contient 
cette  équation  deviennent,  d'une  manière  générale,  de  plus 
en  pins  |)ciites;  pour  x  =  oo,  elles  s'annulent,  puisque 
leur  numérateur  reste  lini  comme  étant  indépendant  de 
X.  Si  l'équation  résultante  (o)  a  ses  racines  réelles,  la 
courbe  aura  des  asymptotes.  En  effet,  l'équation 

Ap^  -i-  Bp  -H  C  ==  0 

étant  satisfaite,  on  pourra  multiplier  l'équation  résultante 
par  X,  et  il  viendra  : 

Ar*  -+-  Dr  -4-  F 

(2Ar  +  D)  |3  -4-  B?-  -+-  E  -4-  -^ ~ =  0. 

X 

En  faisant  de  nouveau  a;  =  oo  ,  on  obtient,  comme  pré- 
cédemment, l'équation  (6)  : 

(2Ar  -4-D)|3-4-Br-4-E  =  0 

qui  fera  connaître  la  seconde  arbitraire  y  après  qu'on  y  aura 
substitué  la  valeur  réelle  de  (3  fournie  par  l'équation  (5). 

293.  Cette  méthode  est  applicable  à  une  courbe  algé- 
brique d'un  degré  quelconque. 

Prenons,  pour  le  prouver,  une  courbe  du  3""^  degré,  le 
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folium  de  Descartes  (fig.  142),  par  exemple,  représenté 
Fig.  142.  P^i*  réqualiori 

tf"  —  oaxij  -4-  a;'  =  0        (1  ). 
Soil,  comme  précédemment, 

y=px-^r    .     .     (2), 

l'équation  de  la  droite  qui  doit 
être  asymptote  à  cette  courbe.  On 
aura  pour  les  points  d'intersection 
de  la  droite  et  de  la  courbe  : 

(|3'  -+-  1  )  a;^  -4-  3  (pV  —  ap)  ac'  +  5  (pr'-  «r)  x  -+-  r^  =  0  (3). 

Divisons   tous  les   termes  de  cette  équation  par  x^,  il 

viendra  : 

3  (SV  ~  a(5)        3  (f3r'  —  ar)       -v' 
'  a;  x^  x^ 

Lorsque  x  augmente,  les  trois  fractions  que  renferme 
cette  équation  diminuent,  et  quand  x  devient  infini,  en 
général  ces  fractions  deviennent  infiniment  petites  ou 
nulles,  et  l'équation  précédente  se  réduit  à  : 

(p'-4-   1)=0 

qui  admet  une  racine  réelle  (3  =  —  1,  et  deux  racines  ima- 
ginaires. Pour  (3  =  —  1,  l'équation 
j3'  -4-  1  =  0 
est  satisfaite,  et  l'équation  primitive  devient 

3((3V  — «p)      3(pr'  — «r)      r'     ^ 


On  peut  évidemment  multiplier  cette  dernière  équation 
par  X,  ce  qui  donne  : 


3  (^V  —  ap) 


3  fSr'  —  ar)      y 


-4-_  =  0; 
x* 
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si  l'on  fait  de  nouveau,  dans  celle  dernière  équation,  a;=Qo  , 
il  vienl  :  Z{p^r  —  ap)  =  0, 

cl  en  y  subsiiiuanl   la   valeur   réelle   de    (3,    à    savoir, 
P  =  —  i ,  on  trouve  :     y  =  —  a. 

En  remplaçant  dans  l'équation  de  la  droite 
y  =  px-\-r 

P  ety  par  les  valeurs  que  l'on  vient  d'obtenir,  on  a  pour 
l'équation  de  l'asymptote  au  folium  de  Descartes  : 

qui  représente  la  seule  asymptote  que  puisse  posséder  celte 
courbe,  puisque  les  autres  valeurs  de  (3  sont  imaginaires. 
D'ailleurs,  les  conditions  pour  que  l'équation  (3)  ait  des 
racines  égales,  sont  : 

^(p'-+-  l)  =  r3*(|3r  —  a),     r^if  -i-i)=Ô{py—a)\ 

Elles  sont  évidemment  satisfaites  pour  (3  =  —  1  et  pour 
y  =  -a. 

On  les  obtient  en  annulant  le  reste  de  la  division  de 
l'équation  (3)  par  sa  dérivée. 

294.  Prenons  encore,  pour  confirmer  ce  qui  précède, 
la  courbe  représentée  par  l'équation 

.V'(x  — 2)  =  x'(x— 1). 

Soit,  comme  précédemment, 

y  =  px  •*-  y 

Téquation  de  la  droite  qui  doit  être  asymptote. 
En  substituant  dans  l'équation  de  la  courbe,  on  a  : 

(p*—  I )  x'  -4-  [2p  (r  —  p)  -t- 1]  a;»  -*-  r  (r  —  4(3)  x^  2r'=  0. 

En  opérant  comme  il  vient  d'être  dit,  on  obtient  les 
équations  : 
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qui  donnent 

(3  =  ±1     et     r  =  ±i- 

Si  l'on  suppose  des  axes  coordonnés  rectangulaires,  on 
voit  que  la  courbe  représentée  par  l'équation  précédente  a 
deux  asymptotes  SHT,  S'H'T'  (fig.  143),  symétriques  par 
rapport  à  l'axe  des  x,  qui  sont  : 

y  =  x  -{-  i,    y  =  —  x  —  i. 

D'après  la  forme  de  l'équation  y  =  -±z  x  |/|Ei  >  •'  ^^^  <^vi- 

dent  que  cette  courbe ,  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des 

X,  a  aussi  une  asymptote 
LBL',  parallèle  à  l'axe 
des  y,  qui  répond  à  x=2. 
Comme  les  deux  valeurs 
de  y  sont  égales  et  de 
signes  contraires  depuis 
X  =  0  jusqu'à  X  =  1  ; 
qu'elles  sont  imaginaires 
depuis  3c=-f-  1  jusqu'à 
X  =  -f-  2;  qu'à  partir  de 
X  =  H-  2,  elles  redevien- 
nent réelles,  égales  et  de 
signes  contraires;  enfin, 
que  les  valeurs  de  y  lors-  i 
que  X  est  négatif  sontj 
toujours  réelles ,  égales  [ 
et  de  signes  contraires  et  | 
qu'elles  grandissent  avec 

X,  l'équation  précédente  représente  une  courbe  indiquée 

par  la  figure  (143). 
*95.  Prenons  l'équation  générale  du  troisième  degré  à 

deux  variables  x  ety  : 

t/'  -+-  axy^  -+■  bxSj  h-  cx^  -»-  dy'^  -\-  exy  -+-  fx*  -^  gy -^  hx  -t-  A  =  0, 
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qui  représente  les  courbes  algébriques  du  S""  degré,  et  soit 

y  =  /3x  -+-  r 

l'équation  de  la  droite  qui  doit  être  asymptote. 

On  aura  pour  le  point  d'intersection  de  la  droite  et  de  la 
rourbc  l'équation  : 

-\-  [(3p-«-  a)  r*-*-  (2prf  -+-  e)  r  -*-  gip  -t-  ^]  3c  -H  gfr  -*-  €Îr *-+-  r '  -*-  A:=  0. 

En  divisant  par  x^  et  en  faisant  ensuite  x  =  qo  ,   on    a 
l'équation  du  S™"  degré  à  une  seule  inconnue  (3,  à  savoir  : 

p?  -+-  ap'  -t-  6(3  -4-  c  =  0 

dont  les  racines  réelles  feront  connaître  les  coefficients 
angulaires  des  asymptotes.  Si  cette  équation  est  satisfaite 
par  une  seule  valeur  réelle  de  (3,  on  pourra  alors  multi- 
plier l'équation  précédente  par  x,  ce  qui  donnera  : 

[(5p'  -+-  2af3  -+-  6)  r  -+-  p^d  -H  j3e  -+-  /'] 

'  [ùp-\-a)r'^-\-{^pd  -\-  e)r  -\-gp-^  h 


r'-+-  dy^  -H  gy  -f-  k 


0, 


et  pour  a;  =  oc  ,  il  vient  : 

(5^*  -♦-  2a(3  -4-  6)  r  -+-  rfp*  -+-  (3e  -+-  /"  =  0 

qui  fera  connaître  le  second  paramètre  y  de  l'asymptote. 

Comme  cette  équation  est  du  premier  degré  en  y,  il  y 
aura,  en  général,  autant  de  valeurs  réelles  différentes  pour 
7  qu'il  y  aura  de  valeurs  réelles  de  (3.  On  voit  donc  que  les 
courbes  du  S"""  degré,  en  général,  doivent  avoir  au  moins 
une  asymptote  réelle  et  deux  imaginaires,  ou  bien  trois 
asymptotes  réelles  (294).  On  a  d'ailleurs  pour  y  l'expres- 
sion 

_        f/3*  -»-  /9e  -H  /• 

^  ~       5(3*  -+-  2op  -4-  6 
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296.  Appliquons   celle  mélhode  aux  courbes  du  4'"' 
degré,  et  prenons  une  courbe  bien  connue  : 

2/*  -  96a*î/*  -f-  lOOa'x*  —  a;*  =  0  (*). 

Soit,  comme  toujours, 

l'équation  de  la  droite  qui  doit  être  asymptote. 

On  aura  pour  les  points  d'inlersection  de  la  droite  et  de 
la  courbe  l'équation  : 

(|3*  —  d)  x*  -4-  4/3Vx'  -+-  2  [3/3' (r'  —  '16a')  -t-  50a*J  x* 
-+-  A&Y  (r*  —  48a')  X  —  9GaV'  -t-  r*  =  0. 

Divisons  par  x^,  on  aura  : 

4pV       2  [3/3'  (r '  —  1 6  a')  -t-  oO  a'] 


(|3*-.l) 

a;  X 

4.5^  (y2  _  48a')      96  a'r'  —  y' 


=  0; 


a*  a; 

en  faisant  x  =  oo  ,  on  obtient  Téqualion  : 

p*  _  1  =  0 

qui  admet  deux  racines  réelles  (3  =  ±  1,  les  deux  autres 
étant  imaginaires.  En  multipliant  par  x  l'équation  résul- 
tante et  en  faisant  ensuite  x  =  oo  ,  on  obtient  ; 

4pV  =  0, 

équation  qui  indique  que  y  doit  élre  nul;  ce  qui  prouve 

que  les  deux  asymptotes  passent  par  l'origine  et  qu'elles 

ont  pour  équation 

y  =  ±x. 

297.  Soit  encore  la  courbe  (fig.  l^^-)  représentée  par 

l'équation 

y*  —  y^x  -+-  x'  —  2a.'î/  =  0. 

(*)  Lacroix,  Calcul  différentiel,  p.  1S3. 
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En  opérant  comme  précédemment  (29G),  on  obtient, 

pour  déterminer   (3   et  y, 
les  deux  équations 


Fis.   lil. 


(4S'  -  ô!3*)  y  _  2(3  -f-  1  =  0 , 

qui  donnent  :  (3  =  1 ,  y=  1  ; 
de  sorte  que  cette  courbe  a 
pour  asymptote  ij  =  x-i-i. 
298.  L'équation  de  la 
courbe  étant  algébrique  et 
du  degré  m ,  on  aura  pour 
les  points  d'intersection  de 

celle-ci  et  de  la  droite  ?/  =  (3x  -h  y,  une  équation  de  la 

forme  : 


0, 


-*-  n {P""^  r-)  x'^-'  •••-+-•••-»-  /;,.  (y'")  =  0  (  ■ 

/■((î'")  étant  indépendant  de  y  et  du  degré  m  par  rapport 
à  (3,  et  /",  ((3"*"*,  y)  contenant  y  à  la  1'"  puissance  et  du 
degré  m  —  i  par  rapport  à  (3. 

Divisons  cette  équation  par  oc'",  on  aura  : 


np" 


Air-Sr)     f,T~W') 


f,Ar-) 


=  0(/:). 


X  x"  X"' 

Si  nous  faisons 3c  =  00  ,  l'équation  précédente  se  réduità 

/•r)=o (c). 

Si  cette  équation  a  une  seule  racine  réelle,  (3  =  a, 
/"(P"*)  se  réduira  à  zéro;  de  sorte  qu'on  pourra  multiplier 
l'équation  résultante  (k)  par  x  et  qu'il  viendra  : 


/;(r-'.r) 


m'"~\r') 


/"„,  (r") 


=  0. 

33 
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Si  la  valeur  de  ^=a,  tirée  de  (c)  et  substituée  dans  l'équation 

/;r-',r)  =  0 {d), 

donne  pour  y  une  valeur  qui  ne  soit  pas  absurde,  y  =  b, 

il  est  évident  que  In   courbe   aura  une   asymptote  dont 

l'équation  sera  : 

î/  =  «x  -+-  6. 

Les  différentes  racines  réelles  de  (3,  tirées  de  l'équation  (c) 
de  degré  m, qui,  substituées  dans  l'équation  (d),ne  rendront 
pas  y  absurde,  feront  connaître  les  asymptotes  de  la  courbe. 

Si  l'équation  («)  a  des  racines  égales,  il  devra  exister  un 
plus  grand  commun  diviseur  entre  cette  fonction  de  x  et 
sa  dérivée.  Donc,  si  l'on  divise  l'équation  (i)  par  sa  dérivée, 
le  reste  de  la  division  devra  être  nul,  et  les  valeurs  de  (3  et 
dey  qui  satisfont  aux  équations  (c)  et  (d)  devront  également 
satisfaire  à  celles  qui  expriment  que  ce  reste  de  la  division 
est  nul.  C'est  ce  qui  a  lieu,  comme  on  l'a  vu,  pour  l'équa- 
tion du  folitim  de  Descartes  (293)  et  pour  toutes  les  précé- 
dentes, et  qui  se  vérifie  encore  sur  l'équation  suivante  du 

299.  Comme  dernier  exercice  à  cette  théorie,  prenons 
la  courbe  dont  l'équation  est 

Si/"  —  oxy^  ■+-  x*  =  0. 

On  aura  pour  l'équation  (/)  : 

(2(5*  -t-  4)  x"  -h  lOpVx*  -+-  o|3'  (4py*  ~\)x^ 

d'où  l'on  tire  : 

2/5'' -t-  \  =0     et     lOpV  =0. 

La  première  de  ces  équations,  comme  on  le  sait,  n'a 
qu'une  racine  réelle  : 
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les  quatre  i\ulvcs  éumt  iiiuigintu'rcs;  la  .seconde  donne 

ec  qui  indique  que  l'asynipiote  |)asse  par  l'origine  et  qu'elle 
a  pour  équation 

Le  coeiïieienl  dinërenliel, 

dx  2^  {if  ~  X)       ' 

l'ait  eonnaitre  la  direction  de  la  tangente  à  cette  courbe  et 
Fig.  li.i.  l^-'s  points  qui  sont 

susceptibles  de  ma- 
ximum ou  de  mini- 
..  muni  (fig.  Uo), 

^s^       1/  \  300.  La  recher- 

^  che  des  asymptotes 

parallèles  aux  axes 
eooidonjics  ne  pré- 
sente aucune  difïi- 
culté;  elle  est  une 
conséquence  de  la 
théorie  qui  précède. 
Supposons  une  courbe  algébrique  de  la  forme 
F  [x)  y"  +  F,  (x)  y'-'  +  F,(x)  y"-'--^  ...  =  0, 

F  (x),  F,  (ac) étant  des  polynômes  entiers  et  rationnels  en  x. 
Divisons  par  y",  il  vient  : 

l-(x)  -+-  I-,        -+-  h.-~  -f-  ...  =0. 

.y         y' 

Admettons  que  F,  '^'F^'^],  etc.,  tendent  vers  0,  à  me- 
^m-c  (jue  //  o|.;,„dii;  Cl  (jue,  pom-  y  =  00,  Féqualion  précé- 
'li'/ilf  se  rt'diiise  à 

F  (x)  =  0. 
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Si  X  =  «  est  une  racine  de  cette  équation,  la  courbe  pos- 
sède deux  branches  ayant  la 
parallèle  à  l'axedes  jy,  a;=a, 
pour  asymptote  commune. 

S'il  n'y  a  qu'une  seule  va- 
leur de  X,  à  savoir  x  =  a, 
qui  soit  racine  de  l'équation 

F  [x)  =  0, 

la  courbe  ne  possède  qu'une 
seule  asymptote  et  deux  bran- 
ches infinies;  dans  le  cas  où 
X  —  a  change  de  signe  avec 
y,  ces  deux  branches  infinies 
se  présentent  comme  dans 
l'hyperbole  (fig.  146). 

Au  contraire,  x  —  a  ne 
changeant  pas  de  signe  avec 
y,  les  deux  branches  sont  placées  d'un  même  côté  de 
l'asymptote,  comme  dans  la  cissoïde  (fig.  147). 


Fis.   147. 


Si ,  pour  X 
ment  : 


et 


a,  on  a  simultané- 

F  (x)  =  0 
Fi(x)  =  0, 


plusieurs  valeurs  de  -  peuvent  ten- 
dre vers  zéro  ;  ces  racines  étant  en 
nombre  pair  et  toutes  imaginaires, 
la  courbe  ne  possède  alors  aucune 
asymptote. 

301.  Chercher  les  asymptotes  de 
la  courbe  donnée  par  l'équation  : 


xY  -t-  (x^  —  4)  (y  —  xY  =  0. 
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Celle  équalion  peut  se  inellre  sous  la  forme  : 

(x'+x^-  ^)y'  -  ix  (x'-  4)  if+  fix* (x*- 4) /y*-  4x' [x^ -  i)y 
-+■  x*(x*-4)  =  0. 

Divisons  par  y^,  et  faisons  ensuile  y  =  oo  . 
Il  vicnl  : 

X*  -t-  X*  =  4 , 

ce  qui  donne  pour  les  qualre  valeurs  de  x  : 


V         2       2  V         2       2 

ces  deux  dernières  sont  imaginaires.  La  courbe  ne  possède 
donc  que  deux  asymplotes  parallèles  à  Taxe  des  y. 

302.  Prenons  encore  la  courbe  (fig.  226)  représenlée 
par  l'équalion 

En  laissant  réqualion  sous  celte  forme,  on  voit  que,  pour 
x=:  00  ,  /y  ==  =h  "^h:  cl  que,  pour  ?/==oo  ,  a;  =  ±^rt. 

La  courbe  a  donc  qualre  asymptotes,  deux  qui  sont 
parallèles  à  l'axe  des  x,  et  deux  autres,  parallèles  à  Taxe 
des  //. 

303.  1,  Chercher  le  lieu  des  sommets  d'une  hyperbole 
ayant  une  directrice  et  une  asymptote  communes. 

Soient  OX,  OY  (fig.  14-8)  les  axes  donnés  rectangu- 
laires, la  directrice  élanl  prise  pour  axe  des  y  et  la  droite 
OA  élanl  Tasymplote. 

L'équalion  des  courbes  du  2""^  degré,  par  rapport  aux 
loyers  et  aux  directrices,  est  : 
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Pour  la  question  proposée,  elle  se  réduit  à  : 

y^  -+-  (1  -  g^)  x'  —  2p*/  —  2ax  -4-  a*  +  p^  =  0  .     {\). 
Soil  y  =  ax 

réquation  de  l'asymptote  donnée. 

Remplaçons  y  par  sa  valeur  dans  l'équation  précédente  ; 
p.     ,^g  nous  aurons,  pour  les  con- 

ditions de  Tasyniptote,  les 
équations 


i" 

d'-i-  \—g^  =  0 

et 

2Q 

d'où 

pa  -f-  a  =  0  ; 

X 

g  =  \/a'  H-  1 

et 


a  =  —  afi. 


En  substituant  ces  va- 
leurs dans  l'équation  de  l'hyperbole  qui  passe  par  le  point 
(x^,  ?/j),  on  obtient  : 

VÎ  —  a^x]  —  2Sv,  ^  2o(3x,  -f-  a'p'  +  fs'  =  0, 

et  comme  l'axe  de  symétrie  passe  également  par  le  lieu , 
on  a  : 

l'équation  du  lieu  est  donc  : 

ayl  -t-  âxji/,  —  axl  =  0     on      ai/i  -<-  Xj  (1  -t-  l/l  -4-  a^)  =  0 , 


«^1  •^-  ^1  (l  —  \^^  -+-  a*)  =  0 , 

c'est-à-dire,  deux  droites  qui  passent  par  l'origine. 

304.  II.  Chercha^  le  lieu  des  foyers  d'une  hyperbole  éqiii- 
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latère  qui  a  une  asymptote  donnée  et  qui  passe  par  un  point 
donné. 

Prenons  réqiialion 

{x  —  oif  -4-  (»/  —  pY  =  (fy  -+-  gx  -t-  h)\ 

L'hyperbole  étant  équilatèrc,  les  coefficients  de  jc^  et 

de  y'^  doivent  être  égaux  et  de  signes  contraires,  ce  qui 

fournit  l'équation  : 

p+if==^ (1). 

Si  l'on  prend  l'axe  des  x  pour  l'asymptote  donnée,  les 
conditions  de  celle-ci  sont  : 

•l-/  =  0 (2), 

A  ^.  X,  =  0 (3). 

On  peut  toujours  faire  passer  l'axe  des  ?/  par  le  point 
donné  C  (0,  c),  quel  qu'il  soit. 

Si  nous  désignons  par  Xi^,  ?/,  les  coordonnées  du  foyer, 
en  ayant  égard  aux  équations  (1),  (2)  et  (5)  qui  donnent  ; 

g=:\,     /"=  1  ,     /j  =  — a-1, 
il  viendra  : 

x\  -t-  (c  —  y^f  =  {c  —  Xi)\ 

On  obtient,  après  réduction  : 

Î/Î-+-  2c(x,— î/i)  =  0, 

qui  est  l'équation  d'une  parabole  facile  à  construire  et  à 
ramener  à  la  forme  : 

y\  =  —  2ca:,. 

305.  II!.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet  des  hyper- 
boles équilatères  ayant  une  asymptote  commune  et  passant 
par  un  point  donné  (fig.  i  4-9). 

Du  point  donné  0  menons  une  perpendiculaire  et  une 
parallèle  à  l'asymptote,  et  prenons  ces  droites  comme  axes. 
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L  équation  générale  des  hyperboles  équilatères  est 

ky^  -H  ac^  ~  Ax^  H-  Dj/  -+-  Ex  -+-  F  =  0. 

Ces  hyperboles  passant    par   l'origine   et   ayant  pour 
asymptote  la  parallèle  a;  =  a,  il  vient 

Aï/*  -f-  xî/  —  Ax*  -+-  Dy  -»-  Ex  =0  .     .     .     (1), 
Aj/*  -+-  ?/  (a  -4-  D)  —  Aa*  -h  Ea  =  0. 

Les  conditions  pour  que  la  droite  x=a  soit  asymptote 


Fig.  149. 


sont 


A=:0,     a-+-D=0. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  (1), 

on  a  : 

xy  —  a»/  -H  Ex  =^  0. 

Puisque  la  courbe  passe  par  le  lieu, 
dont  les  coordonnées  sont  ac^,  y^,  son 
équation  devient 

Xiy,  —  ayi  -4-  Exj  =  0   .     .     .     . 

Les  équations  diamétrales  étant 

Xi — a  =  0,     î/j-t-E=0, 
3/i  -4-  E  -+-  /  fx,  —  a)  =  0     .     .     . 

représente  l'équation  d'un  diamètre  quelconque. 
Le  coefficient  angulaire  de  l'axe  de  symétrie  est 


(2). 


tg  «  = 


A  — Citl/(A— Cf -hB^ 


B 

Cette  relation  devient 

tg  a  =  1 . 

Le  coefficient  angulaire  du  diamètre  (3)  est  —  1;  donc, 

/  =  —  1 ,     yi-\-  ¥^  —  Xi  -+-  a  =  0   .     .     .     (4). 

Prenons  la  valeur  de  E  dans  (4-)  ;  en  la  substituant  dans 

(2),  nous  aurons  : 

x\  =  a  (x,  -4-  y^). 
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On  voit  que  le  lieu  est  une  parabole  facile  à  construire. 
306.  L'hyperbole    rapportée    à    ses  deux  asymptotes, 
prises  comme  axes  coordonnés,  a  pour  équation  (200)  : 

(fi*  — 4AC)a;'y' 

--  =F'. 

Soit  proposé  de  ramener  à  cette    forme  l'hyperbole 
if-  —  Qxij  +  Sx^  —  4y  4-  20x  —  8  =  0. 

Fig.  150. 

Le  centre  C  (fig. 
i  30)  est  détermine 
par  les  équations  : 


i 
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CHAPITRE  XVI. 

Détermination  des  courbes  du   2"><^  degré. 
Conditions  simples  et  mnitipies. 

.     307.  L'équation   générale   des  courbes  du   deuxième 

degré 

Ay^  +  Bxy  -h  Cx'  -h  Dî/  -+-  Ex  -h  F  =  0 

ne  renferme  que  cinq  coefficients  qui  sont  : 

B  C  D  !•  F 

de  sorte  que  cette  équation  est 

î/*  -+-  bxy  -H  cx^  -4-  (/?/  -H  ex  -4-  /'=  0, 

puisqu'on  peut  toujours  diviser  tous  les  termes  soit  par  A, 
soit  par  B,  etc. 

Cette  équation  ne  renferme  donc  que  cinq  paramètres 
indéterminés  lorsque  la  courbe  n'est  soumise  à  aucune 
condition. 

Si  la  courbe  est  soumise  à  cinq  conditions  simples  quel- 
conques qui  se  traduisent  par  des  relations,  des  équations 
entre  les  cinq  paramètres  arbitraires,  la  courbe  sera  déter- 
minée dans  sa  nature  de  grandeur  et  de  position. 

308.  Si  la  courbe  est  soumise  à  quatre  conditions,  il  y 
aura  pour  cinq  arbitraires  un  système  de  quatre  équations 
distinctes  entre  les  cinq  paramètres. 

En  attribuant  à  l'un  d'eux  des  valeurs  particulières,  il 
en  résulte  chaque  fois  pour  la  courbe  des  valeurs  corres- 
pondantes dans  sa  position  et  dans  sa  grandeur.  Le  mou- 
vement de  cette  courbe  est  donc  réglé  par  quatre  condi- 
tions auxquelles  elle  est  ainsi  soumise. 
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Oïl  peut  alors  se  proposer  de  rechercher  le  lien 
iécril  par  ruii  de  ses  points  remarquables,  tels  que  son 
îentre,  le  foyer,  le  sommet  de  symétrie,  etc...;  ce  qui  four- 
nira deux  nouvelles  équations  qui,  jointes  aux  quatre  équa- 
ions  réglant  le  mouvement,  formeront  un  système  de  six 
«quations,  une  de  plus  que  le  nombre  des  arbitraires. 

En  substituant  dans  Tune  quelconque  de  ces  six  équa- 
ions  les  valeurs  des  cinq  paramètres,  on  obtiendra  une 
îquation  nouvelle  qui  ne  contiendra  plus  que  les  coordon- 
lées  du  point  mobile  que  Ton  considère,  tel  que  le  cen- 
tre, etc.,  et  les  quantités  constantes  de  la  question. 

Cette  équation  représentera  donc  le  lieu  décrit  par  le 
joint  demandé. 

309.  Comme  pour  la  parabole  on  a  déjà  la  relation 
li^  =r  4  AC  ,  on  ne  pourra  évidemment  soumettre  cette 
courbe  qu'à  trois  conditions. 

Il  en  est  de  même  de  l'hyperbole  équilatère,  puisqu'on  a  : 

A  -4-  C  =  0, 

lorsque  les  axes  coordonnés  sont  rectangulaires,  ou  bien, 
Jans  le  cas  des  axes  coordonnés  obliques,  la  relation  de 
pcrpendicidarité  entre  les  deux  droites 

At/^  -4-  Bxy  -+-  Cx-  =  0. 

310.  La  condition  de  passer  par  un  point  donné  (jn,  n) 
fournit  une  équation  du  premier  degré 

w^  -+-  bmn  -+-  cm^  -+-  dn  -h  em  ■+■  /'=  0 

entre  les  cinq  arbitraires  6,  c,  d,  e,  f. 

La  eondiiion  de  toucher  une  droite  quelconque  se  tra- 
iluit  par  une  équation  du  S™"  degré  entre  les  coefficients; 
celle  de  toucher  une  droite  quelconque  en  un  point  donné 
d'une  droite  donnée  par  deux  équations  du  2™^  degré  entre 
es  coefficients  6,  c,  d... 
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Ces  équations  se  simplifient  et  se  réduisent  lorsqu'on 
prend  les  axes  coordonnés  pour  les  droites  données. 

La  condition  du  centre  ou  des  foyers,  du  sommet  de 
symétrie,  fournit  deux  équations  entre  les  paramètres. 

Si  le  centre  est  connu,  on  a  les  deux  équations 

2Aî/  -4-  Bx  -4-  D  -=  0 ,     2Cx  -f-  Bi/  4-  E  =  0 , 

dans  lesquelles  x  et  y  sont  connus. 

811.  Lorsque  la  directrice  ou  le  foyer  est  connu,  il  faut 
prendre  pour  les  courbes  du  2"""  degré  l'équation 

dans  laquelle  a  et  [3,  qui  sont  les  coordonnées  du  foyer, 
sont  connus,  ainsi  que  les  rapports  j'  j  lorsque  la  direc- 
trice est  déterminée. 

Il  en  est  de  même  pour  les  asymptotes. 

Ainsi,  une  directrice,  une  asymptote  correspondent  à 
deux  données,  à  deux  conditions. 

Lorsqu'on  donne  un  système  de  diamètres  conjugués, 
c'est  comme  si  l'on  donnait  le  centre  et  l'équation 

2Â(?r;'   +    B  (r;  -4-  r)  -+-   2C  =  0, 

ce  qui  équivaut  à  trois  conditions  :  l'équation  des  courbes 
du  2"""  degré  ne  contiendra  donc  plus  que  deux  arbitraires. 
En  la  rapportant  à  ces  diamètres,  pris  pour  axes  coordon- 
nés, comme  on  l'a  vu  précédemment  (201),  on  aura  : 

Un  point  quelconque  et  connu  de  la  courbe  représente 
toujours  deux  conditions  simples,  s'exprimaiit  par  l'équa- 
tion de  la  courbe  qui  passe  par  le  point  et  par  une  droite 
déterminée  qui  coupe  la  courbe  en  ce  même  point. 

312.  Il  est  facile,  d'après  ce  qui  précède,  de  trouver  ce 
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que  devient  1  équation  générale  des  courbes  du  2""'  degré 
lorsque  eelles-ci  sont  soumises  à  quatre  eondilions.  Ainsi  : 
1"  Si  ces  courbes  sont  assujetties  à  passer  par  quatre 
points  donnés,  on  a  : 

iy  —  f') (y  —b')-\-x\By  -i -(x  —  a  —  a')\  =  0. 

L  aa'  'J 

"2°  Si  elles  touchent  deux  droites  données  en  deux  points 
donnés,  il  vient  : 

r  b^  ~\ 

{y -by--^  X ^By  -^-,{x-  2«)J  =  0. 

Les  points  sont  situés,  comme  on  Ta  vu  (246),  sur  les 
axes  coordonnés. 

5°  Si  elles  ont  un  centre  donné  (a,  b)  et  qu'elles  tou- 
chent deux  droites  données  prises  pour  axes  coordonnés, 
on  a  : 

Lorsqu'il  s'agira  des  foyers,  des  directrices,  on  prendra 
pour  équation  des  courbes  du  2""°  degré 

(X  -  a)*  +  (^  -  pf  =  {fy  -^gx^  hf, 

en  se  rappelant  que  les  axes  coordonnés  sont  alors  rectan- 
gulaires. On  pourra  soumettre  ces  courbes  à  quatre  con- 
ditions, ou  à  trois  seulement  si  la  courbe  dont  il  s'agit  est 
une  parabole  ou  une  hyperbole  équilatère;  ce  qui  laissera 
encore  subsister  une  arbitraire  qui  sera  déterminée,  ainsi 
que  le  lieu,  par  les  deux  équations  du  point  remarquable 
*'i  mobile  dont  on  demande  alors  le  lieu  décrit. 


566 


SECONDE    PARTIE. 


CHAPITRE  XVII. 


IVotations  abrée^ée»$  appliquées  à  l'étude  des  propriétés 
générales  des  courbes  du    <»'<=  degré. 


313.  Nous  avons  vu  (207)  qu'une  courbe  du  deuxième 
degré  qui  passe  par  quatre  points  quelconques  A,  B,  C,  D 
ne  renfernrje  plus  qu'une  seule  constante  arbitraire. 

Supposons  que  trois  de  ces  points  ne  soient  pas  en  ligne 

droite,  et  représentons  par  a 
l'équation  de  la  droite  AB 
qui  est  complètement  déter- 
minée, puisqu'elle  passe  par 
deux  points  connus  et  donnés 
A  et  B  (fig.  151). 

De  même,  désignons  par 
(3  l'équation  de  la  droite  DC, 
quelle  que  soit  sa  forme  d'ail- 
leurs, cette  droite  étant  arrê- 
tée de  position. 

Si  nous  représentons  de  la 
même  manière,  pour  abréger,  par  y  el  §  les  équations  des 
deux  droites  BC  et  AD,  il  est  évident  que 

représentera  toutes  les  courbes  du  2™"  degré  passant  par 
quatre  points  donnés  A,  B,  C,  D,  la  quantité  K  étant  une 
constante  arbitraire  quelconque. 

Cette  courbe  passe  par  le  point  A,  puisque  cette  équa- 
tion est  satisfaite  lorsqu'on  y  fait  à  la  fois  a  =  0  et  /  =  0, 
équations  simultanées  qui  représentent  le  point  A.  On 
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pioiiverait  de  la  même  manière  qu'elle  passe  par  les  points 
B,  C,  D. 

Si  l'on  assujettit  la  courbe  à  passer  par  un  cinquième 
point  quelconque  donné  E,  les  valeurs  de  a,  (3,  y,  d  pour 
ce  point  particulier  seront  connues.  On  peut  les  représen- 
ter par  ce',  (3',  y,  d'  ;  de  sorte  qu'on  aura,  pour  déterminer 
k,  l'équation  : 

r'â'  ' 

et  la  courbe  sera  déterminée  de  grandeur  el  de  position. 

314.  Comme  l'équation 

a|3  — Kr<?=0     (513) 

représente  une  courbe  quelconque  du  2""  degré  passant 
par  quatre  points,  et  que  la  distance  d'un  point  quelconque 
(x,  y)  de  cette  courbe  à  la  droite  AB  ou  a  =  0  a  aussi 
pour  expression  a,  il  s'ensuit  que  l'équation  précédente 

«S 

piouve  que  le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque 
d'une  section  conique  à  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère 
inscrit  est  au  produit  des  distances  de  ce  même  point  aux 
deux  autres  côtés  dans  un  rapport  constant.  (Théorème  de 
Pappus). 

315.  Lorsque  les  deux  points  A,  B  de  la  droite  AB  se 
rapprochent,  ainsi  que  les  points  C  el  D  de  la  droite  CD,  et 
qu'ils  se  réunissent  en  un  seul ,  les  deux  droites  a  et  (3 
deviennent  des  tangentes  OB,  OD  en  B  el  en  D  à  la  courbe, 
et  les  deux  droites  y,  d  se  confondent  en  une  seule  et  même 
droite  qui  est  la  corde  de  contact  BD  (fig.  152). 

L'équation  précédente  devient  alors  ; 

a^  —  Kr*  =  0 
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et  représente  l'équation  des  courbes  du  2™''  degré  qui  tou- 
chent deux  droites  données  a  =-  0,  [3  =  0  en  deux  points 
donnés. 

En  effet,  pour  a  =  0,  on  a  y^  :=  Q;   de  même,  pour 

Fig.  152.  P  =  0,  on  a  aussi 

Les  deux  valeurs 
de  y  se  réduisent 
donc  pour  les  points 
B  et  D  à  une  seule, 
c'est-à-dire,  qu'en 
ces  points  les  droi- 
tes a=0  et  (3=0 
sont  tangentes  à  la 
courbe. 

On  voit  que,  sous 
ces  conditions,  l'équation  des  courbes  du  second  degré  ne 
contient  plus  qu'une  seule  constante  arbitraire  K,  comme 
cela  doit  être.  L'équation 

nous  apprend  que  le  produit  des  distances  d'un  point  quel- 
conque d'une  courbe  du  2°"^  degré  à  deux  tangentes  est  au 
carré  de  la  distance  de  ce  point  à  la  corde  de  contact  dans 
un  rapport  constant. 

316.  Soit  un  triangle  quelconque  4BC,  a  =  0,  (3  =  0, 
y  =  0  étant  les  équations  des  trois  côtés  opposés  aux 
angles  A,  B,  C  de  ce  triangle  (fig.  155). 

La  courbe  du  second  degré  qui  passe  par  les  trois  som- 
mets A,  B,  C  aura  pour  équation  ; 

apy  -f-  bx'x  -4-  cap  =  0 , 

et  renfermera  deux  constantes  arbitraires. 
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Celle  courbe  passe  cvidcnimenl  par  les  points  A,  B,  C, 

puisque  sou  étjualion  est 
satislaite  pour  y  =  0, 
(3  =  0,  etc. 

L'équation  précédente 
peut  se  mettre  sous  la 
forme  : 

a  (6r  +  cp)  -H  aSy  =■  0. 

La  droite  c(3-i-6y=0 

est  tangente  à  la  courbe 

au  point  A  ((3  =  0,  7  =  0),  car  cette  droite  rencontre  la 

courbe  en  deux  points  qui  coïncident.  On  prouverait  de 

même  que  les  droites 

sont  tangentes  aux  sommets  B,  C  du  triangle  ABC.  La  tan- 
gente au  point  A  rencontre  le  côlé  opposé  en  un  point 
donné  par  les  équations 

6y  -+-  c/3  =  0     et    a  =  0  ; 

ce  qui  prouve  que  les  trois  tangentes  aux  trois  sommets  du 
triangle  ABC  rencontrent  les  trois  côtés  opposés  en  trois 
points  situés  sur  la  droite 

abc 
puisque  les  équations  des  tangentes  en  A,  B,  C  sont  : 

S       y  a.       y  a       S 

^-+-^  =  0,     --+--=0,     --t-i-^O. 
oc  a      c  au 

En  combinant  ces  équations  deux  à  deux,  par  soustrac- 
lion,  on  obtient  : 

a       S  3       y  y       a 

--r  =  o.    Ç--  =  o,    - — =0, 

au  oc  c      a 

24 
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qui  sont  les  trois  droites  joignant  les  sommets  du  triangle 
ABC  aux  sommets  du  triangle  formé  par  les  trois  tangentes. 
On  voit  que  ces  trois  droites  se  coupent  en  un  même 
point." 

317.  Cherchons  à  quelles  conditions  l'équation 

représente  un  cercle. 

Si  Ton  remplace  a  par  x  cos  a  -+■  y  ûv\  a  —  ^  et  ainsi 
des  autres,  que  l'on  égale  les  coefficients  des  termes  en  ac^ 
et  en  y'^,  et  que  l'on  annule  le  coefficient  du  terme  en  xy,  il 
viendra  les  deux  équations  : 

a  cos  ([3  -+-  a')  -+-  6  cos  (a  -t-  ■y)  -f-  c  cos  (a  -4-  p)  =  0 , 
a  sin  {p  -\-  y)  -+-  b  sin  (a  -+-  r)  +  c  sin  («  h-  p)  =  0. 

Les  arbitraires  a,  b,  c  sont  proportionnelles  à  sin  ((3 — y), 
sin  (y  —  a),  sin  (a  —  P)  ou  à  sin  A,  sin  B,  sin  C,  A,  B,  C 
étant  les  trois  angles  du  triangle  ;  de  sorte  que  l'équation 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  (fig.  153)  sera  ; 

(SysinA  -+-  uysin  B  -i-  apsinC  =  0. 

Si,  d'un  point  quelconque  0  pris  dans  l'intérieur  de  ce 
triangle,  on  abaisse  les  trois  perpendiculaires  OM,  ON,  OP 
sur  les  côtés  BC,  AB ,  AC,  il  est  évident  que  le  double  de 
l'aire  du  triangle  NOP  aura  pour  expression  (3y  sin  A;  de 
même,  ay  sin  B,  a[3  sin  C  représenteront  le  double  des  aires 
des  deux  autres  triangles  NOM,  MOP. 

Ainsi,  l'équation  précédente  indique  que  l'aire  du 
triangle  MNP  est  nulle,  c'est-à-dire,  que  les  trois  pieds  M, 
N,  P  sont  en  ligne  droite  ou  autrement  que  le  point  0 
(fig.  153),  d'où  parlent  ces  trois  perpendiculaires,  est  situé 
sur  la  circonférence  circonscrite  au  triangle. 

Si  l'on  a  : 

py  sin  A  -+-  ay  sin  B  -+-  a|3  sin  C  ==  K , 
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K  étant  une  constante,  celle  équation  représente  un  cercle 
concentrique  à  la  circonférence  circonscrite  au  triangle 
ABC,  puisque  les  deux  équations  ne  diflërent  que  par  une 
quantité  constante. 

318.  (a',  [3',  y'),  (a",  p",  y")  étant  les  coordonnées  de 
K\(i\\\  points  quelconques  de  la  courbe,  la  sécante  qui  joint 
ces  points  aura  pour  équation  : 

ax        b0         cy 

-7— -t-— --t-^— -=0, 
a  a         p  p         y  y 

car  celle-ci  est  satisfaite  lorsqu'on  y  pose 

a  =  a',    p  =  p',    y  =  y'- 

abc 
Alors,  il  vient  :  ",7-*--777"'"~r/  =^' 

a.         li         y 

L'équation  a{6y  -h  6ay  -h  fa(3  =  0,  ou 

abc 

-  H K  -  =  0  , 

a       /3       r 

est  satisfaite  pour  les  coordonnées  a',  (3',  y'.  Il  en  est  de 
même  pour  a",  (3",  y". 

Dans  l'hypothèse  a"  =  a',  (3"  ==  (3',  y"  =  y',  la  sécante 
deviendra  tangente,  et  on  aura  pour  l'équation  de  celte 
dernière  au  point  (a,  (3',  y)  : 

ace       6S       C7 

de  même,  si  pa  +  v[3  -+-  Try  ==  0  est  l'équation  d'une  tan- 
lïcnle,  on  a  pour  les  coordonnées  du  point  de  contact  : 
abc 

a'*  p''^  y'^ 

d'où  l'on  tire  : 

--y'":'  ^'-sA,  r'Wl 
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Ce  poi?it  étant  situé  sur   la   courbe    doit  satisfaire  à 

l'équation 

abc 

«       p      r 
ce  qui  donne 

l/«pi  +  \/F^  -t-  l/c^  =  0. 

Telle  est  la  condition  pour  que  la  droite 

pa  -4-  vp  H-  TT'X  =  0 , 

soit  tangente  à  la  courbe 

ajS'X  -4-  bxy  -+-  ca|3  =  0. 

L  équation  l/a/ut  +  l/ôy  -i-  V^ct:  =  0  peut  être  nommée 
réquation  tangentielle  de  la  courbe. 

Il  est  facile  de  trouver  aussi  cette  équation  tangentielle 
en  éliminant  y  entre  les  deux  équations  précédentes,  et  en 
exprimant  ensuite  que  l'équation  résultante  en  ^  a  ses  deux 
racines  égales. 

319.  Nous  venons  de  faire  connaître  les  propriétés  des 
courbes  du  2""^  degré  circonscrites  à  un  triangle  quelconque 
ABC. 

Cherchons  les  propriétés  des  mêmes  courbes  lorsqu'elles 
sont  inscrites  dans  un  triangle. 

L'équation  générale  de  ces  courbes  est  alors 

aV  -H  b^  -+-  cV'  —  2a6«i3  —  ^acay  —  26c/3r  =  0, 

et  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

au  {aoc  —  26(3  —  2cr)  -t-  {bp  —  cyf  =  0. 

Si  l'on  y  fait  <x  =  0  pour  trouver  les  points  de  rencontre 
du  côté  BC  du  triangle  avec  la  courbe,  les  deux  points  de 
rencontre  seront  donnés  par  les  deux  racines  égales  de 

l'équation  : 

{bp  —  crf=0: 
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le  côté  (lu  triangle  qui  a  pour  équation  a  =  0  est  donc 
tangent  à  la  courbe. 

On  prouverait  de  même  que  les  deux  autres  côtés  (3=0, 
y  =  0  sont  également  tangents  à  cette  courbe.  L  équation 
précédente  est  donc  bien  celle  des  courbes  du  2""^  degré 
tangentes  aux  trois  côtés  d'un  triangle. 

Les  trois  droites 

«a  —  bp  =  0,     6(3  —  cy  =  0 ,     cy  —  aa  =  0 , 

qui  joignent  les  trois  sommets  A,  B,  C  du  triangle  aux 
points  de  contact  des  côtés  opposés  se  coupent  en  un  même 
point,  comme  le  prouvent  ces  trois  équations. 

La  droite 

au  —  26,6  —  2cr  =  0 

est  également  tangente  à  la  courbe;  si  l'on  combine  son 
équation  avec  celle  de  la  courbe,  on  obtient  pour  les  points 
de  rencontre  les  deux  valeurs  égales 

D'ailleurs,  la  forme  de  l'équation 

«a  («a  —  26f3  —  2cr)  -+-  (6^  —  crf  =  0 

prouve  que  la  droite  6(3  —  cy  =  0  passe  par  le  point  de 
contact  de  la  tangente 

«a  —  26(3  —  2cr  =  0. 

Si  Ton  mène  les  trois  tangentes  aux  trois  points  de  ren- 
contre des  droites  qui  joignent  les  trois  sommets  A,  lî,  C  du 
triangle  aux  points  de  contact  des  côtés  opposés,  ces  trois 
tangentes  dont  les  équations  sont  : 

26|3  -+-  2cr  —  aa  =  0 (1  ), 

2aa  -t-  2cr  —  6(3  =  0 (2), 

2aa  -^  26(3  —  cr  =  0 (5), 
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rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois  points  situés  sur  la 

droite 

aa  -f-  tp  -+-  cy  =  0 (4). 

En  effet,  si  nous  cherchons  le  point  d'intersection  des 
deux  droites  a  =0  et  26(3  -+   2cy  —  aa  =-  0,  on  obtient 

6p  -+-  cr  =  0 , 

qui  est  l'équation  (4)  lorsqu'on  y  fait  a  =  0  ;  et  ainsi  des 
autres. 

3»0.  La  sécante  qui  passe  par  deux  points  (a,  [3',  y'), 
(a",  [3",  y")  de  la  courbe  a  pour  équation 

-+-  r  ^c  (l/^  H-  VVp^')  =  0. 

Si,  dans  cette  équation,  on  change  a,  [3,  y  en  «',  [3',  /, 
elle  devient  : 

(V/a'/3V"+  \/«V'!5"-+-V/pV'a")  (V^Ô^  -+-  l^Ôp' -H  l/c/) 

—  l/«'(3V'  (1/07'  -+-  l/6p  -t-  \/c^)  =  0, 
équation  qui  est  évidemment  satisfaite  lorsqu'on  a  : 

l/â7-i-l/6p'-t-l/cr'  =  0    et    1^07-1- l/6p^-+-\/cr"  =  0, 

les  points  (a,  (3',  y'), (a",  (3", y")  étant  situés  sur  la  courbe. 
Cette  sécante  devient  tangente  quand  on  pose 

a"=a',    p"  =  p',    r"  =  r'; 

ce  qui  donne  pour  l'équation  de  celle-ci  : 

De  même,  si  la  droite  ^xa.  -+-  vÇù  -h  rcy  =  0  est  tangente 
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à  la  courbe,  les  coordonnées  ilii  point  («',  [î',  -/')  devront 
satisfaire  aux  équations 

\/^=-  V}-'  \/V- 

Substituons  les  valeurs  de  a',  f3',  /  dans  1  équation  delà 

courbe  

V~^  -^  Vh^'  -+-  l/cr'  =  0, 
il  viendra  : 

a       h        c       ^ 

-H h-=0, 

équation  qui  exprime  la  condition  pour  que  la  droite 
|uta  -h  v[3  H-  rr-/  =  0  soit  tangente  à  la  courbe  ;  c'est  l'équa- 
tion tangentielle  de  la  courbe  elle-même. 

3«1.    Réciproquement,    cherchons    l'équation    de    la 
courbe  dont  les  tangentes  doivent  satisfaire  à  la  condition 

a        h        c 

_  -H  _  -+-  -  =  0. 

Soient  les  deux  droites 

les  quantités  p^',  v  ,  tt',  p.",y",  ;»■",  substituées  dans  l'équation 

précédente,  satisfont  à  cette  équation. 

Mais  l'équation 

au.  hv         c-K 

qui  est  satisfaite  quand  on  y  change  f/,  y,  tt  en  ]x  ,  v\  v  et 
en  fji",  y",  7r"  est  l'équation  tangentielle  du  point  d'inter- 
section de  deux  tangentes. 

En  y  posant  p."  =  p.',  etc.,  on  aura  pour  l'équation  du 
point  de  contact  de  la  tangente  : 

ou       bv       c-K 
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ce  qui  donne  pour  les  coordonnées  triangulaires  du  point 
de  contact  : 

a  h  c 

d'où  l'on  tire  : 

Va 
(/.'  = ,  etc. 

En  remplaçant  ces  valeurs  dans  l'équation 
abc 

—  -+-  -  H ,  =  0 , 

on  obtient  de  nouveau 

Va^  -+-  l/6p  -+-  l/cr  =  0. 

322.  Il  est  facile  de  trouver  l'équation  du  cercle  inscrit 
dans  un  triangle  ABC,  en  partant  de  celle  du  cercle  circon- 
scrit à  ce  triangle. 

Soit  A'  B'  C  le  triangle  formé  enjoignant  les  trois  points 
de  contact  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC,  et  a',  (3', 
y'  les  côtés  opposés  à  ces  angles. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  précédemment  (317),  l'équation 
du  cercle. circonscrit  au  triangle  A'B'C  est 

j3V'  sin  A'  -+-  «V'  sin  B'  ■+-  a'(5'  sin  C  =  0. 

i  A 

On  a:  A' = -(B  +  C)  =  90" 

et  a'^  =  pr,    p'^  =  ^r,    r'^  =  «S, 

comme  il  est  facile  de  le  prouver  en  cherchant  à  quelle 
condition  l'équation 

représente  un  cercle  ;  ce  qui  donne  : 

K  =  l. 
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Eu  remplaçant  sin  A'  par  sa  valeur  cos  ^  »  etc.,  a',  (3', 
•/,  par  leurs  valeurs,  on  obtient  pour  Téquation  du  eercle 
langent  aux  trois  côtés  du  triangle  ; 

_        \  i>  p 

\/a  COS  — h  V^â  cos H  l/o^  cos  —  -^  0. 

2  '         2  '  ii 


CHAPITRE  XVIH. 

■*olii(»i  roniniiinM  à  deux  ou  ik  pliiNleiirs  cuiiiques. 
Sécantesi  coniniune.<«. 

»«».  Lorsqu'une  droite  passe  par  les  deux  points  d'in- 
tersection réels  ou  imaginaires  de  deux  coniques ,  on  dit 
que  cette  droite  est  une  sécante  ou  une  corde  commune 
aux  deux  coniques. 

Quand  une  droite  est  sécante  commune  à  deux  coniques , 
celles-ci  admettent  les  mêmes  systèmes  de  deux  points  con- 
jugués sur  celte  droite;  ou  bien  encore,  les  polaires  de 
chaque  point  de  cette  droite  se  rencontrent  sur  la  droite  elle- 
même. 

Les  polaires  d'un  point  P  de  la  sécante  commune  aux 
deux  coniques  passent  par  le  point  I,  conjugué  harmonique 
do  P  (2o6),  et  réciproquement. 

Le  point  d'intersection  de  deux  sécantes  communes  à 
deux  coniques  a  la  même  polaire  dans  les  deux  courbes. 
Les  polaires  de  ce  point  dans  les  deux  courbes  doivent  se 
rencontrer  à  la  fois  sur  chacune  des  sécantes,  ce  qui  exige 
qu'elles  se  confondent ,  et  réciproquement. 

3*4.  Lorsque  deux  coniques  ont  un  point  d'intersection 
réel,  elles  en  ont  un  second  aussi  réel  ;  une  brandie  de  l'une 
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des  courbes  pénètre  dans  l'autre  courbe  et  la  rencontre  une 
seconde  fois  en  sortant. 

Les  coniques  qui  ont  deux  points  d'intersection  réels, ont 
une  corde  commune  et  deux  points  d'intersection  imagi- 
naires conjugués  par  lesquels  passe  une  seconde  sécante 
réelle;  donc,  deux  coniques  qui  ont  un  point  d'intersection 
réel  ont  deux  cordes  communes  réelles.  Quand  deux  coni- 
ques se  coupent  en  quatre  points  réels,  elles  ont  évidem- 
ment trois  couples  de  sécantes  communes. 

3»5.  Soit  S  =  0  et  S'  =  0  les  équations  de  deux  coni- 
ques ; 

S  —  KS'  =  0 

est  l'équation  d'une  troisième  conique  passant  parles  quatre 
points  d'intersection  réels  ou  imaginaires  A,  B,  C,  D  des 
deux  premières. 

Si  l'on  désigne  par  a,  [3,  y,  d  ces  cordes  d'intersection,  on 
retombe  sur  la  forme  : 

a/3  — Kr(?=0. 

L'élimination  d'une  variable  entre  les  deux  équations 
S  =  0,  S'  =  0  conduit  à  une  équation  du  -i"'"  degré  qui 
fait  connaître  les  quatre  points  d'intersection  A,  B,  C,  D. 

Que  ces  points  soient  réels  ou  imaginaires ,  les  deux 
coniques  S  =  0,  S'  =0  auront  toujours  deux  sécantes 
t^éelles  communes.  Si  les  quatre  racines  de  l'équation  sont 
imaginaires ,  elles  sont  conjuguées  et  de  la  forme 

x  =  a±a  V/ —  1 ,     y  =  b±:  h'  \/ —  i , 

X  ==m± m' \/ —  1 ,     y  =  n±n'  V' —  1 . 

Les  équations  des  deux  sécantes  réelles  sont  : 

6'  n' 

y  —  b  =  —  ix  —  a),      y  —  n^^  —  [x  —  m). 

Si  deux  racines  sont  réelles  et  les  autres  imaginaires,  il 
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y  aura  encore  deux  sécaiifes  communes:  celle  qui  joint  les 
points  réels  et  celle,  aussi  réelle, 

6' 

y  —  b==-{x  —  a) , 

a 

qui  joiïit  les  points  imaginaires. 

3««.  La  recherche  des  sécantes  communes  à  deux 
courbes  du  2""*  degré  revient  à  la  résolution  d'une  équation 
du  S"""  degré. 

Soient,  en  effet, 

Aj/  -+-  Bxy  ■+-  Cx*  -4-  Dî/  -+-  Ex  -f-  F  =  0 , 
A'tf  -4-  B'xtj  -t-  C'x'  -t-  D'?/  4-  E'x  -t-  F'  =  0, 

les  équations  de  deux  de  ces  courbes. 

Multiplions  la  seconde  par  l'arbitraire  K  et  soustrayons, 
il  viendra  : 

(A  —  KA')  y^  -t-  (B  —  KB')  xî/  +  (C  —  KC)  x* 
-+-  (D  —  KD')  î/  -+-  (E  —  KE')  X  +  F  —  KF'  =  0. 

En   désignant   les   coefficients   de   cette   équation  par 

a,  [6,  y,  d,  z,  i,  on  aura 


ij  =  —  '- •  ±—V{p^-  4«r )  X* -t- 2 ipr] -  2af) x-i-â^-  ftrji. 

2«  2a 

La  condition  pour  que  cette  courbe  se  réduise  à  deux 
droites  est,  comme  on  le  sait,  exprimée  par  le  discrimi- 
nant 

iccyi  ■+-  p'k  —  as^  —  yp  —  iô^  =  0. 

Si  l'on  remplace  dans  cette  relation  a  par  A  —  KA',  (^ 
par  B  —  KB',  etc.,  on  obtiendra  une  équation  du  ô'""  degré 
en  K. 

En  calculant  l'une  des  racines  de  cette  équation  en  K, 
on  aura  une  couple  de  sécantes  communes  aux  deux 
courbes. 
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Il  sera  facile  alors,  au  moyen  de  ces  deux  droites,  de 
chercher  les  quatre  points  d'intersection  des  deux  courbes 
S  =  0,  S'=  0,  puisque  le  problème  sera  ramené  à  cher- 
cher le  point  de  rencontre  d'une  droite  avec  une  courbe 
du  2"^  degré. 

Si  une  racine  réelle  de  K  rend  positif  le  binôme 
^2  —  4^y^  les  deux  courbes  auront  deux  sécantes  com- 
munes réelles;  car, dans  ce  cas,on  aura  pour  l'équation  de 
la  sécante  réelle 

2/  =  —  '— ±  X  v^'  —  4ar  -+-     ^ 

^^«  Vp'  -  4«r 

Si  celte  racine  rend  le  binôme  (3^  —  hy.y  négatif,  ces 
deux  sécantes  seront  imaginaires  conjuguées.  Une  racine 
imaginaire  de  K  donne  toujours  une  couple  de  sécantes 
imaginaires. 

Lorsque  l'équation  du  5"'"  degré  en  K  a  ses  trois  racines 
réelles  et  que  deux  de  ces  racines  rendent  positif  le  binôme 
pa  —  ^yy^  |gg  (jeux  courbes  auront  deux  couples  de  droites 
réelles  et  se  couperont  en  quatre  points  réels;  la  troisième 
racine  rendra  aussi  positif  le  binôme  [5^  —  4ay. 

Si  l'équation  en  K  a  ses  trois  racines  réelles  et  qu'une 
seule  d'entre  elles  rende  positif  le  binôme  (32  —  4,ay,  les 
deux  courbes  n'ont  qu'une  couple  de  sécantes  réelles. 

Les  deux  autres  valeurs  de  K  rendent  le  binôme 
(32  —  4ay  négatif,  et  les  deux  courbes  se  couperont  en 
quatre  points  imaginaires. 

Lorsque  l'équation  du  S"""  degré  en  Kn'a  qu'une  racine 
réelle,  cette  racine  rendra  le  binôme  (3^  —  4ay  positif; 
il  y  aura  deux  sécantes  réelles.  Les  deux  racines  imagi- 
naires conjuguées  donneront  deux  droites  imaginaires, 
et  il  y  aura  deux  points  d'intersection  réels  et  deux  imagi- 
naires. 
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atî.  Si  les  deux  coniques  oui  le  même  centre,  il  sera 
facile  (le  ramener  leuis  équations  à  la  forme 

xf  -+-  bxy  -t-  cx^  =  </*,     ?/*  -+-  h'xy  -4-  c'x^  =  d'^, 

en  transportant  l'origine  des  axes  coordonnés  en  ce  point 
commun  aux  deux  courbes;  les  quatre  points  d'intersection 
des  deux  coniques,  réels  ou  imaginaires,  seront  déterminés 
par  une  équation  bi-carrée. 

Lorsque  les  deux  coniques  ont  un  même  diamètre  et,  à 
plus  forte  raison,  un  même  axe, on  prend  ce  diamètre  pour 
axe  des  x  ou  des  ij  :  l'équation  des  courbes  ne  renfermera 
plus  qu'un  seul  terme  en  y'^  ou  en  x^.  En  éliminant  cette 
inconnue  entre  les  deux  équations,  on  obtiendra  une  équa- 
tion du  second  degré  en  x  ou  en  y  qui  fera  connaître  les 
deux  points  d'intersection  de  ces  courbes. 

Si  les  deux  coniques  ont  pour  équations  : 

xy  -^  x^  -i-  m  (x  -+-  î/)  ^=  t{\     x?/  -t-  î/^  -+-  n  (x  -+-  y)  =  6^ 

c'est-à-dire,  si  elles  ont,  la  première  une  asymptote  paral- 
lèle à  l'axe  des  y  et  la  seconde  une  asymptote  parallèle  à 
l'axe  des  x,  il  sera  facile,  en  ajoutant  les  deux  équations, 
de  trouver  les  quatre  points  de  rencontre  de  ces  deux 
courbes  et,  par  suite,  leurs  sécantes  communes. 

Deux  hyperboles  ayant  une  asymptote  commune,  on 
pourra  prendre  cette  droite  pour  nouvel  axe  des  y  :  les 
deux  courbes,  rapportées  à  ces  nouveaux  axes  coordonnés, 
ne  contiendront  plus  qu'un  seul  terme  en  x.  En  éliminant 
cette  inconnue,  on  obtiendra  une  équation  du  2'""  degré  en 
y  qui  fera  connaître  les  points  d'intersection  des  deux 
coniques. 

S»8.  Lorsque  les  deux  coniques  ont  le  même  foyer,  les 
équations 

(x  -  a)*  -h  (»/  -  S)*  =  KVS     {x  -  «)*  -4-  (2/  -  pf  =  K'V", 
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fournissent  la  suivante  : 

Ky  =  dr  K'y', 

(jui  prouve  que  les  deux  courbes  ont  deux  sécantes  com- 
munes qu'il  est  facile  de  construire. 

Supposons  que  les  coniques  soient  des  ellipses  dont  le 
foyer  commun  est  F  (fig.  lo4),  dont  A,  B  sont  les  points 
d'intersection  réels  et  MD,  M'D'  les  deux  directrices. 


Du  point  A  abaissons  les  perpendiculaires  AM,  AM'  sur 
les  deux  directrices.  On  aura  : 

.,       AF  ,       AF         „  K'       AM 

K  =  -— • ,     K  =  — —  ;     d  où      —  = 

AM  AM'  K        AM' 

Prolongeons  la  perpendiculaire  AM  d'une  longueur  MN 
égale  à  elle-même  et,  par  le  point  A,  menons  une  parallèle 
à  la  directrice  M'D'  :  le  point  de  rencontre  R  appartiendra 
à  la  seconde  sécante  commune  RI. 

3*».  Théorème.  Lorsque  trois  coniques  ont  deux  points 
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loinmnns,  les  [rois  dro'dcs  qui  joignent  les  autres  points 
d'intersection  des  courbes  deux  à  deux  se  coupent  en  un 
même  point. 

Soit  S  =  0 (I) 

Injuatioii  de  Tune  des  coniques,  et  d=  0  l'équation  de  la 
droite  qui  passe  par  les  points  communs  A,  B.  Les  équa- 
tions des  deux  autres  coniques  (II) 
et  (III)  seront  (fig.  155) 

S  -H  t/(?  =  0     .     .        (Il), 
S-f-r/^'=0.     .     .     (III). 

Leur   corde    d'intersection    aura 
pour  équation 

d{â~  â'}  =  0. 

La  droite  (a"6"), 

â—â'  =  0, 

non  commune  à  chacune  des  trois 
coniques  passe  évidemment  par  le 
point  de  rencontre  des  deux  droites  {ab),  §  =  0,  et 
(«'6'),    â'  =  0. 

330.  Les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  d\m 
/texacjone  quelconque  inscrit  dans  une  courbe  du  2'"°  degré 
sont  en  ligne  droite.  (Théorème  de  Pascal). 

Soit  abcdef  (fig.  15G)  un  hexagone  quelconque  inscrit 
dans  une  courbe  du  2™"  degré  (I)  laquelle  passe  par  les 
deux  points  a  et  d  ;  les  deux  droites  ab,  cd  j)euvent  être 
considérées  comme  une  courbe  du  2""°  degré  (II)  passant 
par  les  points  communs  a  et  d.  De  même,  le  système  des 
deux  droites  of  et  de  peut  être  aussi  regardé  comme  une 
troisième  courbe  du  2"'=  degré  (III)  passant  par  les  mêmes 
l)oints  a  et  d.  Dès  lors,  la  droite  bc  est  l'intersection  de  (I) 
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et  de  (U),  la  droite  efesl  rinterseclion  de  (I)  et  de  (III);  ces 
deux  droites  bc,efsc  rencontrent  en  un  point/. La  droïie gh, 
intersection  des  courbes  (II)  et  (III)  doit  passer  par  /, 
d'après  le  théorènme  précédent. 


Remarque.  Ce  théorème  s'applique  aussi  à  un  hexagone 
Fig.  157.  fermé  quelconque.  On  en  forme 

un  en  traçant  six  cordes  consé- 
cutives dans  un  sens  ou  dans 
l'autre,  de  manière  à  revenir 
finalement  au  point  de  départ. 
Si  l'on  numérote  les  côtés  dans 
l'ordre  suivant  lequel  on  les  a 
^b  obtenus,  les  trois  points  d'inter- 
section a,  b,  c  des  côtés  1,  4; 
2,  5  ;  3,  6,  sont  en  ligne  droite 
(fig-  lo7). 

Corollaire  I.  Lorsqu'on  définit  une  section  conique  par 
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cinq  points  a,  b,  c,  d,  c,  le  théorème  pi'écédenl  permet  de 
construire  autjmt  de  points  de  lit  courbe  qu'on  veut.  Pnr 
le  point  a,  traçons  une  droite  quelconque  «/"(fig.  15G)  et 
cherchons  le  point  f  où  cette  droite  coupe  la  courbe.  On 
marquera  :  I"  le  point  d'intersection  h  des  droites  ab  et  de; 
2°  le  point  d'intersection  g  de  cd  et  de  af:  la  droite  bc  doit 
rencontrer  f/A  en  /.  Le  point  /"où  la  droite e/  rencontrera  af 
appartiendra  à  la  courbe. 

Ce  théorème  peut  aussi  servir  à  mener  la  tangente  à  la 
conique  en  un  des  points  de  cette  courbe. 

Quand  deux  sommets  de  l'hexagone  inscrit,  par  exemple 

aelf,se  confon- 
dent («g.  158), 
le  côté  intermé- 
diaire «/"devient 
la  tangente  à  la 
courbe  au  point 
a. 

Appliquons  le 
théorème  de 
Pascal  en  comp- 
tant cette  tan- 
gente comme 
un  côte  :  nous  aurons  encore  trois  points  en  ligne  droite. 
Pour  construire  la  tangente,  on  marquera  le  point  d'in- 
lerseciion  m  de  ab  et  de  la  droite  de  ;  le  point  d'intersec- 
lion  n  de  bc  et  de  ae  ;  la  droite  cd  rencontrera  la  droite  mn 
on  h,  et  la  droite  ah  sera  la  tangente  en  a. 

CoROLLAUŒ  II.  Un  quadrilatère  abcd  élant  inscrit  dans 
une  section  conique,  les  points  de  rencontre  des  côtés 
opposés  et  les  points  de  rencontre  des  tangentes  aux  som- 
mets opposés  sont  en  ligne  droite. 

\\vc  les  tangentes  en  a  et  en  r,  si  l'on  complète  l'hexa- 
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Fig.    159. 


gone  inscrit,  on  aura  trois  points  m,  n,  p  en  ligne  droite 
(fig.  159). 

En  complétant  l'hexagone  avec  les  tangentes  en  b  et  en  d, 

on  aura  de  même  trois  points 
m,  n,  q  en  ligne  droite;  donc, 
les  points  m,  n,  p,  q  forment 
une  seule  et  mêmeligne  droite. 
Corollaire  III.  Un  triangle 
étant  inscrit  dans  une  section 
conique,  les  points  d'intersec- 
tion des  côtés  et  des  tangentes 
aux  sommets  opposés  sont  en 
ligne  droite. 

Les  trois  côtés  du  triangle 
et  les  trois  tangentes  aux 
sommets  de  ce  triangle  for- 
ment les  six  côtés  de  Thexa- 
gone  inscrit  (fig.  160). 

33t.  Soilflfccrfe/TIiexagone 
inscrit  à  une  conique  (fig.  161). 

Désignons  par  a,  p,  y,  à,  s,  /  les  six  côtés  consécutifs  de 

cet  hexagone  ab,  bc,  etc.. 

Tirons  la  diagonale  ad 
qui  partage  cet  hexagone  en 
deux  quadrilatères  inscrits 
chacun  dans  la  conique. 
L'équation  de  la  courbe  qui 
passe  par  les  quatre  points 
a,  b,  c,  d  est 


Fig.  160. 


gonale  ad  (fig.  161), 


ar  — |3m  =  0    .     (1), 
m  étant  l'équation  de  la  dia- 
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l/éqiiiilioii  (le  la  conique  qui  passe  parles  quatre  points 
(/,  f,  e,  d  est  aussi  : 

(?<  —  me  =  0 (2); 

tii  la  soustrayant  de  (i),  il  vient: 

ciy  —  <^i  =  (^  —  f)  m. 

La  diagonale  od  ou  m  =  0  passe  par  le  point  «  ou 
a  .=  0  et  /  =  0,  et  par  d  ou  y  =  0  et  (î  =  0. 

Le  2'"'  faeleur  du  second  membre  (3  —  s  ==  0,  est  évi- 
demment l'cqualion  de 

F'g-  161.  r  , 

I  autre  diagonale  pq  ; 

et  comme  celte  équa- 
tion est  ainsi  satisfaite 
pour  [3  =  0  et  £  ^  0, 
les  trois  points  p,  q,  r 
sont  en  ligne  droite. 

Si  l'on  considère  le 
quadrilatère  bcef,  en 
représentant  parm'=0 
et  ?i=  0  les  équations 
de  ses  deux  diagonales 
be,  cf,  on  aura  pour 
troisième  forme  de  l'é- 
quation de  la  conique 
circonscrite  : 
|3t  =  0 (3). 

En  égalant  deux  à  deux  les  équations  (1),  (2),  (3),  il 
vient  : 

ay  -  ei  =(s  —  m)  p> ,     6i  —  m'n  =  {m  —  p)  e; 

de  là,  le  tliéorème  de  Steîner  : 

Les  trois  droites  de  Pascal,  obtenues  par  les  points  de 
I encontre  des  côtés  opposés  des  hexagones  abcdef,  adcfeb, 
afcbed,  passent  par  un  même  point. 


mn 
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33:8.  Les  trois  diagonales  qui  joignent  les  sommets 
opposés  d'un  hexagone  circonscrit  à  une  section  conique 
passent  par  un  même  point  (Théorème  de  Brianchon). 

Fig.  162. 


Ce  théorème  se  déduit  du  précédent  par  la  méthode  des 
polaires  réciproques. 

Soit  abcdef  un  hexagone  circonscrit  à  une  conique. 
L'hexagone  inscrit  qui  a  pour  sommets  les  points  de  con- 
tact est  la  figure  corrélative  de  l'hexagone  circonscrit  par 
rapport  à  la  conique  proposée,  car  les  sommets  a,  b,  c...  de 
l'hexagone  circonscrit  sont  les  pôles  des  côtés  A',  B',  C... 
de  l'hexagone  inscrit  (fig.  162).  La  diagonale  ad  de  l'hexa- 
gone circonscrit  est  la  polaire  du  point  d'intersection  m' des 
côtés  opposés  A'  et  D'  de  l'hexagone  inscrit  ;  de  même,  la 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A   DEUX   DIMENSIONS.       5Hi) 


diagonale  be  est  la  polaire  du  point  d'intcrseclion  n'  des 
(  ôlés  B'  et  E',  ei  la  diagonale  cfcsl  la  polaire  du  point  d'in- 
lorsection  //  des  eôlés  C  et  F'.  Puisque  les  trois  points  m', 
n,p'  sont  on  ligne  droite,  en  vertu  du  théorème  précédent, 
cl  que  cette  droite  ne  peut  avoir  qu'un  seul  pôle  qui  doit  se 
trouver  h  la  fois  sur  les  trois  diagonales  ad,  ho,  cf,  colles-ci 
doivent  néccssairomont  se  rencontrer  en  un  même  point  0. 
L'hexagone  circonscrit  à  la  conique  peut  être  quelconque, 
l'onvexe  ou  rentrant. 

aaa.  Quand  on  connaît  cinq  tangentes  à  une  conique, 
on  peut,  au  moyen  du  ihôorcme  précédent,  en  construire 
;i  volonté. 

Soient  les  cinq  tangentes  données  af,  ab^  bc,  cd,  de 
(fig.  102)  ;  proposons-nous  de  mener  une  tangente  partant 
du  point  f.  Traçons  les  doux  diagonales  fc  et  od  qui  se 
•  oupent  en  0  ;  la  diagonale  bo  coupera  la  cinquième  tan- 
gonlo  au  j)oint  e,  et  fe  sera  la  sixième  tangente  demandée. 
On  peut  aussi,  lorsqu'on  connaît  cinq  tangentes  à  une 
pj„  jgj  conique,    déterminer   le   point   de 

e  contact  de  chacune.  On  peut  consi- 
dérer cette  tangente  comme  se  con- 
fondant avec  le  sixième  côté  de 
l'hexagone  circonscrit;  de  sorte  que 
le  sixième  sommet  de  cet  hexagone 
circonscrit  coïncide  avec  le  point  de 
contact  de  la  tangente  à  la  conique, 
lequel  doit  se  trouver  sur  la  troi- 
sième diagonale. 

Pour  trouver  le  point  de  contact  t 
de   la   tangente  «c,  on  mènera  les 
deux  diagonales  ad,  r/'qui  se  cou- 
pent en  0  (fig.  165).  La   troisième 
din|z()iiaIo  eo  roncontrera  la  tangente  ac  au  point  de  contact  t. 
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Il  résulte  du  même  théorème  que  : 

1°  Dans  un  quadrilatère  circonscrit  à  une  conique,  les 
diagonales  et  les  droites  qui  passent  par  les  points  de  con- 
tact des  côtés  opposés  passent  par  un  même  point. 

2"  Dans  tout  triangle  circonscrit ,  les  droites  qui  joi- 
gnent les  sommets  aux  points  de  contact  des  côtés  opposés  se 
coupent  en  un  même  point. 


CHAPITRE  XIX. 


Contact  et  double  contact  des  courbes  du   9""^  degré. 


334.  Soient 

y'^  -+-  bxy  -H  rx*  -\-  dy  ->t-  ex  -+-  f  =  0, 
y^  -4-  h'xy  -t-  c'x^  -+-  d'y  -4-  e'x  -»-  /'  =  0, 

les  équations  de  deux  coniques. 

Si  /"=  0  et  /■'  =:  0,  les  deux  courbes  sont  tangentes 
l'axe  des  y  à  l'origine.  Pour  ce  point,  on  a  : 

X  \{d'h  —  dh')  y  -»-  [d'c  —  de) x  -+-  d'e  —  rfe']  =  0. 

Fig.  i6i.  Cette  équation  est  satisfaite  pour 

x  =  0  et  pour 

{d'b  —  dh')  y  -t-  {d'c  —  de')  x 
■+-  d'e  —  de'  ==  0, 

laquelle  représente  la  droite  RS  i 
qui  passe  par  le  point  0,  si  l'on  a 
en  même  temps 

d'e  =  de'. 

Dans  ce  cas,  la  droite  RS  passe 
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par  l'origine,  et  les  deux  courbes  ont  un  contact  du 
2mc  o,.(|,.c.  Enfin  ,  si  d'b  =  db',  la  droite  RS  coïncide  avec 
la  taiigeiilc,  et  les  deux  courbes  ont  un  contact  du  5"""  ordre 
(lig.  IGi). 

:i35.  Si  a==0  et  (3  =  0  sont  les  équations  de  deux 
droites  qui  rencontrent  la  conique  MACD\B  ou  S  =  0 
(fig.  lOo)  aux  points  A,  B,  C,  1),  Téqualion  d'une  conique 
quelconque  passant  par  ces  quatre  points  sera,  d'après  ce 

qui  précède , 

S  —  Kap  =  0; 

et  comme  les  points  A,  C,  et  B,  D  peuvent  se  rapprocher  de 
manière  que  les  deux  droites  a  et  p  coïncident,  l'équation 
de  la  seconde  conique  deviendra  alors  : 

S  =  Ka% 

cl  elle  aura  avec  la  première  un  double  contact. 
On  a  déjà  vu  (31  o)  que 

«y  =  Kà" 

est  une  conique  dont  a  =  0,  '/=0  sont  deux  tangentes, 

(3  =  0  étant  leur  corde  de 
contact. 

La  corde  de  contact  AB  a 
le  même  pôle  dans  les  deux 
coniques  (fig.  1 66).  Les  deux 
tangentes  en  A  et  B  peuvent 
être  considérées  comme  une 
S™'  conique  ayant  un  double 
contact  avec  les  coniques 
données,  et  la  corde  de  con- 
tact AB  peut,  à  son  tour, 
être  considérée  comme  une 
conique    infiniment    aplatie 

;i>ant  ses  sommets  aux  points  de  contact. 
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D'après  cela,  les  équations  des  courbes  connues  telles 

que 

xy  =  K^     et     -y^  =  '2px , 

représentent  des  courbes  dont  les  points  de  contact  sont  i\ 
l'infini.  Puisqu'on  peut  écrire  pour  la  première 

xy  ==  (0  .  a:  -4-  0  .  _v  -+-  Kf , 

la  corde  de  contact  0.?/  -i-  0. oc  +  K  =  0,  qui  se  réduit  à 
une  constante,  rencontre  les  axes  coordonnés ,  qui  sont  ici 
les  asymptotes,  à  l'infini  ;  pour  la  seconde, 

{O.y  -+-  0.x  -+-  2jo)  X  =  y^  : 

ce  qui  prouve  que  la  parabole  est  tangente  à  l'origine  à 
l'axe  des  y,  mais  qu'elle  loucbe,  en  outre,  la  droite  2/)  à 
l'infini. 

Fig.  16G. 


Les  courbes  du  2™"  degré  qui  ont  pour  équation 
Ay^  -4-  Bxy  -4-  Cx^  =  K\ 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme  : 


[2Aî/  ^  Bx  -  l/B^  -  4AC .  x]  [My  -i-  Bx  +  ^/  B^  -  4AC .  x] 


4A 


=r 


et  ont  toutes  deux  droites  réelles  ou  imaginaires  qui  tou- 
chent ces  courbes  à  l'infini. 
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l/éqiiation  générale  des  coniques  élant 

tf  =  Ipx  -+-  (/x-, 

et  pouvant  se  mettre  sous  la  forme  : 

x(2/>-+-  qx)=y\ 

montre  que  ces  courbes  sont  tangentes  aux  droites  paral- 
lèles 

2» 
x=^0     et     X  =^ ■ 

9 

330.  Lorsque  deux  coniques  ont  un  double  contact,  les 
polaires  d\tn  point  quelconque  M  se  coupent  sur  la  corde  de 
contact  AB. 

Ces  polaires  se  coupent  sur  la  polaire  du  point  M  rela- 
tive au  système  de  deux  cordes  communes  aux  deux  coni- 
ques et  qui  se  confondent,  dans  ce  cas,  avec  la  corde  de 
contact,  ainsi  que  la  polaire  du  point  M. 

Il  s'ensuit  que,  si  deux  points  sont  conjugués  par  rap- 
port à  deux  coniques  qui  ont  un  double  contact ,  l'un  d'eux 
est  toujours  situé  sur  la  corde  de  contact. 

337.  5/  deux  coniques  ont  un  double  contact,  les  pôles 
d'une  droite  quelconque  sont  en  ligne  droite  avec  le  pôle  de 
la  corde  de  contact. 

On  sait  que,  si  plusieurs  coniques  sont  inscrites  dans  un 
même  quadrilatère,  les  pôles  d'une  droite  quelconque  par 
rapport  à  ces  coniques  sont  en  ligne  droite j  ce  qui  est  facile 
à  prouver  lorsqu'on  prend  pour  les  trois  coniques  inscrites 
les  trois  diagonales  d'un  quadrilatère  complet.  L'une  des 
trois  coniques  se  réduit  ici  au  pôle  P  de  la  corde  de 
contact. 

Le  pôle  de  la  droite  passe  évidemment  par  ce  point; 
donc,  etc.. 

Il  en  résulte  que  si  deux  droites  sont  conjuguées  par 
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rapport  à  deux  coniques  qui  ont  un  double  contact ,  Vune 
d'elles  passe  par  le  pôle  de  la  corde  de  contact. 

33S.  Quand  deux  coniques  ont  un  double  contact,  un 
point  quelconque  de  la  corde  de  contact  a  la  même  polaire 
dans  les  deux  courbes. 

Soit  un  point,  quelconque  M  sur  la  corde  de  contact  AB  ; 
la  polaire  de  ce  point  par  rapport  aux  deux  coniques  pas- 
sera évidemment  par  le  pôle  P  de  la  corde  de  contact, 
intersection  de  deux  tangentes  communes  (fig.  166).  La 
polaire  du  point  M  passera  aussi  par  M',  conjugué  harmo- 
nique du  point  M,  qui  est  le  même  pour  les  deux  courbes , 
et  réciproquement. 

339.  Si  deux  coniques  ont  un  double  contact  et  qu'on  fasse 
passer  par  les  deux  points  de  contact  une  troisième  conique 
quelconque,  les  cordes  qu'elle  intercepte  dans  les  deux  coni- 
ques se  coupent  en  un  même  point  de  la  corde  de  contact. 

Les  trois  coniques  ont  une  corde  commune,  la  corde  de 
contact;  en  vertu  du  théorème  (329),  les  trois  autres 
cordes  se  coupent  en  un  même  point.  Comme  l'une  de  ces 
trois  dernières  droites  est  la  corde  de  contact,  donc,  etc.. 

On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que,  si  deux  coniques  ont 
un  double  contact  et  que,  d'un  point  quelconque  M  dans  leur 
plan,  on  mène  deux  sécantes  passant  par  les  points  de  contact, 
les  cordes  ab,  a'  b'  se  couperont  sur  la  corde  de  contact  AB. 

Si  les  deux  coniques  sont  deux  hi/perboles  ayant  les  mêmes 
asymptotes,  un  angle  dont  les  cotés  sont  parallèles  aux  asymp- 
totes intercepte  dans  les  deux  courbes  des  cordes  parallèles. 

Les  deux  asymptotes  de  l'hyperbole  peuvent  être  consi- 
dérées comme  une  conique;  ce  qui  prouve  que  deux  droites 
parallèles  aux  asymptotes  d'une  hyperbole  interceptent 
dans  la  courbe  et  entre  les  asymptotes  des  cordes  parallèles. 

340.  On  a,  d'après  cela,  une  solution  très-facile  du 
problème  suivant  : 
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Inscrire  dans  vn  angle  donné  une  droite  de  longueur 
donnée  et  qui  passe  par  un  point  donné. 

Soient  AI3,  xVC  les  deux  côtés  de  l'angle  et  M  le  point 
donné  (fig.  1G7).  Par  ce  dernier,  on  mène  des  parallèles 

aux  deux    eôlés    de   l'anarle 

Fig.  1C7.  .  .   ^ 

donné  ;  on  forme  ainsi  un 
parallélogranmie  MDAA'  et 
l'on  décrit  une  hyperbole 
passant  par  le  point  D  e( 
ayant  pour  asymptotes  les 
deux  eôlés  A'B  et  A'M.  On 
prend  ensuite  sur  cette 
courbe,  à  partir  du  point  D, 
une  corde  DK  égale  à  la 
longueur  donnée. 

Par  le  point  E,  on  mène 
EE',  parallèle  à  AC;  la  paral- 
lèle ME'  résout  le  problème. 
»41.  Deux  coniques  ont  un  double  contact.  Par  deux 
points  quelconques  T,  T'  de  Vune ,  on  mène  deux  tangentes 

.RTS,R'T'S'  qui  ren- 
contrent l'autre  coni- 
que chacune  en  deux 
points  R,  S  et  R',  S'. 
1"  Les  deux  cordes 
RR',  SS'  passent  par 
le  point  de  rencontre 
des  deux  droites  AB, 
Tï'  ;  2°  les  deux  au- 
tres cordes  RS',  R'S  rencontrent  la  droite  TT'  en  deux 
points  I,  r  par  lesquels  on  peut  mener  une  conique  tangente 
à  ces  droites  et  ayant  un  double  contact  avec  les  coniques 
proposées. 
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Les  deux  tangentes  RTS,  R'T'S',  menées  à  Tune  des 
deux  coniques,  peuvent  être  considérées  comme  une  coni- 
que ayant  avec  celle-ci  un  double  contact  sur  la  droite  TT'. 

Les  cordes  RR',  SS'  sont  communes  à  ces  deux  coniques 
et  doivent  passer  par  le  point  de  rencontre  0  des  deux 
droites  AB,  TT'  (fig.  168). 

342.  Deux  coniques  C,  C  ont  un  double  contact.  Par 
deux  points  D,  E  de  C  on  mène  à  C  des  tangentes  qui  for- 
ment un  quadrilatère  circonscrit  à  C.  Une  diagonale  de  ce 
quadrilatère  passe  par  le  pôle  de  la  corde  de  contact  des 
deux  coniques  et  par  le  pôle  P'  de  la  corde  DE  relatif  à  C 

On  peut  mener  par  la  corde  de  contact  avec  C  (sommets 
du  quadrilatère  circonscrit)  une  conique  ayant  un  double 
contact  avec  les  deux  coniques  C,  C  et  dont  les  tangentes 
en  ces  points  passent  par  P'. 

Ce  théorème  est  le  corrélatif  du  précédent. 

343.  Phobléme  I.  Mener  par  deux  points  A,  B  une 
conique  qui  ait  un  double  contact  avec  une  conique  donnée, 
et  dont  le  pôle  de  contact  soit  sur  une  droite  donnée  D. 

Par  les  deux  points  A  elB,  on  mènera  des  tangentes  à  la 
conique  donnée.  Les  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit 
rencontrent  la  droite  D  en  deux  points;  chacun  de  ces  points 
est  le  pôlcdccontactd'uneconique  passant  par  les  points  AetB. 

344.  Problème  IL  Décrire  une  conique  tangente  à  deux 
droites  et  ayant  un  double  contact  avec  une  conique  donnée 
C,  de  manière  que  la  corde  de  contact  passe  par  un  point 
donné  P. 

Les  deux  droites  données  coupent  la  conique  Cen  quatre 
points  qui  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  inscrit  dont 
ces  droites  sont  les  diagonales. 

La  droite  qui  joint  le  point  de  rencontre  des  côtés 
opposés  de  ce  quadrilatère  au  point  P  est  la  corde  de  con- 
tact demandée. 
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345.  PnonLRMF.  lïF.  Décrire  uni'  conique  qui  passe  par 
rois  points  A,  R,  C,  et  qui  ait  un  double  contact  acec  une 
unique  donnée  C. 

Par  les  (1(mix  points  A ,  B  menons  des  Uirigenles  à  la 
oni(|iie  domiée;  on  formera  ainsi  un  quadrilatère  dont 
'une  des  diagonales  passera  par  le  pôle  de  contael  des 
leux  coniques.  Menons,  de  même,  par  les  deux  points  A,C 
les  tangentes  à  la  conique  C  ;  les  quatre  diagonales  de  ces 
leux  quadrilatères  se  rencontreront  deux  à  deux  en  quatre 
loints  qui  seront  les  pôles  des  cordes  de  conlacl.  Il  y  a 
luatre  solutions. 

316.  Problème  IV.  Décrire  une  conique  tamjente  à  trois 
' voiles  données  A,  B,  C  f/  qui  ait  un  double  contact  avec 
ne  conique  donnée  C. 

Les  deux  droites  A  et  B  déterminent  dans  la  conique 
loniièe  quatre  cordes  qui  se  coupent  deux  à  deux  en  deux 
oints  dont  l'un  se  trouve  sur  la  corde  de  contact;  de 
iiènie ,  les  deux  droites  A  et  C  déterminent  dans  la  conique 
uatre  cordes  qui  se  coupent  en  deux  points  dont  l'un  se 
rouve  sur  la  corde  de  contact.  Les  quatre  droites  qui 
DÎntlront  ces  deux  points  aux  deux  premiers  seront  quatre 
ordes  de  contael  et  fourniront  ainsi  quatre  solutions. 

347.  Théorème  L  Lorsque  deux  coniques  ont  un  double 
ontact  avec  une  troisième ,  les  cordes  de  contact  et  deux  des 
ordes  d' intersection  concourent  en  un  même  point,  et  for- 
>ient  un  faisceau  harmonique. 

Soit  S  ==  0 

équation  de  la  conique  MCND  (fig.  169). 

eront  les  équations  des  deux  autres  coniques , 

tant  les  équations  des  cordes  de  contact  OC,  OD. 
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On  tire  de  ces  deux  dernières  équations  : 

qui  sont  les  équations 
des  cordes  d'intersec- 
tion OA,  OB;  celles- 
ci  forment  avec  a  et  {3 
un  faisceau  harmoni- 
que et  passent  par  le 
point  (a,  [3)  de  l'in- 
tersection des  deux  cordes  de  contact. 

348.  Théorème  IL  Lorsque  trois  coniques  ont  avec  une 
quatrième  un  double  contact ,  six  des  cordes  d'intersection 
passent  trois  à  trois  par  le  même  point  et  forment  les  côtés 
et  les  diagonales  dan  quadrilatère. 
Soient 

les  équations  de  ces  coniques.  On  a  pour  les  cordes  d'inter- 
section les  trois  équations  : 


a2_j5^  =  0, 


«'  =  0; 


p-r=0, 
|3  -t-  r  =  0 , 

p  H-  r  ==  0, 


y  —  a  =  0, 

r  —  «  =  o, 

^  -V-  a  =  0, 
■y  -f-  a  =  0 . 


ce  qui  donne  : 

«-p  =  o, 

an-  P  =  0, 
a  -t-  (3  =0, 

a  —  p  =0, 

Si,  au  lieu  des  trois  coniques 

on  prend  les  côtés  de  l'hexagone  circonscrit,  chaque 
conique  étant  alors  réduite  à  deux  tangentes,  on  aura  pour 
cordes  d'inierseclion  les  trois  diagonales  qui  doivent, 
d'après  le  théorème  de  Brianchon,  se  couper  en  un  même 
point.  La  diagonale  est  ici  la  droite  qui  joint  un  sommet 
quelconque  de  l'hexagone  à  un  quatrième  sommet. 


S 


0, 
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CHAPITRE    XX. 

DU  CRHCI.E. 

S4».  Soient  a  et  (3  les  coordonnées  du  centre  d'un  cercle 
de  rayon  R,  ()P=ar;,  MP  =  /y  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  circonférence  et  0  l'angle  des  axes  coor- 
donnés, ceux-ci  étant  obliques. 

Le  triangle  CMN  donne  (fig.  170)  : 

MnV  CN'-+-  2MN  X  CNcosâ  =  CM' 

ou     {y  —  pf  -t-  (x  —  a)^  -+-  2  (t/  —  p)  {x  —  a)  cosô  =  R-, 

qui  est  l'équation  la  plus  générale  de  la  circonférence.  On 
voit  qu'elle  contient  trois  constantes  arbitraires  a,  [3  et  R  : 
ce  qui  prouve  qu'on  peut  toujours  assujettir  une  circonfé- 
rence de  cercle  à  trois  conditions  pour  la  déterminer  de 
grandeur  et  de  posilion. 

JMi  développant  cette  équation,  elle  prend  la  forme  : 

y*  -+-  2xî/  cos  9  -+-  x^  —  2  (p  -f-  a  ces  6)  t/  —  2  (a  -t-  p  cos  6)  x 
-t-  a"^  -4-  p*  —  R-  -+-  2ap  COS  6  =  0. 

Les  coefïieients  de  x^  et  de  y'^  sont  égaux  entre  eux  et  à 
l'unité  ;  le  coefïicient  du  rectangle  xy  est  égal  à  deux  fois  le 
cosinus  de  l'angle  des  axes  coordonnés. 

S50.  Réciproquement,  toute  équalion  de  la  forme 
?/*  -f-  X*  -t-  axy  —  by  —  ex  -^-  d  =  0 
peut  représenter  une  circonférence  de    cercle  rapportée  à 
lies  axes  oblicjucs. 

Ln  posant     2cosO  =  a,     S-+-acos9=-i 


C) 


C 


a-t-|3cosô=-    et     a^-+- J5--H  2a|3  cos  9  —  R' =  rf, 
les  deux  équations  deviennent  identiques. 
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L'équation  proposée  pourra  toujours  représenter  une 
circonférence,  si  les  valeurs  de  a,  de  (3  et  de  R,  tirées  de 
ces  équations,  ne  sont  pas  absurdes. 

Fig.  170. 


Soit  YOX  (fig.  171)  Tangle  des  axes  donné  par  l'équation 


cos  ô  =  - 

5 


Prenons  sur  l'axe  des  abscisses  une  longueur  OP  =  |et 
sur  l'axe  des  ordonnées  une  longueur  OQ  =  -^\  il  viendra; 


OA  -f-  AP  =  OP     ou     a  H- 


cos  %  =  —  ■, 
'2 


OB-f-BQ  =  OQ     ou     [B -4- acosâ=--. 

Les  deux  perpendiculaires  élevées  aux  points  P  et  Q  se 
rencontreront  en  un  point  C,  qui  sera  le  centre  de  la  cir- 
conférence cherchée  (fig.  171). 

D'après  cette  construction,  il  n'est  pas  nécessaire,  pour 
avoir  la  position  du  centre  C,  de  calculera  et  (3;  il  suffit 
de  prendre,  avec  des  signes  contraires,  la  moitié  des  coeffi- 
cients de  y  et  de  x,  et  d'élever  aux  points  P  et  Q  des  per- 
pendiculaires qui  se  rencontreront  au  point  C. 


GÉOMÉTIUE  ANALYTIQUE  A  DEUX    DIMENSIONS. 

Les  équations  : 

a  -+-  j3  COS  0 


iOl 


-H  a  COS  e  = 


C 

2'  2 

a^  +  [5*  -+-  2a|3  COS  9  —  R-  =  c/  , 

fournissent  (Kailleurs 

c  -  h  COS  ô  /j  —  c  COS  9 


2sin^e 


2sin^0 


■r  =  ±V 


/h^ 


c*  —  26c  COS  9 


4sin^ô 


-t/. 


Fig.    171. 


Ces  valeurs,  substituées    dans  l'équation   précédente, 

rendraient  celle-ci  iden- 
tique avec  réquation  de 
la  circonférence  :  ce  qui 
prouve  qu'elle  repré- 
sente bien  cette  courbe. 
Si  le  centre  Cesl  situé 
sur  l'axe  des  x,  (3=0; 
s'il  est  situé  sur  l'axe  des 
y,  a  =  0.  Enfin,  s'il  est 
à  l'origine,  on  a,  en  môme 
temps,  a  =  0  et  [3  =  0, 
ce  qui  fournil  les  diffé- 
rentes équations  : 

(x  —  af  H-  t/*  H-  2  (x  —  a.)  y  COS  0  =  R*, 

(y  —  (if  -t-  x^  -+-  2  (»/  —  [3)  X  COS  0  =  R*, 

x^  H-  t/*  -t-  2jrty  COS  9  =  R*. 

Si  les  axes  coordonnés  sont  rectangulaires,  le  triangle 
CMN  (fig.  170)  est  rectangle  et  donne  : 


MN  -f-  CN  =  CM 


ou      [x  —  a)*  -+-(»/  —  (3)*  =  R*, 
26 
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qui  est  l'équalion  de  la  circonférence  de  cercle  par  rapport 
à  des  axes  rectangulaires.  Elle  contient  encore  trois  con- 
stantes arbitraires,  a,  [3  et  R. 
En  la  développant,  il  vient  : 

x""  -+-  tf  —  2aT  —  2pJ/  -+-  a*  -»-  p^  —  R*  =  0. 

Elle  ne  contient  plus  le  rectangle  acî/ ;  les  coefficients 
des  termes  du  2""  degré  sont  encore  égaux  entre  eux  et  à 
l'unité. 

35t.  Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme  : 

ax*  -4-  ay'^  -4-  6x  -+-  Cj/  -+-  rf  =  0 

peut  représenter  une  circonférence  de  cercle. 
Divisant  par  a,  il  viendra  : 

3/    -+-  X*  -4-  -  ?/  H X  -i =0. 

a  a  a 

En  complétant  les  carrés  en  x  et  en  y,  on  a  : 


qui  est  bien  l'équation  d'une  circonférence  de  cercle  dans 
laquelle 

b  c  ,    /T^         ?        d 

«  = ,      13= ,      R=\/  — ^ 

'2a       ^  '2a  V    4a*       4a'       a 

Si  le  centre  est  situé  sur  l'axe  des  x,  (3  =  0;  s'il  est 
situé  sur  l'axe  des  y,  a  =  0;  lorsqu'il  se  trouve  à  l'origine, 
a  =  0  et  (3  =  0.  L'équation  générale  devient  pour  ces  trois 
cas  : 

qui  est  l'équation  la  plus  simple  de  la  circonférence.  Elle 
prouve,  ainsi  que  les  précédentes  : 

1"  Que  celle  courbe  a  tous  ses  points  à  égale  distance  du 
centre  C,  qui  est  ici  l'origine  des  axes  coordonnés. 
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2"  Qu'elle'  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  des  x  et 
iles  y  qui  sont  ici  des  diamètres  de  la  courbe,  et  que  tout 
diamètre  partage  ainsi  la  circonférence  et  le  cercle  en  deux 
)mrties  ér/ales. 

ô°  Qu'un  diamètre  perpendiculaire  à  une  corde,  partage 
cette  corde  et  l'arc  sous-tendu  en  deux  parties  égales. 

Il  vient,  en  effet  : 


y 


=  ±\/R* 


Pour  toute  valeur  de  ac<R,  les  deux  valeurs  de  y  sont 
égales  et  de  signes  contraires. 

4°  La  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quelconque  M 
de  la  circonférence  sur  le  diamètre  AB  est  moymne  propor- 
tionnelle entre  les  deux 
segments  BP,  AP  qu'elle 
détermine  sur  ce  diamètre 
(fig-  172). 
En  effet,  soit 

OP  =  jr, 
BP  =  Rh-  x, 
AP  =  U  — X 

t/^  =  {R-+-x)(R-a;), 

m  =  HP  X  AP, 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Dans  le  triangle  rectangle  BiMP,  on  a  : 

BM  =  /  -+-  (R  -t-  xf 

et,  en  remplaçant  î/^  par  sa  valeur  R^  — x"^  : 


BM  =  2R  {R  -+-  x) ,     RM  =  AB  X  BP. 
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5"  Donc,  la  corde  BM  est  moyenne  proportionnelle  entre 
le  diamètre  entier  AB  et  le  segment  adjacent  BP. 

Les  doux  droiles  AM  et  BM  qui  passent  par  les  extré- 
mités du  diamètre  AB  =  2R  de  la  circonférence  lequel  est 
ici  l'axe  des  x,  ont  pour  équations  : 
i/=w(x-R)     et     î/  =  w'(x-f-R);     d'où     tf^mm'[x^-'^^). 

En  ajoutant  la  condition  que  ces  droites  doivent  se  cou- 
per sur  la  circonférence 

y^  =  R2  _  x\ 

il  viendra  : 

R2  —  ^2  ^^  jj^„j'  ^^2  _  i|2^ .     (l'où     1  -4-  );j»}'  =  0  : 

ce  qui  prouve  que  les  droites  AM,B\1  sont  perpendicu- 
laires entre  elles,  et  que  l'angle  AMB  inscrit  dans  ime  demi- 
circonférence  est  droit. 
35)3.  L'équation 

est  celle  de  la  circonférence  lorsque  le  centre  C  est  situé 

sur  l'axe  des  y.  Les  axes 
coordonnés  étant  rectan- 
gulaires et  l'origine  étant 
au  milieu  0  de  la  corde 
BD  =  !2(:(lig.  175),ona: 


d'où 

y^  -t-  x^  —  Ipy  —  e  =  0 

j  pour  l'équation  de  la  cir- 
conférence (|ui  passe  par 
les  deux  points  B  et  D. 

Les  deux  droites  BM  et 
DM  ont  pour  équations 

y=p[x-\-c),    y  =  p'{x  —  c). 
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I/ai)gle  w  (le  ces  deux  droites  est  : 

P  —  P  -''y 


tS  w 


OU        \"(X>  =  — 


I  -+-  />/>  ?/'  -t-  x"    -  r 

(les  deux  droiles  devant  se  couper  sur  la  circonférence 
((ui  a  pour  équation 

y^  -t-  x^  —  r*  —  'âpy  =  0 , 


il  Nient 


tg  w  =- 

(3 


Donc,  tous   les  angles   inscrits  dans  le  segment  BMD 
sont  égaux  et  valent  la  moitié  de  l'angle  au  centre. 

353.  Heclieielions  les  conditions  de  contact  et  d'inter- 
section (le  (jeux  circonférences. 

Supposons  que  Taxe  des  x  passe  par  les  centres  0  et  C 
(le  ces  courbes. 

Les  axes  coordonnés  étant  rectangulaires,  on  aura  les 
équations  : 

■'  "  +  t/^  =  R'     et     {x  —  a;*  -\-  if  =  r*, 

Fig.   174. 


H  et  /•  étant  les  rayons  de  ces  circonférences  O  et  C,  a  repré- 
sentant la  distance  OC  des  centres  (fig.  174). 
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On  oblicnf,  pnr  soiislraclion,  pour  l'abscisse  OP  =x  de 
la  corde  d'intersection  : 


2« 
et  pour  la  demi-corde  d'intersection  MP  : 


.    /    ,        /  R'  -t-  a* 


Cette  valeur  de  y  nous  apprend  que  deux  circonférences 
ne  peuvent  se  couper  en  plus  de  deux  points. 

Comme  les  valeurs  de  y  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires, il  s'ensuit  que  la  distance  OC  des  centres  est  per- 
pendiculaire à  la  corde  d'intersection  MM',  et  qu'elle  la 
partage  en  deux  parties  égales. 

La  quantité  soumise  au  radical  dans  l'expression  de  // 
qui  précède  étant  la  différence  de  deux  carrés,  on  a  : 

\      _ 

y  =  ±— t/(a-+-R-+-  r)  (a-t-R  — r)(R +  »•  —  «)  (a -f-r  —  R). 

On  peut  toujours  supposer  U  >  r  et  prendre  a  positif  : 
alors,  il  est  évident  que  les  deux  premiers  facteurs  sous  le 
radical  sont  toujours  positifs. 

Il  reste  à  examiner  les  signes  des  deux  autres  facteurs, 
qui  doivent  être  à  la  fois  tous  deux  positifs  ou  négatifs, 
c'est-à-direji  qu'on  doit  avoir  : 

a  <  R  -+-  r     et     a  >  R  —  r. 

Ainsi,  pour  qtie  deux  circonférences  se  coupent,  il  faut  : 
!*•  que  la  distance  des  centres  soit  plus  petite  que  la  somme 
des  rayons;  2°  plus  grande  que  leur  différence.     ■ 

Si  «>R^-reta<R  —  r, 

on  aurait  a  >  R,  a  <  R,  ce  qui  est  absurde. 

L'un  des  deux  derniers  facteurs  du  produit  sous  le 
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radical  élanl  nul,  la  valeur  de  y  est  égale  à  zéro,  c'esl-à- 
dirc,  que  les  deux  cerclesrfe  loucheront.  Si  a  =  R  +  r,  ils 
se  touclieronl  extérieurement,  el  si  a  =  K  —  r,  ils  se  tou- 
cheront intérieurement. 

Il  et»  résulte  que,  si  In  distance  des  centres  est  égale  à  la 
>on)me  des  rayons,  les  deux  cercles  sont  tangents  exté- 
rieurement, et  si  la  distance  des  centres  est  égale  à  la  dilï'é- 
rence  des  rayons,  qu'ils  sont  tangents  intérieurement. 


Tangente  un   cercle. 

354.  Prenons  l'équation  la  plus  simple  de  la  circonfé- 
rence de  cercle 

Soit  y  =  mx  -t-  n 

l'équation  d'une  droite  quelconque,  m  et  n  étant  deux  arbi- 
traires. 

Pour  les  points  d'intersection   de  ces  deux  lignes,  ces 
deux  équations  sont  simultanées,  et  l'on  aura  : 

(I  -f-  m*)  x"  -f-  'Imnx  -v-  n^—  U^  =  O; 


d'où 


mn  ±  »/R*  (1  -+-  m')  —  n' 
I  -f-  m^ 


Pour  exprimer  la  condition  de  tangence  de  la  droite  en 
un  point  quelconque  (oc',  y')  de  la  circonférence,  il  faut  que 
les  deux  points  d'intersection  de  cette  droite  avec  la  courbe 
se  réunissent,  à  la  limite,  en  un  seul,  c'est-à-dire,  que  les 
deux  racines  de  l'équation  soient  égales;  ce  qui  donne, 
pour  déterminer  m  et  w,  les  deux  nouvelles  équations  : 

«»  =  R*  (1  -t-  m')     et    x'^ ^^^• 

\  -+-  m 
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Si  Ton  remplace  n  par  celte  valeur  dans  l'équation 

y  =  mx  -\-  n , 
il  viendra  : 


y  =  mx  -+-  R  \/\  -+-  m^ , 

qui  est  l'équation  de  toutes  les  tangentes  à  une  circonfé- 
rence, puisque  l'arbitraire  m  est  encore  indéterminée. 
En  substituant  la  valeur  de  x'  dans  l'équation 

y'  =  mx'  -+-  n  , 
on  aura  : 


y  = 


1  -+-  m 


et  en  divisant  x'  par  celte  valeur  : 

x'  ,  R' 

m  = ;      d'eu     n  =  — 

1/'  y 

Connaissant  les  valeurs  de  m  et  de  n,  l'équation  de  la 
tangente  sera  : 

x'         R* 
y== x^ ou      yy'  -+-  xx'  =  R*. 

y'       y' 

Il  est  facile  de  prouver  que  la  droite  représentée  par 
cette  dernière  équation  n'a  de  commun  avec  la  circonfé- 
rence que  le  seul  point  (x',  y'). 

Il  suffît,  à  cette  fin,  de  relrancber  le  double  de  cbaque 
membre  de  cette  équation  de  l'expression 

et  de  compléter  ensuite  les  carrés;  ce  qui  donne: 

{y  —  y'f  +  (x  —  x'Y  =  î/2  +  x*  —  R\ 

qui  est  toujours  l'équation  précédente  de  la  tangente,  comme 
il  est  facile  de  s'en  assurer. 


Fig.   175. 
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Celte  équation,  n'élanl  satisfaite  que  pour  le  seul  point 
de  la  courbe  x  =  x',  y  =  ?/',  n'a  que  ce  seul  point  de  com- 
mun avec  la  courbe  et  avec  la  droite  ;  elle  représente  donc 
bien  la  tangente  à  la  circonférence  au  point  {x',  y'). 

355.  Désignons  par  w,  w'  les  angles  que  font  avec  l'axe 

des  X  les  rayons  vec- 
teurs OiVI,  OM'  me- 
nés du  centre  0  du 
cercle  aux  points  de 
rencontre  d'une  sé- 
cante avec  la  circon- 
férence (fig.  175). 

L'équation  de  cette 
sécante 

X  CCS  a  -f-  y  sin  a  =  (? 

devient,  en  remplaçant  a  et  ^  par  leurs  valeurs  tirées  des 
formules 


«  =  -^ (^)» 

(J^Rcosi  («'— w) (2): 

X  cos  i  (w  -f-  w')  -f-  »/  sin  i  (w  -4-  w')  =  R  ces  ^  (co'  —  &.-). 

Si  w'  =  M,  on  a  pour  l'équation  de  la  tangente  à  la  cir- 
conférence : 

X  cos  w  -t-  î/  sin  u  =  R. 

Il  n'y  a  plus,  comme  on  le  voit,  qu'une  seule  variable  co 
pour  représenter  le  point  de  contact. 
On  a  d'ailleurs 

yy'  -f  xx'  =  R* 

pour  la  tangente  à  la  circonférence  en  un  point  (x',y'); 
mais  x'  =  R  cos  m,  i/'  =R  sin  w;  d'où 


X  cos  w  -t-  t/  sin  «  =  R , 
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w  étant  l'angle  que  le  rayon  du  cercle  au  point  de  contact 
fait  avec  l'axe  des  x. 

356.  Cherchons  comment,  par  un  point  M  dont  les 
coordonnées  «et  (3  sont  rectangulaires,  on  peut  mener  une 
tangente  à  la  circonférence  donnée  de  centre  0  et  de  rayon 
R(fig.  176). 

Fig.   176. 


Soient  x',  y'  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la 
tangente  MT  avec  la  circonférence.  On  aura  les  équations  : 

y'^  -+-  x""  =  R\     pij'  H-  ax'  =  R\ 

Le  point  de  contact  (x',  y'),  devant  se  trouver  à  la  fois 
sur  les  deux  lignes  représentées  par  ces  deux  équations,  se 
trouvera  à  leur  intersection  ;  mais,  en  retranchant  la  seconde 
de  ces  équations  de  la  précédente  et  en  complétant  les  car- 
rés, on  obtient  : 


y-i 


-+-     X 


P^ 


équation  d'une  circonférence  ayant  pour  diamètre  la  dis- 
tance OM  et  sur  laquelle  doit  aussi  se  trouver  le  point  de 
contact  de  la  tangente  MT  ;  comme  il  doit  se  trouver  éga- 
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lemont  sur  la  circoniï'ronce  donnée,  il  sera  à  l'inlersecdon 
de  ces  deux  circonférences. 

35'î.  On  |)eut  calculer   direclement    les    coordonnées 
,  y'  du  point  de  contact  lorsque  la  tangente  doit  passer 
par  un  point  donné  (x,  (3). 

On  a,  en  effet,  pour  déterminer  ce  point,  les  équations: 
y"'  -t-  x'^  =  RS     py'  -t-  ax'  =  K\ 
qui  donnent  pour  x'  et  ?/'  les  valeurs 

RV  db  R(3  i/â*  H-  ^^—  R2 


X   = 


a*  H-  (3* 
,  _  R*^  q=  Ra  l/a«-f-p2_R* 

On  voit  que,  par  un  point  extérieur  à  la  circonférence, 
on  peut  toujours  mener  deux  tangentes  puisque,  pour  ce 
point,  «2  -(-  [32  >  l\2  Qi  qu'ainsi  le  radical  a  deux  valeurs 
réelles.  Si  le  point  (a,  (3)  est  situé  sur  la  circonférence,  les 
deux  valeurs  se  réduisent  à  une  seule  :  on  ne  peut  mener 
qu'une  seule  tangente.  Enfin,  si  le  point  est  à  l'iniérieur 
du  cercle,  on  ne  peut,  parce  point,  mener  aucune  tan- 
gente, puisque  le  radical  est  imaginaire  à  cause  de 

a^  +  p'  <  R^ 

Si,  dans  l'équation  de  la  tangente  passant  par  le  point 

(«,  P), 

ax  -\-  py  =  R^ 

on  fait  successivement  3c  =  0,  j/  =  0,  il  viendra  : 

Comme  il  est  facile  de  construire  ces  longueurs  prises 
sur  les  axes  des  y  et  des  x,  on  aura  ainsi  la  droite  AB  qui 
rencontrera  le  cercle  aux  deux  points  de  contact  cherchés. 
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358.  La  normale  à  une  courbe  quelconque  est  la  per- 
pendiculaire à  la  tangente  élevée  au  point  de  contact. 

x',  y'  élant  les  coordonnées  de  ce  point,  l'équation  delà 
normale  est  de  la  forme  : 

.V  —  y'  ^^  "*'  (^  —  ^'r 

La  condition  d'être  perpendiculaire  à  la  tangente  fournit 

la  relation  : 

i  -t-  mm'  =  0. 

Comme  w  =  —  ^,  ainsi  qu'on  l'a  vu  précédemment,  il 

vient  : 

,       y'  y'  y' 

m  ='~;     d  ou      y  —  ?/'  =r  _. (x  —  x  )      et      y  =  -,  x: 

ce  qui  pjouve  que  cette  droite  passe  par  l'origine,  qui  est 
ici  le  centre  de  la  courbe,  et  que  la  tangente  au  cercle  est 
perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon  mené  au  point  de 
contact. 

Axe  radical .  —  Ceittrc  radical. 

350.  On  ap[)elle  puissance  d'un  point  par  rapporta  une 
circonférence  quelconque  0,  le  rectangle  constant  des  seg- 
ments PA  X  PB  situés  sur  la  corde  AB  qui  passe  par  ce 
point. 

On  nomme  axe  radical  de  deux  circonférences  0,  O'  le 
lieu  d'égale  puissance  par  rapport  à  ces  deux  circonférences. 

Soient  .r^,  yi  les  coordonnées  du  point  P,  R  et  R'  les 
rayons  des  circonférences  0,  0'  ((ig.  177),  les  axes  élant 
rectangulaires  et  l'origine  des  coordonnées  au  centre  0. 
L'axe  des  x  étant  dirigé  suivant  la  droite  des  centres 
00'  ==a,  on  aura  : 

PA  X  PB  =  PT'=PT'', 

T,    T'  élant   les   points   de  contact  des  deux  tangentes 
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PT,  PT'  ;  le  licd  clierclié  est  donc  tel  <jue  de  eliacun  de 
ses  poitils  pnilcMl  deux  langenles  égales  aux  deux  circon- 
férences. 

Les  triangles  rectangles  PTO,  PT'O'  donnent  ; 

PT  =  xl  -t-  »/t  -  RS      PT''  =  yl-^  (x,  -  a)»  —  R'^ 

En  égalant  ces  deux  valeurs  ar,^  +  î/,'^  —  R-i  el  y^^-h 
(X|  —  a)-  —  R'^,  on  aura  l'équation  du  lieu  demandé  qui 


est  : 


2:ax,  =  câ  -f-  R-  —  R-  ;     d'où     x,  = 


«       (R-t-R')(R  — R) 


2a 


On  voit  que  ce  lieu  est  une  droite  perpendiculaire  à  la 
droite  des  centres  00',  qui  est  ici  l'axe  des  ac;  que  celte 
droiie  est  plus  rapprochée  de  la  petite  circonférence  que 


de  la  grande;  qu'elle  se  confond  avec  la  corde  d'intersec- 
tion lorsque  les  deux  circonférences  se  coupent,  et  avec  la 
tangente  conuiiune  lorsque  les  deux  cercles  0,  O'sont  tan- 
gents, soit  extérieurement,  soit  intérieurement,  comme  le 
prouve  la  valeur  précédente  de  Xj. 

aeo.  Soient  C,  =  0,  Cg  =  0,  Cj  =  0  les  équations  de 
trois  circonférences  de  cercle  quelconques. 


414  SECONDE    PAUTIE. 

Celles  des  cordes  d'intersection  seront  : 

C,-C2=0,    C— €,  =  0,    C, -C3=0. 

Les  trois  droites  représentées  par  ces  équations  se  cou- 
pent évidemment  en  un  même  point  appelé  centre  radical 
des  trois  cercles. 

Puisque  l'équation  de  l'une  quelconque  de  ces  droites 
est  satisfaite  par  le  point  d'intersection  des  deux  autres,  la 
deuxième  C^  —  C3  =  0  ou 

C— Qh-  (C— C5)  =  0 

est  satisfaite  pour  les  équations  simultanées 

C.-C,  =  0,    C,-C3=0, 

c'est-à-dire,  par  le  point  d'intersection  des  deux  autres 
droites. 

361.  Si,  par  un  point  de  l'axe  radical  de  deux  cercles 
donnés,  avec  un  rayon  égal  à  la  tangente  menée  de  ce  point 
à  l'un  des  deux  cercles,  on  décrit  un  troisième  cercle, 
celui-ci  coupera  orthogonalement  les  deux  autres. 

Cherchons  l'équation  de  ce  troisième  cercle. 

Dirigeons  l'axe  des  y  suivant  l'axe  radical  des  deux 
cercles,  et  représentons  ceux-ci  par  l'équation 

k  étant  indéterminé. 

Prenons  sur  l'axe  radical  un  point  dont  les  coordonnées 
soient  x=Oet?/==A.  En  substituant  ces  valeurs  dans 
l'équation  précédente ,  on  aura  :  /i^  h-  d^  pour  le  carré  du 
rayon  du  cercle;  de  sorte  que  l'équation  de  la  circonférence 
qui  coupe  orthogonalement  deux  cercles  donnés  est  : 

Si  Ton  y  fait  i/  =  0,  il  vient  : 
X  =  db  d. 
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Quel  que  soil  donc  le  point  pris  pour  centre  de  la  cir- 
conl'cri'nce  orlliogonale  sur  Tnxe  radical,  celle  circonférence 
coupera  les  deux  cercles  donnés  aux  mêmes  points,  à  des 
dislances  égales  de  l'origine. 


362.  I.  A  quelle  condition  les  deux  cercles 

r*  -+-  y-  -f-  uij  -4-  6x  -t-  c  =  0,     x^  -+-  y^  +  n'y  -+-  6'x  -t-  c'  =  0 

se  coupenl-ils  à  ongle  droit? 

Si  l'on  joint  les  centres  de  ces  deux  cercles  à  l'un  des 
points  d'irjtersection,  l'angle  compris  entre  ces  deux  rayons 
sera  droit  et  la  dislance  des  centres  des  deux  cercles  sera 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle;  ce  qui  donne,  après 
réduction  : 

aa'  -f-  66'  =  2  (c  -t-  c') 

ponr  la  condition  demandée. 

363.  II.  Trouver  un  cercle  coupant  orlhogonalement  trois 
cercles  donnés. 

On  aura  pour  déterminer  a,  b,  c  trois  équations  ana- 
logues à  celle  qui  précède. 

364.  III.  Chercher  l'angle  w  sous  lequel  deux  cercles  se 
coupent. 

On  a  :  d*=  R^  -+-  r'  —  2Rr  cos  « , 

R,  r  étant  les  rayons  des  deux  cercles  et  d  la  dislance  des 
centres. 

365.  IV.  Si  un  cercle  mobile  rencontre  deux  cercles 
fixes  sous  des  angles  constants,  il  rencontrera  tous  les  cer- 
cles ayant  même  axe  radical  sous  des  angles  constants. 

Soient 

S=0,     S'  =  0 

les  deux  cercles  fixes,  r,  r'  leurs  rayons  et  R  le  rayon  du 
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cercle  variable.  Désignons  par  a,  (3  les  angles  consfants 
sous  lesquels  les  cercles  fixes  sont  cou|)és  par  le  cercle  mo- 
bile. D  étant  la  distance  du  centre  du  cercle  mobile  au 
centre  du  cercle  fixe  S  =  0,  on  a  : 

D'=  R^  -H  r^  -  2Rr  cosa  ;     d'où     D^  -  r^=  R^  -  2Rr  cos«. 

On  peut  poser  S  =  D'^ — r^,  puisque  les  coordonnées 
du  centre  du  cercle  mobile  satisfont  à  cette  relation.  D'ail- 
leurs, D  est  la  distance  du  centre  du  cercle  mobile  au 
centre  du  cercle  fixe  de  rayon  r.  Il  vient  ; 

R^— 2Rj'cosa  =  S     et     R^— !2Rr'cosp  =  S'. 

Soit  le  cercle  A;S  -4-  /S'  =  0  qui  a  même  axe  radical  que 
les  deux  cercles  S,  S',  r"  son  rayon  et  y  Fangle  constant 
sous  lequel  il  est  coupé  par  le  cercle  mobile.  On  obtient 

R'^__  2Rr"  cosr  =  AS  -4-  /S'. 

Il  vient  également  : 

2R/cr  cos  X  -»-  Ir'  cos  |3      A-S  -i-  /S' 

k  -\-  l  k  -\-  l 

Si  l'on  a  : 

kr  cos:x  -4-  Ir'  cos|5 
r"cosr  = : ) ' 

le  cercle  mobile  coupera  le  cercle  AS  -f-  /S'  de  rayon  r" 
sous  l'angle  constant  y. 

Tangentes  coniniuneM  k.  deux  cercles. 

3«6.  Si  nous  plaçons  l'origine  des  axes  rectangulaires 
au  centre  C  de  l'une  des  circonférences  et  si  nous  dirigeons 
l'axe  des  x  suivant  la  ligne  des  centres  CC  (fig.  178),  les 
équations  des  deux  circonférences  sont  : 

x''-*-xf='&^ (I), 

{x  —  af-^-tf=K'^     .     .  .     .     (2). 
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^"'^  --f-^=1       (3) 

m      n  ^'^f 

r('(|iiati()n  crime  droite  quelconque. 

Puisque  les  deux  lignes  représentées  par  les  équations 
(1)  et  (3)  se  coupent,  on  a  : 

(m*  +  /r)  X*—  ^mn'x  -t-  m^  (n*  —  R«)  =  o. 

La  droite  devant  être  tangente  à  la  circonférence  C,  les 
racines  de  l'équation  sont  égales,  ce  qui  donne  : 


n*  =  {m'  +  n')  {n'  —  R*)  ;    d'où    n  = 


Rm 


\/w*— R» 
La  droite  coupe  la  circonférence  C;  il  vient  : 

(m*  -f-  n^)  x'  —  2m  (m*  -4-  am)  x  ^  m^  (a^  -^  n"  —  R'^)  =  0. 

Pour  que  les  racines  de  cette  équation  soient  égales  , 
c'est-à-dire  pour  que  la  droite  soit  tangente  à  la  circonfé- 
rence C,  il  faut  qu'on  ait  : 

(am  -+-  niy={m^  ^  n*)  (a*  -+-  n*  ~  R'«); 

d'où  n  =  --     ^"^ 

y  [oL  —  mf~  R'* 

En  égalant  les  deux  valeurs  de  ti,  on  a  : 

R^      _  __      R* 

R*  ~  (T—  mf  —  R'ï 


w 


».„_!:5L,„        «"R- 


R*—  R^  Rî_R'ï' 

«e  qui  donne  : 

zR 


r 


w  = 


*).  aR 

- m  = 


R-R' 

aR 

R-f^  R' 


87 
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Les  deux  valeurs  correspondantes  de  n  sont 

aR 


V 


l/a^— (K  — K'f 
aR 


]/a'  —  (R  4-  IV f 

Les  premières  valeurs  de  m  et  de  n  répondent  aux  tan- 
gentes externes,  elles  secondes  aux  tangentes  internes;  de 
sorte  que  l'on  a  : 

(R  —  R')  X  ±  l/a''—  (R  -  R')^  .tj  ^  aR 

pour  l'équation  des  deux  tangentes  externes,  et 


(R  +  R')  X  ±  |/a*  -  (R -H  R')*.  y  =  aR 

pour  l'équation  des  deux  tangentes  internes,  le  radical 
devant  être  pris  dans  les  deux  équations  chaque  fois  avec 
le  double  signe  ;  ce  qui  fournit  les  équations  des  quatre 
tangentes  communes  aux  deux  circonférences. 

Les  deux  tangentes  externes  T^,  T't'  se  coupent  en  un 
même  point  F,  situé  sur  la  droite  des  centres,  à  une  dis- 
lance CF  =  ^^'^j^j^v  de  l'origine;  ce  point  F  se  nomme  le 
centre  de  similitude  directe  des  deux  circonférences  données 
C  et  C. 

Les  deux  tangentes  internes  0^',,0'fi  (fig.  178)  se  cou- 
pent en  un  point  F'  sur  la  droite  CC,  qui  est  ici  l'axe  des 
X,  à  une  dislance  CF'  =  ^-^p^;  ce  point  F'  se  nomme  le 
centre  de  similitude  inverse  des  deux  circonférences  C  et  C. 

Si  l'on  joint  directement  et  inversement  les  extrémités 
de  deux  diamètres  parallèles  de  deux  circonférences  C  et  C, 
les  droites  qui  unissent  directement  les  extrémités  de  ces 
diamètres  passent  toutes  par  le  point  F,  centre  de  simili- 
tude directe;  celles  qui  unissent  inversement  ces  mêmes 
extrémités  passent  toutes  par  le  point  F',  centre  de  simili' 
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Inde  inverse  ;  ce  qui  donne  un  moyen  bien  facile  pour 
construire  les  tangentes  communes  cxlernes  cl  les  tangentes 
communes  internes,  lorsqu'on  connaît  le  centre  F  de  simi- 
litude directe  et  le  centre  F'  de  similitude  inverse, 

8e7.  Soient  les  deux  cercles  C,  C  (fig.  178)  donnés  de 
grandeur  et  de  position  et 

(X  -  a)^  -4-  {y  -  PY  =  R^      {X  -  a'Y  -+-  (t/  -  (3')*=  R"" 

leurs  équations,  a,  (3  élantles  coordonnées  du  centre  C,  a',  [3' 
celles  du  centre  C,  R  et  R'  les  rayons  de  ces  cercles. 

Fig.  178. 


L'équation  de  la  tangente  au  cercle  C  est 

xx'  -V-  yy' —  a  (x  -¥-  x')  —  p  {y  -^  y')  +  a*  -+-  |3* —  R*=  0 

ou  (x  —  «)  (X'  _«)-+-  (y  _  p)  (y'  _  p)  =  R«, 

'  ,  y'  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact  T.  On  a, 
en  désignant  par  co  Tangle  que  le  rayon  CT  fait  avec  l'axe 
(les  X  : 

x' — a  =  Rcosco,     y'  —  |3  =  Rsincu. 

En  introduisant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente, 
il  vient  : 

(x  —  a)  CCS  w  -+-  (t/  —  p)  sin  w  =  R 

pour  l'équation  de  la  tangente  au  cercle  C. 
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On  aura  de  même  pour  I  equalion  de  la  tangente  au 
cercle  C  : 

(a;  —  a')  cos  w'  +  (y  —  |3')  sin  w'  =  R'. 

Ces  deux  droites  devant  coïncider,  on  conclut  que 
tg  w  =  tg  w'  ;    d'où    w  =  w'     ou  bien     «  =  1 80°  -h  w. 

11  reste  à  exprimer  que  les  termes  constants  sont  égaux; 
ce  qui  donne  pour  w  =  w'  : 

(«'  — a)  cosw'-f-  (8' —  p)  sin  w' -f-  R  — R'=0 

et,  pour  £0=1 80°  h-  w'  : 

(a'  —  a)  COS  w'  -4-  (J3'  —  S)  sin  w'  -+-  R  -t-  R'  =  0. 

Ces  deux  valeurs  déterminent  :  la  première,  les  valeurs 

de  w'  pourlestangentes  communes  externes,  et  la  seconde 

ces  mêmes  valeurs  pour  les  tangentes  communes  internes. 

Si  Ton  remplace  cos  w'  et  sin  w'  par  leurs  valeurs  ^^^ 
.y'-(i  t-  R 

et  "■  ^— ,  on  aura  : 

{«'-  «)  (^'--  «)  -4-  (P'-  PJ(y'-  P)  -4-  R  (R-  R')  =  o 

et    (a'—  a)  Cic'—  a)  -^  (^'  —  p)  (?/'  —  [3)  H-  R  (R'  -t-  R)  =  0. 

La  première  de  ces  équations  et  celle  du  cercle  C  font 
connaître  les  points  de  contact  T,  T'  des  tangentes  exter- 
nes; la  seconde  et  l'équation  du  même  cercle  déterminent 
les  points  de  contact  0,  0'  des  tangentes  internes. 

Les  cordes  de  contact  00',  TT'  ont  respectivement  pour 
équations  : 

(«'  —  «)  (x  —  «)  -^  ((3'  -  S)  (!/  —  p)  -+-  R  (R  -f-  R')  =  0 , 
(„'_  a)  [x  -  «)  -+-  [p'-  (3)  [y  _  p)  _  R  (R  _  R')  ==  0, 

cette  dernière  étant  la  polaire  du  point  F. 
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De  nièrnc,  la  polaire  de  ce  point  Fdonl  les  coordonnées 
sont  x\  y' ,  par  rapport  au  cercle  C  est 

(X  -  «)  (X'-  «)  -t-  [y  -  p)  [y'  -  p)  =  R'. 

En  rendant  les  seconds  membres  de  ces  équations  égaux 
eten  égalant  les  coefficients  de  x  —  a  et  de  1/  —  (3 ,  puisque 
ces  deux  équations  représentent  toutes  deux  la  même 
droite,  la  polaire  du  point  F,  on  a  : 

(a'-a)R  ,         ^        (,8'-p)R. 


cl  ou 

R  — R' 

En  procédant  de  la  même  manière,  il  vient  pour  les  coor- 
données ac|,  î/i  du  point  F'  : 

aR'-+-«'R  ôR'-t-ô'R 

R  -+-  R'         -^  R  -+-  R' 

Il  est  facile  de  prouver  que  la  droite  qui  passe  par  les 
deux  centres  de  similitude  externe 

ra'R  — aR'    fs'R— SR'-j      ra'R— aR"    p"R  — |5R"-| 
L  R  -  R'        în^K^ J  '    L   R  — R"     '     R-R'~J  ' 

passe  par  le  tioisième 

-«"R'~«'R"    ^"R— ^R" 


L    R'  —  R"     '      R— R"    J ' 


et  que  les  cenires  de  similitude  de  trois  cercles ,  pris  deux 
à  deux,  sont  silués  trois  par  trois  sur  une  même  droite. 

ses.  Chercher  un  cercle  C  langent  à  trois  cercles  donnés 
C,C",C"  (fig.  179). 

Les  équations  de  ces  trois  cercles  donnés  sont  : 

C...  X*  H-  y^=  R^     C"...  {x  —  a'Y  -+-(»/  —  (3')*=  R", 

c"'...(x-av+(!/-rr=R"s 
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l'origine  étant  au  centre  C,  R,  R',  R"  étant  les  rayons  des 
trois  cercles,  et  a! ,  (3',  a",  ^"  les  coordonnées  des  centres 
C",  C".  Si  nous  désignons  par  xi,2/i  les  coordonnées  du 

Fig.  179. 


point  de  contact  de  C  et  de  C,  ce  point  étant  le  centre  de 
similitude  interne  des  deux  cercles  C  et  C,  on  aura  : 


a:i  = 


yi  = 


p  -t-  R  p  -+-  R 

ai,  Pi  étant  les  coordonnées  du  centre  C  et  p  le  rayon  de  ce 
cercle. 
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Les  valeurs 

^i  (p  -+-  R)      .      .v«  (p  -+-  ^) 
R  '^'  R 

(loivenl  salisfiiire  aux  valeurs  de  a^j  et  de  ?/]  de  l'équation 

C  —  C"  =  2p  (R  —  R'). 

Pour  faire  cette  substitution  avec  facilité,  il  est  évident 
(|u'il  sufïit  (le  multiplier  le  premier  membre,  qui  est  du 
premier  degré  en  xj  et  en  y^ ,  par  -^^  et  de  retrancher 
"^^  —  1  fois  le  terme  constant  R'2  —  U^  —  «'2  —  j3'2;  ce 
(|ui  donne  : 

(^^-~)  (C  -  C")  -4-  ^  [a- -^  r  -*-  R*-  R'T  =  2p  (R  -  R') 

(R-+-p)(C'-C")  =  p[(R-RT-«"-(3'*]. 

On  a  de  la  même  manière 

(R  ^  p)  (C-  C")  =  p  [(R  -  R"r-  «"^-  p"^. 

En  éliminant  p  entre  ces  deux  équations  du  premier 
degré  en  ac,,  ?/,,  il  vient  : 

C— C"  C'  —  C" 

a'«^j3'»_(R_R')»""  ;-'»  _t-  p"«  „  (R  _  R")« 

pour  le  lieu  du  point  de  contact  du  cercle  C. 

Ce  lieu  est  une  droite;  de  sorte  que  le  point  de  contact 
cherché  se  trouve  à  l'intersection  de  cette  droite  et  du 
cercle  C.  En  remplaçant  C,  Cet  C"  par  leurs  valeurs,  on 
irouve  pour  l'équation  de  celte  droite  : 

2a'x,  -f-  2,3'.vi  -t-  R"  —  R*  —  a"  —  p'* 
7»'-»-  p"— (R  — R')* 
_  2a"x,  -t-  2p"//, -t-  R"*  -  R* -  a"*-  (3"» 

"~  ^'»+  p"»_-  (R  _  R")« 
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En  ajoutant  l'unité  à  chaque  membre,  il  vient  : 
a^a:i  +  |3'yt-t-R(R-  R)_  c»."x^■^- p"y^-\-  R  (R"  -  R) 

a'Vp'*-(R-R'f  a"^-Hp"2~(R-R7 

Celte  droite  passe  évidemment  par  l'intersection  des 
deux  droites  : 

%'xi  -\-  (3'?/,  +  R  (R'  -  R)  =  0,     a'  'xi  +  p"y,  -+-  R  (R"  -  R)  =  0. 

La  première  de  ces  droites  est  la  polaire,  par  rapport 
au  cercle  C,  du  centre  de  similitude  de  C  et  C"  ;  la  seconde 
droite  est  la  polaire,  par  rapport  au  cercle  C,  du  centre 
de  similitude  de  C  et  C";  de  sorte  que  l'inlerseclion  de 
ces  droites  est  le  pôle,  par  rapport  au  cercle  C,  de  l'axe 
de  similitude  des  trois  cercles  C,  C",  C".  D'oii  cette  règle 
pratique  : 

Chercher  par  rapport  aux  cercles  C,  C",  C"  les  pôles  tt, 
tt',  tv"  d'un  axe  de  similitude;  joindre  ces  points  tt,  tt',  n"  au 
centre  radical  d.  Si  ces  trois  droites  ttQ,  n'ci,  ^"ii  (fîg.  \  79) 
coupent  les  trois  cercles  donnés  C,  C",  C"  chacun  en  deux 
points  :  i,  e;  i',  e';  i",  e",  les  trois  points  i,  i',  i"  appartien- 
nent à  l'un  des  cercles  tangents  aux  trois  cercles  donnés  et 
les  trois  autres  e,  e',  e"  détermineront  le  second  cercle.  Les 
trois  autres  axes  de  similitude  feront  connaître  les  six 
autres  cercles  tangents  aux  trois  cercles  donnés. 

Equation  polaire  du  cercle. 

369.  Soient  0  le  pôle,  OF  la  droite  fixe  passant  par  le 
centre  C  de  la  circonférence  de  rayon  R,  OC  =  d,  M  un 
point  quelconque  de  cette  courbe.  Désignons  par  0M=  p, 
«  =  angle  MOC,les  coordonnées  du  point  M  (fig.  180). 
Le  triangle  obliquangle  MOC  donne  : 

ÔM  -t-  Uc'  -  20M  X  OC  X  cos  w  =  M^* 

et  p'  —  2(/p  cos «  -H  rf*  -  R»=  0. 
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En  résolvant  celte  équation  par  rapport  à  p,  il  vient  : 

p=dcos<^±  v/R»_rf*sin*co. 

Celle  expression  de  p  fail  voir  que   pour  toute  valeur 
positive  de  w,  il  y  a  deux  valeurs  inégales  de  p,OM  et  OM', 

Fig.   180. 
T 


B        F 


qui  sont  réelles  si  d^  sin'-'w  <  R^.  Ces  deux  valeurs  sont 
égales  lorsque  la  sécante  OMM'  devient  tangente;  alors, 
le  radical  s'annule  et  l'on  a  pour  le  rayon  vecteur  : 

p  =  (/  ces  W, 

valeur  fournie  par  le  triangle  OCT  qui  donne  : 

Oï  =  OC  ces  TOC     ou     ç  =  dcosa, 
CT=OCsinTOC     ou     ç  =  ds\n<o. 

En  désignant  par  p',  p"  les  deux  racines  de  l'équation 

P*— 2(/pcosa)-f-  d'—R^=0, 

nii  a  pour  leur  somme  : 

p'  +  p"  =  ^d  cos  a    ou     OM  +  OM'  =  20H, 

CH  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  corde 

MM. 

De  l'égalité  précédente,  on  tire  : 

MM 

=  M'H. 
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Donc,  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  une  corde 
partage  celle-ci  en  deux  parties  égales.  On  a  pour  le  produit 
des  racines 

ce  produit  est  constant  et  reste  le  même  pour  une  autre 
sécante  quelconque  ON'N,  issue  du  point  0.  De  sorte  que 
l'on  a  : 

OMXOM'  =  ONxON', 

comme  on  le  démontre  en  Géométrie. 

Si  le  pôle  0  est  à  l'extrémité  A  du  diamètre  ACB,  d=R 
et  l'équation  précédente  du  cercle  devient  : 

P  =  2R  cos  w , 
équation  très-simple  qui  prouve,  comme  celle  qui  précède, 
qu'à  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  «corres- 
pondent des  valeurs  égales  de  p  ,  et  qu'ainsi  le  diamètre 
partage  le  cercle  et  la  circonférence  en  deux  parties  égales  et 
superposables. 

En  faisant  passer  w  par  tous  les  états  de  grandeur  depuis 
0°  jusqu'à  90",  le  rayon  vecteur  p  passe  lui-même  par 
toutes  les  valeurs  correspondantes  depuis  le  diamètre  2R 
jusqu'à  zéro,  et  le  lieu  décrit  par  le  point  M  est  la  circon- 
férence, c'est-à-dire,  le  lieu  décrit  par  les  sommets  M  de 
tous  les  triangles  rectangles  AMB  qui  ont  même  hypoténuse, 
le  diamètre  AB. 

Enfin,  si  (/  =:  0,  on  a  p  =  R,  comme  cela  doit  être. 

Eacst'cicos. 

870.  I.  Étant  donné  un  cercle  de  rayon  mobile  OM=R, 
de  l'extrémité  M  on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur 
un  diamètre  fixekOB,  et  du  pied  P  on  abaisse  une  seconde 
perpendiculaire  PN  sur  le  rayon  OM.  Chercher  le  lieu  décrit 
par  le  point  N. 


I  _ „....,„.„ ., 

Prenons  le  dianièlre  AOB  pour  droiic  fixe  et  désignons 
par  w  l'angle  que  le  rayon  vecteur  ON  =  p  fait  avec  cette 
droite.  On  ain-a  dans  les  triangles  rectangles  OiNP,  ONQ  et 
OMPCfig.  181): 

P*=0PX0Q; 

mais  OQ  =  pcos«    ci     OP  =  Roos»; 

d'où,  en  substituant  : 

p  =  R  cos*w. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  courbe  est  symétrique  par 

rapport  aux  deux 
diamètres  rectangu- 
laires AOB,  DOE, 
puisque  les  valeurs 
de  p  sont  les  mêmes 
pour  des  arcs  égaux 
et  de  signes  contrai  - 

res  de  m.  Ces  valeurs 

^  de  p  vont  en  dimi- 
nuant dans  le  pre- 
mier elle  quatrième 
quadrans  à  partir 
de  co  =  ±  0°  jus- 
qu'à (o==fc90%  va- 
leur pour  laquelle  p  =  0;  comme  pour  w  =  180"  ±  «,  le 
cosinus  ne  change  pas,  la  courbe  a  la  même  forme  dans 
le  deuxième  et  le  troisième  quadrans.  On  a  donné  à  cette 
courbe  le  nom  de  lemniscate;  elle  a  la  forme  d'un  huit 
renversé.  En  remplaçant  p^  et  cos^w  par  leurs  valeurs  dans 
l'équation 

P*  =  R*cos*«, 

on  trouve  pour  l'équation  de  cette  courbe  en  coordonnées 
ordinaires  : 

(a;'-4-yy=RV. 
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On  peut  d'ailleurs  trouver  cette  équation  directemenide 
la  manière  la  plus  simple. 

Si  Ton  cherche,  d'après  les  procédés  connus,  les  points 
remarquables  de  la  lemniscate ,  on  trouve  qu'elle  présente 
les  points  maximum  donnés  par 

2\/3x  R 


x  =  ±\/-^~^     et     y=± 


27  -^  9 

On  a ,  en  effet,  pour  la  tangente  trigonométrique  de 
l'angle  que  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  courbe 
fait  avec  l'axe  des  x  : 

dy  _  l^x  [2  V^' r"*  —  3 1>^*] 

En  égalant  le  numérateur  de  cette  fraction  à  zéro,  on 
obtient  les  points  qui  précèdent  où  la  courbe  s'élève  à  son 
maximum,  et  en  annulant  le  facteur  V  K^ — V^ac^  =  0,  on  a  : 

x  =  =hR, 

c'est-à-dire  les  points  A  et  B  où  la  tangente  est  perpendi- 
culaire à  l'axe  des  x.  On  voit  d'ailleurs  par  l'équation 

que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  axes,  puisque, 
pour  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  x,  celles 
résultantes  de  y  sont  aussi  égales  et  de  signes  contraires,  et 
réciproquement;  que  les  quatre  branches  de  la  courbe  pas- 
sent par  l'origine,  le  centre  du  cercle,  puisque,  pour  t/  =  0, 
on  a  : 

RV=a;«: 

il  y  a  donc  quatre  valeurs  de  x  qui  sont  nulles. 

371.  II.  Les  cordes  d'intersection  d'un  cercle  fixe  par 
des  cercles  variables  passant  par  deux  points  fixes  se  cou- 
pent toutes  en  un  même  point. 
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Dirigeons  Taxe  des  x  suivant  les  deux  points  fixes  A  et 
B.  Pinçons  lorigine  des  axes  rectangulaires  au  milieu  0  de 
la  droite  AB=2c  (fig.  182).  On  aura  : 

x*-\-  U^  —  ^y  —  c*=0, 
a;*-t- î/'— 2p'?/— c*=0, 

pour  les  équations  de  deux  eereles  de  centres  C  et  C, 
[3,  (3'  étant  les  ordonnées  OC,  OC 

Fig.  182. 


Soit  (x  —  af  -t-  (y  —  hf  =  R* 

l'équation  du  cercle  fixe  0',  a  et  6  étant  les  coordonnées  du 
centre  et  R  le  rayon.  En  combinant  cette  équation  par 
soustraction  avec  les  deux  équations  précédentes,  on  aura 
pour  les  deux  cordes  d'intersection  MN,  M'N'  les  équa- 
tions : 

2ax  -♦-  2(6—  p)t/-f-  R*  — o«— 6«— c*==0, 

2«x  -t-  2  (6  —  J3')  î/  -+-  R»  _  a*  —  6*  —  c'=  0. 

Il  est  évident  que  ces  deux  droites  se  coupent  en  un 
même  point  I  sur  l'axe  des  x. 
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Tous  les  cercles  C,  C,  etc.,  ont  la  droite  AB  pour  axe 
radical. 

S'i^.  III.  Un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  un  cercle 
donné.  Des  extrémités  fixes  X  et  B  de  la  corde  AB,  on 
abaisse  des  perpendiculaires  AH,  BH'  sur  les  côtés  mobiles 
BC,  AC.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  point  M,  intersection 
des  perpendiculaires  AH,  BH'. 


Comme  précédemment  (371),  plaçons  l'origine  des  coor- 
données rectangulaires  au  point  0,  milieu  de  la  corde 
AB  =  2c(fig.  183). 

On  aura  : 

pour  l'équation  de  la  circonférence  circonscrite  au  triangle. 

Soient  x',  y'  les  coordonnées  du  point  C. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  droite  BC  étant— ^„  la 
droite  AH  qui  lui  est  perpendiculaire  aura  pour  équation  : 


X 


y 
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Comme  clic  passe  par  le  lieu,  dont  les  coordonnées  son( 
X,,  ?/i,  il  viendra  : 

x'  -f-  c 

t/,  = _(x,— c)         ....      (1). 

L'équation  de  BII'  est  : 

y=-i^(x,-4-c) ....      (2), 

x'^  -H  y"'  —  Spry'  —  c*  =  0     .     .     .     .     (5). 

Ce  système  de  trois  équations  détermine  le  lieu  ;  des 
deux  premières,  on  lire 

ce  qui  prouve  que  les  trois  hauteurs  du  triangle  se  cou- 
pent en  un  même  point.  Cette  valeur  dea;'  dans  (2)  donne  : 

c'  —  x] 
y'  =  — — ■■ 
2/' 

En  remplaçant  ces  valeurs  de  x'  et  de  y'  dans  Téquation 
on  a  : 

d'où  y]  -+-  x\  -t-  iJ^î/,  —  c*  =  0 

pour  l'équation  du  lieu,  qui  est  un  cercle  égal  et  symétrique 
au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  puisqu'il  a  le  même 
rayon  et  que  leurs  centres  sont  situés  sur  l'axe  des  ordon- 
nées, à  égale  distance  de  l'origine. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  circonférences 
passant  par  deux  des  sommets  d'un  triangle  ABC  et  par  le 
point  de  concours  M  des  hauteurs  sont  égales  à  la  circon- 
férence circonscrite  au  triangle,  comme  on  le  démontre  en 
Géométrie  synthétique. 
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Fig.  184. 


373.  IV.  Un  cercle  de  centre  fixe  et  d'un  rayon  variable 
rencontre  deux  droites  données  AB,  CD  en  R,  S,  R',  S'. 

Chercher  le  lieu  décrit 
D  ^  par  l'intersection  M  des 

perpendiculaires  S  M , 
S 'M  aux  deux  droites 
AB,  CD. 

Si  l'on  prend  les 
deux  droites  données 
pour  axes  coordonnés» 
en  désignant  par  0  l'an- 
gle qu'elles  font  entre 
elles,  on  aura  pour  dé- 
terminer le  lieu  les  deux  équations  des  perpendiculaires 
SM,S'M: 


yi  -4-  a"i  ces  6  —  p  —  a  cose  —  l^R* 
y,  cos  6  -\-  Xi  —  a  —  p  ces  9  —  I/R* 


sin*e  =  0, 


|3*sin*9  =  0. 

En  éliminant  le  rayon  variable  R,  on  trouve,  après 
léduction,  pour  l'équation  du  lieu  : 

c'est,  comme  on  le  voit,  une  hyperbole  équilatère  qui  passe 
par  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  et  qui  a  même 
centre  que  le  cercle. 

374.  V.  Le  centre  d'un  cercle  de  rayon  constant  R  se  meut 
sur  une  droite  donnée  BD.  On  joint  le  centre  mobile  C  à 
un  point  fixe  A  par  la  droite  AMC.  Chercher  le  lieu  décrit 
par  le  point  M,  intersection  de  la  droite  AC  et  du  cercle 
mobile. 

Du  point  A,  abaissons  une  perpendiculaire  AO  ==  b  sur 
la  droite  BD,  les  axes  coordonnés  étant  dirigés  suivant 
BODetOA(fig.  185). 
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On  a,  en  désignant  par  Xi,  y,  les  coordonnées  du  point 
NI,  [)Oiir  réqualion  de  la  droite  AC  : 


0  a 


et  pour  celle  de  la  circonférence  : 

y.  étant  l'abscisse  OC  du  centre  du  cercle. 

Fig.  18». 
Y 


0) 


(2), 


On  trouve  pour  le  lieu  Téquation 


xy  =  {y~bY{K^-f),      x  = 


(y_6)l/H^_y 


y 

l.a  plus  grande  valeur  que  l'on  puisse  donner  à  y  est 

y  =  ±R, 
ce  qui  donne  :  x  =  0. 

Les  valeurs  de  y  allant  en  diminuant  à  partir  de  y  =  R, 
celles  de  x  vont  en  augmentant,  et  pour  y  =  0,  x==oo  ; 
ce  qui  prouve  que  l'axe  des  x  est  l'asymptote  de  la  courbe  : 

38 
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on  donne  à  cette  courbe  le  nom  de  conchoïde.  Son  équa- 
tion est  très-simple  en  coordonnées  polaires. 

Si  nous  plaçons  le  pôle  en  A ,  en  prenant  l'axe  des  y 
pour  la  droite  fixe,  co  étant  l'angle  que  le  rayon  vecteur 
AM  ou  AM'  fait  avec  celle-ci,  on  aura  : 

b 


AC  = 


CCS  w 


suivant  qu'on  voudra  obtenir  le  point  M  ou  le  point  M' 
situé  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la  droite  BOD,  il  viendra  : 

6 

P 


dbR. 


COSW 

Cette  courbe,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  dit  (223),  possède, 
comme  les  coniques,  un  foyer  qui  est  situé  sur  son  axe  de 
symétrie,  au  point  A. 

375.  VI.  Une  droite  AB,  de  longueur  constante,  se  meut 
de  manière  que  ses  extrémités  s  appuient,  la  première  A  sur 
une  circonférence  de  cercle  de  rayon  R  donné  et  la  seconde 
B  sur  une  droite  CBX  passant  par  le  centre  du  cercle. 
Chercher  le  lieu  décrit  par  un  point  quelconque  M  pris  sur 
cette  droite, 

Fig.    186. 
Y 


Plaçons    l'origine    des   coordonnées   rectangulaires  au 
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{•(■nue  du  cercle,  el  désignons  par  x,,  /y,  les  coordoniHl'es 
du  point  M. 

Posons  AB  =  /,  BM  =  a,  OQ  =  a;',  ÂQ=  y'  (fig.  186). 

Les  triangles  rectangles  semblables  BMP,  BAQ,  ainsi 
tjue  AI>I,  BPM  donnent  : 

y':yi  =  l:a (1), 

ij'  —  yr.Xt  —  x'  -=  ?/i  :  ^«*  —  !/î    •     •     •     ('^l- 

Kn  y  ajoutant  l'équation  du  cercle  : 

y'^  -+-  x"  =  R^ 

on  obtient  pour  l'équation  du  lieu  : 


(5), 


X,  = 


(/  -  a)  Va"-  —  y]  -+-  V a^K^  -  l*y] 


Si  Ion  y  fait  »/  •=  0,  on  a  : 

X  =  d=  R  d::  (/  —  a). 

La  valeur  de  x  est  innaginaire  lorsque  y  >  -^-  ou  >  a. 
37».  VIL  Chercher  le  lieu  des  points  réciproques  d'une 

Fis.    187. 


circonférence  de  cercle  0'  de  rayon  i",  par  rapport  à  une 
circonférence  0  de  rayon  R. 
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Plaçons  l'origine  des  axes  rectangulaires  au  centre  0  et 
dirigeons  Taxe  des  x  suivant  la  droite  00'. 

Les  triangles  semblables  OMP,OIVQ  (fig.  187)  donnent  : 

yr-y'==xr-x' (1), 

X),  iji  étant  les  coordonnées  du  point  M  du  lieu  et  x',  y' 
celles   du  point  N  appartenant  au  cercle  0'  dont  l'équa- 

lion  est 

y^-+-(x'-«r  =  r^ (2), 

a  représentant  la  distance  des  centres.  Mais,  les  points  M 
et  N  étant  réciproques,  la  polaire  du  point  N  doit  passer 
par  M;  la  polaire  du  point  N  est  la  corde  de  contact  T'  T" 
qui  passe  aussi  par  JVT.  On  a  donc  : 

XiX'  -+-  y^y'  =  R^ (3). 

Au  moyen  de  ces  trois  équations,  on  trouve  pour  le 

lieu  : 

2aR-x,  R* 

9  2 

Vt  -+-  ^î  -  1 i-=  -, i' 

ar  —  r         f-  —  a 

qui  est  un  cercle  dont  le  centre  se  trouve  sur  la  droite  des 
centres  00'.  On  a,  en  effet: 

Pour  obtenir  le  centre  0"  de  ce  cercle,  il  faut,  du  centre 

O,  mener  la  tangente  OT  au  cercle  0' et  chercher  la  polaire 

AA'  du  point  T  ;  celte  polaire   rencontre  la   droite    des 

centres  au  point  0"  qui  est  le  centre  du  cercle.  En  effet , 

on  trouve  : 

R2  ^  OD  X  OT. 

Les  deux  triangles  rectangles  ODO",  OO'T  donnent: 

00'  X  01)         aR^ 


00":  00'  =  01):  OT;     d'où     00"  = 


OT 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.       457 


En  désigruint  le  rayon  du  cercle  0"  p.ir  p,  on  n  : 


on  v()i(  (|ue  ce  rayon  esl.  proporlionnel  au  rappori  ^^  . 
aîî.  Vm.  Étant  donné  un  cercle  de  diamètre  A\i=  2H, 
Fig.  ,j{j{  à    Cexlrèmilé    B    on 

mène  une  tangente,  et 
au  point  A  une  sé- 
cante (juelconfjue  AIT. 
On  porte  sur  celle-ci , 
à  partir  du  point  A, 
une  loncjneur k^=Vï , 
On  demande  le  Heu 
du  point  M. 
X  L'origine  des  axes 
reclangulaires  élant  en 
A  et  Taxe  des  x  dirigé 
suivant  AB  (lig.  188), 
soient  A  M  =  IT  et 
.Tf),?/,  les  coordonnées 
du  point  M. 
On  a  : 

AP  =  BH  =  X,     et     \\\=  (:2R  —  a-,)  a-,. 

Les  deux  triangles  rectangles  semblables  AMP,  AIH 
donnent 

d'où 


.r,  :  y^  =  2R  —  x,  :  l^x,  (2R 


!/■ 


^    2R  — X, 


telle  est  l'équation  de  la  cissoïde.  Cette  courbe  est  formée 
de  deux  branches  symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  ac; 
comme  elle  n'a  aucun  point  dans  le  sens  des  x  négatifs, 
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les  valeurs  de  y  grandissent  avec  celles  de  x.  Au  fur  et  à 
mesure  que  la  valeur  de  x  se  rapproche  du  diamètre 
AB  =  2R,  les  valeurs  des  ordonnées  deviennent  de  plus 
en  plus  grandes,  et  pour  x  ==■  2R,  ?/  =  oo  . 

Donc,  la  tangente  en  B  est  une  asymptote  aux  deux 
branches  de  la  courbe. 

Si  l'on  place  le  pôle  au  point  A  et  qu"on  prenne  le  dia- 
mètre AB  pour  la  droite  fixe,  w  el  p  désignant  les  coor- 
données polaires  du  point  M,  on  trouve  pour  l'équation 

polaire  de  la  cissoïde: 

p  =  2R  tg  w  sin  a. 

Cette  courbe  est  due  à  Diodes  qui  l'a  trouvée  pour 
résoudre  le  problème  de  la  duplication  du  cube  si  fameux 
chez  les  anciens. 

aïS.  IX.  Deux  droites  OX,  OY  se  coupent  à  angle  droit. 
Sur  la  seconde  se  meut  le  centre  C  d'un  cercle  de  rayon 

variable  OC.  Chercher 
le  lieu  décrit  par  le 
point  de  rencontre  de 
cette  circonférence  avec 
une  droite  passant  par 
le  centre  C  de  ce  cercle 
et  par  un  point  fixe  A 
situé  sur  la  droite  OX. 
Prenons  les  deux 
droites  rectangulaires 
OX,  OY  pour  axes 
coordonnés ,  et  soit 
OA  =  a  (fig.  189). 
L'équation  de  la  cir- 
conférence ayant  son  centre  situé  sur  l'axe  des  y  et  dont 
le  rayon  OC  =  (3  est  : 

a:?-i-yî-2j3»/,  =  0 (I). 

Xi,  y^  étant  les  coordonnées  du  lieu. 
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On  obtient  pour  1  équation  de  la  droite  AC  : 


--  -4-  —  =  1 

a        S 
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(2). 


En  substituant  la  valeur  de  [3  tiréede  l'équation  (2)dans  (I  ); 
on  a  l'équation  :  / 

^     a  -\-  Xi 

qui  est  celle  de  la  strophoïde  (fig.  189).  Cette  courbe, 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x,  a  évidemment  une 
asymptote,  parallèle  à  l'axe  des  y  à  une  distance  x,  =  —  a 
(le  l'origine.  Pourx  =  |(l/5  —  l),  la  valeur  de  y  s'élève 
;i  son  maximum  ;  c'est,  comme  on  le  voit,  le  côté  du  déca- 
jïone  inscrit  dans  le  cercle  de  rayon  a. 

Sî».  X.  Chercher  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
nhaissées  d'un  point  A  sur  les  tamjentes  à  une  circonférence 
donnée.  Pi^   ,^0. 


On  peut  toujours  prendre  le  point  A  pour  origine  des 
coordonnées  rectangulaires;  faire  passer  l'axe  des  x  par  ce 
point  et  par  le  centre  de  la  circonférence  de  rayon  R 
(fig.  190). 
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De  sorte  que  l'équation  de  celle-ci  sera 

y^-^{x  —  af  =  R\ 

a  étant  égal  à  AC. 

ac',  y'  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la 
tangente  MT  et  Xj,  iji  celles  du  lieu,  on  aura  : 

M'  -+-  (^1  —  a)  (x'  —  a)  =  R^      .      .      .      (1), 

et  yy  =  -^ — ^i    ......     (2), 

X  —  a 

pour  l'équation  de  la  tangente  MT  et  celle  de  la  perpen- 
diculaire AM. 

II  vient  pour  l'équation  de  la  circonférence  en  x',  y'  : 

y""  -+-  (x'  —  a)*  =  R* (5). 

Si  Ton  substitue  dans  cette  dernière  équation  les  valeurs 
de  X  et  de  y' ,  tirées  des  deux  premières,  on  obtiendra  : 

K'{y\+x'^  =  [y\-y-x,{x,-a)f 

pour  l'équation  du  lieu. 

En  la  résolvant  par  rapport  à  i/,  on  a  : 


,=W- 


1x{x  -  a)        \ 


-  i/[R^-2x(a;-a)7-»-4ar*[x-(a-R)][RH 

Des  quatre  valeurs  de  y  fournies  par  cette  équation , 
deux  seulement  seront  réelles  pour  des  valeurs  de  x>  a.  —  R 
et  <a  -f-  R.  Pour  x  =  a  —  R,  on  a 

•/  =±l/2^     et    3/=0. 

Lorsqu'on  ax  =  a-f-R,  î/=0. 

Pour  des  valeurs  de  x  >  a  h-  R,  celles  de  y  deviennent  ' 
imaginaires.  Pour  des  valeurs  de  x  >  0  et  de  x  <  a  —  R,  ' 
les  quatre  valeurs  de  y  sont  réelles:  1°  celles  qu'on  obtient 


GÉOMÉTIUE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMEiNSIONS.       4il 

(Il  prenant  le  second  radical  avec  le  signe  h-,  à  savoir  : 

/R*_2a;(x— a)        ï 
=±  y/ _: ^  -+-  _  ^[R*-2x  (a; -  «)]*  -  4x*  (a  -  R  -  x)  (R  -+-«-  x) 

el  qui  appartiennent  aux  deux  branches  symétriques  DPA, 
DP'A;  2"  celles  qu'on  obtient  en  prenant  le  signe  — ,  et 
(|iron  pourrait  nommer  les  petites  valeurs  de  y,  à  savoir  : 


=± 


y -  —  -  |,/[R*-2x(x-a)]*-4x'(a-R-x)(R-+-a-x). 

Ces  ordonnées  égales  et  de  signes  contraires  appartien- 
nent à  la  branche  BQA  et  à  sa  symétrique  BQ'A.  Si  l'on 
change  x  en  —  x,  les  valeurs  de  y  du  second  radical  res- 
teront  réelles  depuis  x=  0  jusqu  à  x  =  —'  dans  le  sens 
des  X  négatifs. 

Si  l'on  cherche  les  points  de  la  courbe  susceptibles  de 
maximum,  on  trouve,  après  les  calculs  et  les  réductions  : 


4a^  —  R^  ±  U  l/R* 

x= 


8a 

le  signe  supérieur  se  rapportant  à  la  grande  branche  DPA , 
el  le  signe  inférieur  à  la  branche  BQA. 
En  annulant  le  facteur 

[R^  —  2x  (x  -  a)p  -f-  4x^  [R*  _  (x  —  af], 

qui  se  trouve  au  dénominateur  du  coefficient  angulaire^ 

(le  la  tangente,  on  obtient  : 

R 

en  ce  point,  la  tangente  à  la  courbe  est  perpendiculaire  à 
l'axe  des  x.  On  a  déjà  vu  que  la  parallèle  x  =  a  -f-  R  est 
aussi  tangente  à  celle-ci,  puisque  les  deux  valeurs  de  y  qui 
sont  nulles  sont  égales  et  de  signes  contraires;  d'ailleurs, 
la  circonférence  et  la  courbe  sont  tangentes  en  ce  point. 
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Fig.    191. 


L'équation  de  cette  courbe  en  coordonnées  polaires  est 
très-simple.  Prenons  le  point  A,  l'origine,  pour  le  pôle,  et 
l'axe  des  x  pour  la  droite  fixe. 

En  faisant 

X  =  p  cosw     et     y  =  p  sin  u 

dans  l'équation  précédente  ,  elle  devient 
p  =  a  cos  03  -f-  R  , 

w  étant  l'angle  que  le  rayon  vecteur  p  fait  avec  la  droite 
fixe.  On  voit  que  cette  courbe  est  celle  connue  sous  le  nom 
de  limaçon  de  Pascal. 

380.  XI.  Les  deux  côtés  BT  =  a,  BN  =  b  d'un  parai- 
lélogramme  sont  constants.  Le  sommet  T  doit  se  mouvoir 
sur  la  perpendiculaire  AT  À  l'extrémité  du  rayon  GA  =R 

du  cercle  C ,  et  le 
sommet  B  sur  la 
circonférence  de  ce 
cercle,  le  côté  TM 
devant  être  con- 
stamment égal  et 
parallèle  au  côté 
BN.  On  demande 
le  lieu  décrit  par  le 
quatrième  sommet 
M  de  ce  parallélo- 
gramme mobile. 
Soient  x,  y'  les  coordonnées  du  point  B,  x,\,  ?/,,  celles 

du  point  M.  Posons 

AT=.v"; 
on  a  pour  l'équation  de  la  circonférence, 

y"^  -+- x'^  -  2Rx' =  0 (1). 

Les  deux  triangles    semblables    CBQ,   TMH    donnent 

(fig.  19i)  R:y'  =  h:y"-y, (2), 

R:R-  a;'=6:a:, (5). 
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On  a  dans  le  triangle  rectangle  TKB  : 

[ij"  -  y'Y  ^x"  =  a' (4). 

Après  élimination  des  variables  y',  x',  y",  on  trouve  pour 
équation  du  lieu  : 

[Inj,  -f-  {h  —  R)  \/h'  --  ccff  -f-  R*  (h  —  x^f  =  a'Ir. 

Cette  courbe  est  du  quatrième  degré  ;  c'est  une  espèce 
le  lemniscate  que  devrait  décrire  l'extrémité  du  piston 
ippliqué  RU  parallélogramme  de  Watt. 

3»!.  XII.  Étant  donnée  une  circonférence  de  rayon  R, 
m  trace  deux  diamètres  AD ,  OC  perpendiculaires  entre 
rux.  Par  l'extrémité  A  de  l'un  d'eux,  on  mène  une  sécante 
variable  AB  qui  coupe  l'autre  diamètre  en  un  point  R.  Par 
'e  point,  on  élève  une  perpendiculaire  à  cette  sécante,  et  du 
noint  l^,  où  la  sécante  rencontre  le  cercle,  on  abaisse  une 
perpendiculaire  sur  le  second  diamètre.  On  demande  le 
Ueu  décrit  par  le  point  de  rencontre  M  de  ces  deux  perpen- 
iiculaires. 

Fig.  192. 
Y 


Prenons  AD  pour  axe  des  y  et  OC  pour  axe  des  x 
(fig.  192). 
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Dans  le  triangle  rectangle  MRB,  on  a: 

RP'=BP.î/ (Ij 

De  même,  le  triangle  ABD  donne  : 

a;^=AIXlD     ou     x' =  (R -4- BP)  (R  —  BP), 

c'est-à-dire, 

a;*  =  R^  -  BP  ' (2) 

Dans  les  triangles  semblables  AOR  et  BPR,  il  vient  1; 
proportion  : 

R:a;-RP  =  BP:RP     ou     BP  .  x-BP  x  RP  =  R  x  RP  (5) 

Remplaçant,  dans  l'équation  (3),  BP  par  sa  valeur  tiré» 
de  (1),  on  obtient  : 

HP  .  X       RP'  _» 

=  —  -4-RxRP,     RP.x  — RP=- R.î/.     li] 

y         y 

Si  l'on  substitue  également  dans  (2),  on  trouve 


a;y  =  î/R*— RP;    d'où    RP  =  l^V  (R' -  «')• 
Remplaçant  RP  dans  (4),  on  a  : 


X  V  y'  (R^  —  x"')  —  y  V^R'  —  x'  =  R  .  ?/ 
et  X*  -+-  {xf  —  R'^  —  4R  .y)  x'  -+-  4R^î/  =  0; 

1 ^j  db  f  1  —  2  X  —    VK'  —  x\ 

On  voit  que  cette  courbe,  qui  passe  par  l'origine,  ej 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  y;  qu'elle  devient  imsi 
ginaire  pour  toute  valeur  de  as  >  R,  et  que,  pour  x  =  0, 
est  infini;  ce  qui  prouve  que  l'axe  des  ordonnées  est  asyni| 
tote  de  cette  courbe,  qui  est  tangente  à  l'axe  des  x  à  l'or 
ffine. 
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Kacft'Ctcea. 


\.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  pro- 
luits  des  carres  des  distances  de  chacun  d'eux  à  n  points 
tonnés,  par  des  quantités  constantes  m',  m",  m"'...  soit 
'.gale  à  une  quantité  donnée. 

II.  Chercher  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des 
iistances  de  chacun  d'eux  à  deux  droites  et ,  en  général,  à 
)lusiem^s  droites  données,  soit  constante. 

III.  Sur  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY  on  con- 
itruit  un  rectangle  variable  OABC  agant  un  périmètre 
loniié  2a  :  la  perpendiculaire  menée  du  sommet  C  sur  la 
iiagonale  AB  passe  par  un  point  fixe. 

IV.  D'un  point  fixe  P  on  mène  des  tangentes  aux  cercles 
jui  passent  par  deux  points  donnés  :  trouver  le  lieu  du 
wint  oii  la  corde  des  contacts  rencontre  le  diamètre  qui 
msse  par  le  point  P. 

V.  Les  circonférences  décrites  sur  les  trois  diagonales 
l'un  quadrilatère  complet ,  comme  diamètres,  ont  deux  à 
ieux  même  axe  radical. 

VI.  Chercher  te  lieu  du  point  tel  que  tes  cordes  de  con- 
lact  des  tangentes  menées  de  ce  point  à  trois  cercles  donnés 
ie  coupent  en  un  même  point. 

VII.  Etant  donnés  divers  cercles  qui, pris  deux  à  deux, 
admettent  le  même  axe  radical,  si  un  cercle  variable  coupe 
ieux  de  ces  cercles  sous  des  angles  constants,  il  coupera 
'fjalement  chacun  des  autres  cercles  sous  un  angle  constant. 

VIII.  Étant  donnés  une  circonférence  et  un  point  P,  un 
mgle  droit  tourne  autour  de  son  sommet  placé  en  P. 
Trouver  te  lieu  du  point  de  concours  des  tangentes  menées 
à  la  circonférence,  aux  points  de  rencontre  avec  les  côtés  de 
''angle. 
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CHAPITRE    XXI. 

DE    L'RLLIPISE. 

38».  Nous  avons  vu  (197)  que  Téquanon  de  l'ellipse 
rapportée  à  son  centre  0  et  à  ses  axes  de  synnétrie,  pris 
pour  axes  coordonnés,  est  : 

M/  -H  Nx*  =  F', 

la  quantité  F'  étant  positive;   car,  si  elle  était  négative, 
l'équation 

Mif  -^  Nx-  =  —  F' 

serait  absurde,  et  ne  pourrait  représenter  aucun  point  réel, 
en  admettant  que  M  et  N  soient  aussi  positifs. 

Si,  dans  la   première  équation,  on  fait  sucessivement 
y  =  0  etx=0,  pour  avoir  les  points  où  la  courbe  ren- 
contre l'axe  des  x  et  celui  des  y,  il  viendra: 
Nx'  =  F'     et     My^  =  F'. 

Si  l'on  représente  ces  valeurs  de  x  el  de  y  para  et  par 
6,  on  aura  : 

*.      F'  F' 

et  l'équation  homogène  de  l'ellipse  deviendra,  en  divisant 
par  F'  : 

Ir       a^ 

2a  et  26   étant  les  longueurs  de  ses  axes  de  syniéirie, 
AOA'  =  2a,  BOB'  =  26  (fig.  193). 

En  chassant  les  dénominateurs,  il  vient  : 

qui  est  aussi  la  forme  de  l'équation  de  l'ellipse  dont  on 
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fait  souvent  usage.  En  la  résolvant  par  rapport  à  y,  on 

obtient  : 

b, 

y  =  ±:~V  a^  —  a;*. 
a 

On  voit  qu'à  une  valeur  positive  ou  négative  de  x  plus 
petite  que  OA  =  a  correspondent  toujours  deux  valeurs 
Fig.  193.  égales  et  de  signes 

contraires  dei/;ce 
qui  prouve  que 
l'axe  des  acAOA' 
partage  la  courbe 
et  toutes  les  cor- 
Y  des  MM',  NN', 
qui  lui  sont  per- 
pendiculaires, en 
deux  parties  égales 
et  superposa  blés 
(fig.  193). 
En  résolvant  de  même  l'équation  par  rapport  à  x,  on  a  : 

a ,  / 

b  '' 

Pour  toute  valeur  de  //  <  6,  il  y  a  aussi  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  de  x.  Donc,  l'axe  des  ordon- 
nées partage  aussi  la  courbe  et  les  cordes  qui  lui  sont  per- 
pendiculaires en  deux  parties  égales  et  superposables. 

A  mesure  que  jc  augmente  depuis  0  jusqu'à  a,  les  valeurs 
(le  y ,  en  restant  toujours  égales  et  de  signes  contraires, 
diminuent  depuis  ±  6  jusqu'à  zéro. 

Pour  tout  point  qui  se  trouve  sur  l'ellipse,  le  trinôme 
6^x2  —  a^fcs  egj  nul.  Pour  tout  point  pris  en 
dehors,  il  est  positif,  puisque  pour  une  même  abscisse  x,  la 
valeur  de  l'ordonnée  correspondante  est  plus  grande  pour 


ahf 
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un  point  en  dehors  de  la  courbe  que  pour  un  point  pris 
sur  celle-ci;  pour  tout  point  qui  se  trouve  à  Tintérieur  de 
l'ellipse,  le  trinôme  a^?/2  _|_  yi^'^  —  ^2^2  est  négatif. 

383.  Cherchons  le  plus  grand  et  le  plus  petit  de  tous 
les  diamètres  de  l'ellipse. 

On  a  pour  la  distance  OM  du  centre  de  l'ellipse  à  un 
point  quelconque  de  la  courbe  : 


et,  en  remplaçant  y^  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de 
celle-ci  : 


m=\/i 


0M  =  \/  //  +  (— -^')x^ 


Si  2fl  est  le  grand  axe  et  26  le  petit,  a  est  toujours 
plus  grand  que  b  ;  la  quantité  «^  —  6^  est  toujours  positive. 
Comme  x^=a  est  la  plus  grande  valeur  que  l'on  puisse 
donner  à  ac,  il  s'ensuit  que  la  plus  grande  valeur  de  OM 
répond  à  x  =  o,  ce  qui  donne 

OM  =  a; 
donc,  le  plus  grand  de  tous  les  diamètres  est  le  grand  axe 
A'OA  =  2fl. 

La  valeur  minimum  de  OM  correspond  évidemment  à 
X  =  0  ;  ce  qui  fournit  pour  la  plus  petite  valeur  du  radical  : 
OM  =  b. 

Donc,  le  petit  axe  BOB'  est  le  plus  petit  de  tous  les 
diamètres. 

Construction  de  l'ellipse. 

384.  Cherchons  à  quelles  conditions  un  point  M,  pris 
dans  un  plan,  décrit  une  ellipse. 

Supposons  que  ce  point  M  soit  situé  sur  une  droite  mo- 
bile AB  de  longueur  constante  a  -h-  b  dont  les  extrémités 
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\  et  B  glissent  sur  deux  droites  rectajigulaircs  OX  et  OY 
(fig.  194). 
Soient 

OP  =  X, ,     MP  =  y, ,     BM  =  a,     AM  =  6. 

Lesu*iangles  rectangles  semblables  BMQ,  AMP  donnent: 


h  a 

<]ui  est  l'équation  d'une  ellipse  dont  2rt  et  26  sont  les  axes. 

Fig.  194. 


MV^..il 

B 

M 

/^               R' 

/ 

X'            A"                 P'       \  0 

/" 

P              A                   X 

H 
Y' 

I 

De  là  résulte  la  construction  suivante  : 

Premier  procédé.  D'un  poin  t  B  pris  sur  l'axe  OY,  et  avec  une 
ouverture  de  compas  égale  «  a  -i-  b,  on  décrit  une  circonfé- 
rence qui  coupe  l'axe  OX  en  deux  points  A  et  A'.  A  partir 
du  point  B,  on  prend  sur  les  droites  BA  et  BA'  des  lon- 
gueurs BM  etBM'=a  :  les  points  M  et  M'  sont  évidemment 
des  points  de  l'ellipse,  coîmne  le  prouve  l'équation  précédente. 

On  voit  donc  que  tout  point  pris  sur  une  droite  mobile, 
de  longueur  constante,  dont  les  extrémités  se  meuvent  sur 
les  dexix  côtés  d'un  angle  droit,  décrit  une  ellipse]  ayant 
mur  demi-axes  les  deux  segments  de  cette  droite. 
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385.  Deuxième  procédé.  Par  un  point  H  pris  sur  Taxe 
YOY',  menons  la  droite  HR  =  a  —  6,  et  prolongeons  cette 
droite  d'une  longueur  RM  =  6  (fig.  194);  de  sorte  que 
HM  ==  a.  Soient  MP  =  y,,  OP  =  HI  =  ar^.  Les  triangles 
rectangles  MIII,  MRP  étant  semblables,  il  vient  : 


MP        MI 

Vi 

—  — 

ou 

MR       M  H 

6 

y'a^  -  xf 


ce  qui  prouve  que  le  point  M  appartient  à  l'ellipse  dont  a  et 
6  sont  les  denn'-axes. 

Donc,  si  du  point  H  comme  centre  et  avec  a  —  b  pour 
rayon ,  on  décrit  une  circonférence ,  celle-ci  coupera  l'axe 
XOX'  en  deux  points  R,  R'.  5/  l'on  prolonge  la  droite  HR 
d'une  longueur  RM  =b,  le  point  M  appartiendra  à  Cellipse. 

386.  Troisième  procédé.  Traçons  un  cercle  sur  le  grand 
axe  AOA'  =2a  de  l'ellipse  comme  diamètre  (fig.  195). 

Fig.  193. 


Cette  corde  ayant  même  centre,  pris  pour  origine,  que 
'ellipse,  aura  pour  équation  : 

Y  =  l/a*  —  x\ 
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Celle  de  l'ellipse  est  : 


V  =  -  l/a*  -  a:*. 
^       a 

Pour  une  même  abscisse  x  =  OP,  on  a  la  proportion 

c'csi-à-dire,  que  l'ordonnée  de  l'ellipse  est  à  celle  du  cercle 
comme  le  petit  axe  est  au  grand. 

D'où  résulte  la  construction  suivante  : 

Du  centre  O,  avec  le  grand  axe  et  le  petit  axe  comme 
diamètres,  on  décrit  deux  circonférences.  On  trace  un  rayon 
quelconque  ON  de  la  grande.  Au  point  I  oii  elle  rencontre 
la  petite,  on  mène  une  parallèle  à  l'axe  des  x  :  celle-ci  ren- 
contre l'ordonnée  NP  au  point  M  qui  appartient  à  l'ellipse. 
On  a,  en  clTet,  dans  le  triangle  NOP,  à  cause  delà  parallèle 
IM,  la  proportion 

MP       CI  y       b 

NP^ÔN      ""      Y^â* 

On  aura,  par  cette  construction,  autant  de  points  de 
l'ellipse  qu'on  voudra;  en  unissant  tous  ces  points,  on 
obtiendra  le  tracé  de  la  courbe. 

381.  Quatrième  procédé.  On  a  vu  (212)  que,  dans  l'el- 
lipse, la  somme  des  rayons  vecteurs  menés  de  deux  points 
fixes  F,  F'  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  est  égale 
au  grand  axe  2a  de  celle-ci. 

Si  les  deux  foyers  F,  F'  sont  donnés,  ainsi  que  le  grand 
axe  2«,  il  est  facile,  d'après  cette  définition,  de  décrire  l'el- 
lipse d'un  mouvement  continu. 

A  cette  lin ,  on  fixe  aux  deux  foyers  F,  F'  les  extrémités 
d'un  fil  de  longueur  égale  au  grand  axe  2a.  On  fait  ensuite 
glisser  un  style  ou  crayon  contre  ce  fil,  de  manière  que 
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celui-ci  soit  toujours  tendu  :  la  pointe  du  style  ou  du  crayon 
décrit  dans  son  mouvement  une  ellipse  dontles  deux  points 
fixes  F,  F',  seront  les  deux  foyers  et  2a  le  grand  axe. 

Fix.  196. 


En  effet,  soient  OP  =  3Ci,  MP  =  yi>  ^^s  coordonnées 
rectangulaires  du  point  mobile  M, 

OF  =  OF'  =  c,     FM  =  p,     F'M  =  p'     (fig.  196). 

Les  triangles  reclangles  MPF',  MPF  donnent  : 

p" = !/1  -+-  (p  -+-  ^ù\   ?^=yl-*-{c  —  xtY 

et,  par  soustraction, 

(p'-+-  p)  (p'— p)  =  4cx,. 

'2cx^ 


et     p  =a  H 

a  a 


Mais 
p'-+-p  =  2a;    d'où     p' — p 

Remplaçant  cette  valeur  dans  p'^,  il  vient  : 
ahj\  +  («^  —  c')  a-î  =  a'  {a'  —  c')  ; 
si  l'on  pose  o*  —  c^  =  6^,  on  oblient  : 
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(jui  esl  bien  réquation  d'une  ellipse  donl  2«  el  26  sont  les 
;i\es. 

Pour  obtenir  le  ilenii-tixe  b,  il  sulïit,  du  point  F  comme 
centre  et  avec  un  rayon  a,  de  décrire  un  are  de  cercle  qui 
(  oupera  Taxe  des  ordonnées  en  un  point  B,  extrémité  du 
|»etil  axe.  On  a,  en  effet  : 


0B=  l/a*— c*. 

388.  Réciproquement,  étant  donnés  les  axes  2«,  26,  il 
sulfit  j)our  déterminer  les  loyers  F,  F',  de  décrire,  de 
l'extrémité  B  du  petit  axe,  avec  un  rayon  égal  au  demi- 
grand  axe  a,  un  arc  de  cercle:  celui-ci  coupera  le  grand 
axeXOX'  en  deux  points  F,  F',  qui  seront  les  deux  foyers. 
Il  vient 

OF  =  OF  =  ±  \/a^  -  h'  =  ±  c. 

Si  Ion  porte  sur  l'axe  XOX',  à  partir  du  milieu  0  de 
KF',  OA  =  OA'  =  a,  les  extrémités  A,  A'  seront  les  deux 
sommets  de  symétrie  du  grand  axe. 

Pour  avoir  d'autres  points  au  moyen  du  compas,  il  faut, 
des  foyers  F',  F,  déerii-e  des  circonférences  avec  des  rayons 
respectivement  égaux  aux  deux  segments  A'I,  AI ,  déter- 
minés par  un  point  quelconque  I,  pris  sur  le  grand  axe. 
On  obtient,  en  effet  : 

Al  -f-  AI  =  AA'=2«  : 

donc,  les  deux  points  M,  M',  intersection  des  deux  circon- 
férences, appartiennent  à  l'ellipse  (fig.  196). 
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Foyers  et  directrices. 

389.  Reprenons  l'expression  du  rayon  vecleur 

ex 

FM  =  a (Voir  n°  214.) 

a 

Elle  est  toujours  positive,  puisque  x  =  a  est  la  plus  grande 

valeur  qu'on  puisse  donner  à  x,  et  que  c  <  a.  Le  second 

rayon  vecteur  est  : 

ex 
F'M=a  -t-  — 

a 

Soient  RDR„  R'D'R',  (fig.196),  deux  droites  perpendi- 
culaires à  l'axe  des  x,  à  égale  distance  OD  =  OD'  ==  d  du 
centre  de  l'ellipse,  x,  y  élant  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  M  de  la  courbe.  Les  dislances  MR,  MR'  de  ce 
point  aux  deux  droites  précitées  sont  : 

MR  =  f/  —  x  ,     MR'=  d  -+-  X. 

On  aura  pour  les  rapports  ^»  ^^  des  distances  d  un 
point  quelconque  de  la  courbe  au  foyer  le  plus  proche  et 
à  chacune  des  droites  RDR^,  R'D'R',  : 

ex 


Mil         d—x 

a  \cd  —  exi 

MF'       «^  -4-  ex 

c  la^  -H  ex 

MR'      a(d  -^  x) 

a  \a/-t-  ex 

Puisque  d  est  arbitraire,  on  peut  en  disposer.  Faisons 
cd  =  a^;  d'où  Ton  lire  : 

a"  MF      MF'  _  c 

'^  7     ^       MR^MR'~a' 
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lésiiltal  rcMiarquablc  qui  prouve  que  le  rapport  dUm  point 
(juelconque  de  la  courbe  aux  foyers  et  aux  droites  RDR|, 
II'  D'R'i,  est  constant  et  égal  à  -  . 

Les  droites  RDR,,  R'D'R',,  perpendiculaires  au  grand 
axe  de  l'ellipse,  à  la  distance  d==^*de  l'origine,  se  nom- 
ment, comme  on  Ta  déjà  vu  (232),  directrices.  Le  rapport 
^est  plus  petit  que  l'unité:  c'est  pourquoi  on  a  donné  à 
cette  courbe  le  nom  tVellipse. 

»»0.  Réciproquement,  cherchons  le  lieu  géométrique 
(les  points  tels  que  le  rapport  des  distances  de  l'un  quel- 
conque M  de  ces  points  à  un  point  fixe  F  et  à  une  droite 
fixe  AB  soit  constant  et  égal  à  ? 

Abaissons  du  point  F  une  perpendiculaire  FD  sur  la 
droite  fixe  AB;  soient  OF=p,  00  =  ^,  de  sorte  que  le 

point  0,  que 
nous  prenons 
pouroriginedes 
axes  rectangu- 
laires OX  et  OY 
(fig.  197),  ap- 
partient  déjà  au 
lieu  demandé. 

Soient  MP  =  2/j,  OP  =  x,,  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  ce  lieu.  On  aura  : 


et 


équation  qui  prouve  que  le  lieu  cherché  a  au  moins  une 
directrice,  r/  -f-  x,  =  0,  à  une  distance  a;,  =  —  <y  de  l'ori- 
gine, et  un  foyer  F,  x,  =p,  situé  sur  l'axe  des  x,  qui  est 
ici  l'axe  de  symétrie  de  la  courbe. 


A 

H 

r 

Fig.    197. 
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p' 

7^ 

(7-^ 
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456  SECONDE    PARTIE. 

En  développant  l'équalion  précédente,  il  vient: 
^'i/!  -*-  (7'  —  V")  ^1  —  2P9  (p  +  9)  ar,  =  0, 
courbe  qui  passe  par  l'origine,  comme  on  le  savait  à 
l'avance,  et  qui  coupe  l'axe  des  x  à  une  distance 

q—p 
longueur  du  grand  axe  OE  de  la  courbe.  Puisque 

OF=p    et    0C  =  -^, 
q  —  p 

C  étant  le  centre ,  on  aura  pour  l'excentricité  : 


q—p         (j-p 

Il  viendra  :    CF  X  CD  =  ~^— ,  =  ÔC*: 

{9—P) 

ce  qui  prouve  que  la  droite  AB  est  bien  une  directrice  de 
la  courbe. 

Si  l'on  cherche  la  position  des  foyers  en  partant  de 

l'équation,  on  trouve  : 

p(q-^p) 

x=  — — ; 

9^P 
ce  qui  donne;  x'  =  p  =  OF 

q  —  p 

pour  la  position  du  second  foyer  F'. 

391.  Chercher  le  point  de  rencontre  d'une  droite  avec 
une  ellipse  donnée. 

On  sait  (386)  que,  pour  une  même  abscisse  de  l'ellipse 
et  du  cercle,  on  a  la  proportion  : 

^  =  -;     dou     y  =  YX-- 
Y       a  a 
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Si  l'on  considère  le  rapport- comme  étant  le  cosinus  de 
l'angle  par  \q(\ul'\  il  faut  muliiplier  chaque  ordonnée  du 
cercle  pour  avoir  l'ordonnée  correspondante  de  l'ellipse, 
on  pourra  considérer  aussi  l'ellipse  comme  étant  la  projec- 
tion du  cercle  ayant  le  diamètre  AA'  commun  avec  celle 
courbe  (fig.  198). 

Fig.   198. 


Pour  chercher  le  point  d'intersection  d'une  droite  avec 
une  ellipse,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  construire  la 
courbe,  il  faut  regarder  ces  points  d'intersection  comme 
étant  les  projections  des  points  d'intersection  de  la  droite 
avec  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  comme 
diamètre,  et  rechercher  ensuite  la  position  primitive  de  la 
droite  :  les  points  de  rencontre  de  celle-ci  avec  le  cercle 
feront  connaître  les  points  de  rencontre  avec  rdlipse. 

Prolongeons  la  droite  donnée  MM'  jusqu'à  sa  rencontre 
en  R  a\ec  l'axe  A  A'  de  l'ellipse.  Soit  S  un  point  quelconque 
pris  sur  celui-ci.  Unissons  ce  pointa  B  et  à  B',  extrémités 
du  petit  axe  et  du  rayon  OB'  =  a.  Par  le  point  I,  menons 
IQ  parallèle  à  OB;  le  point  \'  appartiendra  à  la  droite 
cherchée,  de  sorte  que  RI'  sera  la  droite  demandée.  Des 


458  SECOINDE     PAIITIE. 

points  N,  N',  où  elle  rencontre  le  cercle,  si  Ton  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  l'axe  AA',  les  deux  points  d'intersec- 
tion M  et  M'  de  ces  perpendiculaires  avec  la  droite  donnée 
seront  ceux  que  l'on  cherche. 


Tangente  et  normale  h  l'ellipse 

392.  Soit  y  =  mx  -h  n 

l'équation  d'une  droite  quelconque  et 

a^y^  -4-  6^x^  =  u*6* 
celle  de  l'ellipse. 

Pour  les  points  oii  ces  deux  lignes  se  coupent,  les  x  et 
les  y  ont  les  mêmes  valeurs. 

En  substituant  la  valeur  de  y,  tirée  de  la  première,  dans 
la  seconde,  on  aura  une  équation  du  second  degré  en  x  dont 
les  racines  feront  connaître  les  points  d'intersection  de  la 
droite  avec  l'ellipse. 

On  obtient: 

{a^in*  ■+-  b^)  x^  -4-  'ia^imix  -+-  a^n^  —  a^6*  =  0, 


a^mn  =t  ab  V' a^m^  -4-  6* —  n^ 


Si  la  droite  devient  tangente,  les  deux  valeurs  de  x  sont 
égales;  la  quantité  sous  le  radical  s'annule,  et  l'on  a  : 


n  =  l/a*/n*  -4-  6*. 

En  substituant  celte  valeur  de  n  dans  l'équation  de  la 
droite,  on  obtient  : 


y  = 


\/a^m^  -4-  6*, 


qui  est  l'équation  la   plus  générale  de  la  tangente,  puis- 
qu'elle  est   indépendante   du   point  de   contact.    Si    l'on 
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désigne  par  x\  y'  les  coordonnées  de  ce  point  de  contact , 
(Hi  a  : 

uhnn  hhi 

et,  par  division  : 

ly^x'  „  /,* 

— —  = —  m',     d  où     w  =  —  • 

«i/  y' 

En  remplaçant  m  et  n  dans  l'expression  de  la  droite 
fl^=mx  -h  n/\\  vient  pour  l'équation  de  la  tangente  à 
l'ellipse  : 

b^x'  b" 

Si  l'on  soustrait  membre  à  membre  le  double  de  cette 
équation  de 

t>l  que  l'on  complète  les  carrés,  on  aura  : 

"'  {y — y'f  -^b'{x  —  xj  =  oy  +-  //x^—  a^b\ 

qui  est  toujours  l'équation  précédente  de  la  tangente  après 

réduction. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  droite  n'a  que  le  seul  point 

(x',?/')de  commun  avec  la  droite  et  avec  la  courbe,  puisque 

le  trinôme  : 

a*i/*  -t-  b^x^  —  «*/>* 

devient  nul  seulement  lorsqu'on  a  : 

X  =  x',     y  =y'' 

S93.  Faisons  successivement  y  =  0  et  x  =  0  dans 
l'équation  de  la  tangente;  on  obtiendra  pour  les  valeurs  cor- 
respondantes OT  de  X  et  OR  de  y,  où  la  tangente  coupe 
l'axe  des  x  et  celui  des  y  (fig.  199)  : 

a'  6* 

0T  =  -,     0R=-. 
X  y 
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On  voil  que  celle  valeur  de  OT  esl  indépendanie  de 
l'ordonnée  du  point  de  contact  (x' ,  y');  si  l'on  fait  égale- 
ment ^  =  0  dans  l'équation 

yy'  -+-  xx'  =  a' 

delà  tangente  au  cercle  ayant  pour  diamètre  2a,  on  aura 
aussi  : 

0T'=  -  =  OT. 

x' 

D'où  résulte  un  moyen  bien  simple  pour  mener  par  un 
point  M  une  tangente  à  l'ellipse  : 

On  prolonge  l'ordonnée  de  ce  point  jusqu'à  sa  rencontre 
en  M' avec  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre 
(fig.  199).  Au  point  W,  on  mène  la  tangente  M'T  au  cercle 
et  l'on  joint  le  point  T  au  point  M  :  la  droite  MT  est  la 
tangente  à  l'ellipse  au  point  M. 

»94.  La  longueur  PT  depuis  le  pied  P  de  l'ordonnée 

Fig.  199. 
Y 


jusqu'au  point  T  où  la  tangente  rencontre  l'axe  des  x  se 
nomme  la  sous-tangente;  MN  étant  la  normale  au  point  de 


GÉOMÉTniE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.       461 

conlact  M,  PN  est  la  sous-normale  ;  MT  et  MN  sont  les 
longueurs  tle  la  tangente  et  de  la  normale.  On  a  pour  la 
sous-tangente  (fig.  199) 


a* 
PT  ==  OT  —  OP  =  —  —x\ 

x' 

«' —  ^'* 
PT  = 


L'équation  de  la  tangente  étant  : 

b'x' 

celle  de  la  normale  est  : 

Pour  </  =  0,  on  a  : 

a»  —  6* 

Oi\= —  x'. 

a* 

Si  a;'=  0,  ON  =  0,  et  si  x'  =  a, 

a* -6*  c 

0N= =  cx-' 

a  a 

valeur  maximum.  Si  la  tangente  passe  par  un  point (wi,  n), 
l'équation  sera  : 

a^ny'  -^  bhnx'  =  o*6* 

'i  celle  de  l'ellipse  : 

x',  y'  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact. 

En  éliminant   y'  et  x'   entre  ces   deux  équations,   il 
viendra  : 


,       0*  (b'm  ±  n  i/ahi*  -*-  6«m»  —  a*6* 

x'  = , 

o'n*  -4-  6*m' 
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Si  le  point  (m,  n)  est  en  dehors  de  l'ellipse,  le  trinôme 
a%2  _+_  ô^m^  —  d^U^  est  positif,  et  les  deux  valeurs  de  x' 
et  de  y'  sont  réelles  :  ce  qui  prouve  que,  de  ce  point, 
on  peut  toujours  mener  deux  tangentes  différentes  à  la 
courbe. 

Si  le  point  {m,  n)  est  situé  sur  Tellipse,  le  trinôme, 
ainsi  que  le  radical,  s'annulent  et  il  n'y  a  plus  qu'une  tan- 
gente. 

Enfin,  si  le  point  (m,  n)  est  à  l'intérieur  de  l'ellipse,  le 
trinôme  est  négatif,  les  valeurs  de  x'  et  de  y'  sont  imagi- 
naires et  il  est  impossible  de  mener  par  ce  point  aucune 
tangente. 

395.  L'équation  de  la  tangente 


y  =  mx  -t-  \/ 


a^m 


permet  de  trouver  immédiatement  le  lieu  décrit  par  le 
sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés  mobiles  sont  tan- 
gents à  l'ellipse. 

Cherchons  le  produit  des  deux  racines  dans  cette  équa- 
tion. 

En  désignant  par  x,,  ?/,  les  coordonnées  du  lieu  par 
lequel  passent  les  deux  tangentes,  on  aura,  en  faisant  dispa- 
raître le  radical  : 

(xl  —  a^)  m^—  2mx,î/,  -+-  2/ï  —  h^=  0. 

Si  w',  m"  sont  les  deux  valeurs  de  m,  il  viendra  pour  le 
lieu  demandé  : 

1-t-m'm"=0     ou     i+^[~    ,  =  0     et     y\-^  x\  =  a^-^  b\ 

équation  qui  représente  une  circonférence  de  cercle  ayant 
pour  diamètre  la  diagonale  du  rectangle  des  axes  de  Tcl- 
lipse. 
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396.  Si  l'on  prend  pour  1  equalion  de  la  ligne  droite  : 

a;  cos a  -t-  y  sin  a  =  1^, 

a  étant  l'angle  que  cette  droite  fait  avec  l'axe  des  x  et  ô  sa 
dislance  de  l'origine,  les  axes  coordonnes  étant  rectangu- 
laires, on  aura  pour  l'équation  de  la  tangente  à  l'ellipse  : 


r  cos  a  -4-  y  sina  =  \/(i^  cos* a  -t-  b^  sin*a 

et,  pour  déterminer  l'angle  a  en  fonction  des  coordonnées 
du  point  de  contact  avec  l'ellipse, 

a^rlsiria  ^  6V  cos  a 

«^  sin*a -t- 6*cos*a  a*sin*a -4- 6'cos*a 

11  vient,  par  division  ; 

b'x' 

-^=  — tg«. 

On  a  déjà  discuté  cette  formule  en  s'occupant  des  pro- 
priétés générales  des  courbes.  Cette  discussion  ne  présente 
d'ailleurs  aucune  dilficulté. 

8»*.  Si  Ion  représente  par  a  l'angle  que  le  diamètre 
mené  au  point  de  contact  fait  avec  l'axe  des  x,  on  aura  : 

y'    ,    , 

X 

et,  en  multipliant  membre  à  membre,  il  vient  ; 

tgatga'  = -, 

a 

comme  on  l'obtient  en  partant  de  la  relation  générale 

2A  tga  Iga'  -+-  B  (Iga  -f-  Iga')  -^  2C  =  0, 

trouvée  au  n°  270,  et   dans  laquelle  B  =  0,  A  =  a'*  et 
C  =  bK 
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L'angle  OMT  =  MTX  —  MOT  ;  de  sorte  qu'on  aura 

tg«  — tga' 


tgOMT  =  tg(«— a')== 


tg  OMT 


\  ■+-  tg  a  tg  a' 


{a^—b^)xy 


Pour  tous  les  points  de  l'ellipse  situés  sur  l'arc  BMA, 
cet  angle  est  obtus;  il  atteint  son  maximum  lorsque  x'=y' , 
c'est-à-dire,  lorsque  le  point  M  est  sur  la  bissectrice  de 
l'angle  XOY.  Aux  extrémités  B  et  A  des  axes,  il  est  droit, 
et  la  tangente  MT  est  perpendiculaire  aux  axes  BB',  AA'  de 
l'ellipse. 

Fig.  200. 


X'    A'  V  F' 


On  a  trouvé  pour  les  rayons  vecteurs  (387)  : 

„,  .  ex  ex      ,    ,     F'M       a*  -+-  ex 

F'M=a-t-— ,    FM  =  a ?    d'où    — -==  

a  a  FM        a  —  ex 

On  a  aussi  : 

/a*  —  6*\ 
F'N  =  F'O  -f-  ON  =  c  -t-    ^— 1  a-'. 

Puisque  a* —  c*  =  6*, 
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d'où 

F'N 

FN 

a*-i- 

ex' 

FM 

a'  — 

ex' 

FM  ' 

ce  (|ui 

répond 

à 

la  proportion 

' 

FM: 

FM  = 

=  F'N: 

FN 

et  prouve  que  la  normale  MN  est  bisseetrice  de  l'angle 
F'MF  (fig.  200). 

Donc,  les  deux  rayons  vecteurs  font  avec  la  tangerite, 
d'un  même  côté  de  celle-ci,  deux  angles  égaux. 

On  s'appuie  sur  cette  propriété,  qui  a  déjà  été  démon- 
trée, pour  la  construction  de  la  tangente  à  une  ellipse  par 
ini  point  donné  sur  la  courbe  ou  extérieur  à  celle-ci. 

Angle    excentrique. 


398.  Soient  x' ,  y'  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque M  de  l'ellipse 

a^y"*  -4-  6'x'  =  0*6*. 

Décrivons  deux  cercles  concentriques  ayant  pour  rayons 
Fig  201.  et  a,  et  prolon- 

geons l'ordonnée 
MP  jusqu'à  sa  ren- 
contre en  N  avec 
la  circonférence  de 
rayon  «  (fig.  201). 
Joignons  le  point 
de  rencontre  B  du 
petit  cercle  avec  le 
rayon  ON  au  point 
M  de  l'ellipse  et 
désignons  par  cù 
l'angle  NOP  :  on 
so 
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aura,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  la  construction  de  l'el- 
lipse : 

x'  =  acos»,     y'  =  bs\na. 

Ces  valeurs  satisfont  évidemment  à  l'équation 

et  il  n'y  a  plus  alors  qu'une  seule  variable  w. 

Cherchons,  d'après  cela,  l'équation  de  la  sécante  qui 
passe  par  deux  points  (x',  y'),  {x",  y")  de  l'ellipse. 

On  aura  : 

y'  -f-  v"\  /x'  -+-  x"\  y'y"       x'x" 


b-"      r       \      a'      )  b'  a' 

Si  l'on  désigne  par  œ  etw'  les  angles  correspondants  à  ces 
deux  points,  on  obtient  : 

x'  =  a  cosw,     y==b  sin  w, 
x"=  acosu',    y"  =  6  sin  w'. 

En  ayant  égard  à  ces  valeurs ,  l'équation  de  la  sécante 
devient ,  après  simplification  : 

y  X 

-  sin  i  (w  -t-  w')  H —  cos  i  (w  H-  «')  =  CCS  i  (w'  —  u)  ; 
6  Cl 

d'où  l'on  tire,  en  faisant  w'=^w,  l'équation  de  la  tangente  à 

l'ellipse  : 

y  X 

-~  sniwH — cos  ce  =  \  , 
b  a 

(0  étant  la  coordonnée  du  point  de  contact. 
Puisqu'on  a  : 

x'  =  acosw,     y'=6sinw, 
on  déduit  : 

^,  =  -  Ig  «. 
X        a 
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Mais  a  et  (3  élant  les  angles  que  deux  diamètres  conju- 
gues font  avec  l'axe  des  x,  il  vient  : 

y'       h  h        , 

|ga  =  ^  =  -tgco,      tg;3  =  -lg« 
X        a  a 

et  tgj:tg|3  =  — tgwtgoj'. 

ir 

Commcfgalg[3= — ^,  puisque  les  diamètres  sont  con- 
jugués, on  obtient  : 

i  -+-  tgw  tgw'  =  0; 

ce  qui  indique  que  si  l'on  prolonge  les  ordonnées  de  deux 
diamètres  conjugues  d'une  ellipse  jusqu'aux  points  de  ren- 
contre de  la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  de  cette 
courbe  comme  diamètre,  les  points  de  rencontre  appartien- 
dront aux  extrémités  de  deux  diamètres  du  cercle  perpendi- 
culaires, et  réciproquement. 

De  là  résulte  un  procédé  bien  simple,  élant  donné  un 
diamètre  d'une  ellipse,  pour  trouver  son  conjugué. 

3»».  Application  I.  Chercher  les  longueurs  des  diamè- 
tres conjugués  2a',  2b'  en  fonction  de  Vanglecù. 

Il  suffit  de  remplacer  tg  a  et  tg  |3  par 

h  h 

-  tg  «     et cotg  oj 

a  "^  a 

dans  les  formules  : 

„2(a'2_//)tg»«  =  fc*(a'-a'), 
a2^//2_f,î),,gîp==/,î(a«  -    h''); 

ce  qui  donne  : 

a"  =  a' COSTCO -+-  fc^«^in*w,     6'*=  a^sin'w  -h  6*cos*a>, 

el ,  en  ajoutant  :       a*  -4-  6*  =  a^  -»-  /;*, 

comme  on  l'a  déjà  vu  (274). 
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400.  Application  II.  Il  sera  facile,  d'après  cela,  de  trou- 
ver la  distance  entre  deux  points  w,  w'  pris  sur  l'ellipse. 
On  aura,  en  représentant  cette  dislance  par  à  : 

<y'  =  a*  (ces  u  —  cos  »'f  -t-  6*  (sin  w  —  sin  «')' 
et,  en  développant  : 


(?=  2  sin^(«  —  w')  V/a^  sin^i  («-t-  a')  -4-  6^  cos*  i  (w-t-w'). 

D'après  la  formule  qui  précède,  la  quantité  sous  le  radi- 
cal représente  le  demi-diamètre  conjugué  6',  qui  est  paral- 
lèle à  la  tangente  menée  par^  (w  -+■  co').  On  a  donc  : 

^=  2sin  i  (w—  w')  b'. 

401.  Application  III.  On  demande  le  lieu  de  l'intersec- 
tion, en  un  point  M  de  l'ellipse,  d'une  normale  avec  le  rayon 
ON  qui  joint  le  centre  au  point  7^  correspondant  du  cercle 
décrit  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  comme  diamètre. 

L'équation  de  la  normale  à  l'ellipse  est  (394)  : 

et 4  =  c*. 

x'        y' 

Mais  x'  =  acos«,     y' ==6  sin»; 

de  sorte  que  cette  équation  devient  : 

ax         by  , 

.—  -: =  r. 

cos  co      sin  a 

Comme  x  =  jo  cos  w  et  î/  =p  sin  w,  on  obtient  pour  l'équa- 
lion  cherchée  : 

-  =  _;     dou     p  =  a-4-6; 

P      P       P 
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ce  qui  prouve  que  le  lieu  csi  un  cercle  de  centre  0  cl  de 
rayon  a  -h  b. 

40».  L'équation  de  l'hyperbole  est 


=  1; 


il  est  évident  que  si  l'on  y  fait 

x' =  a  sec  10     et     y'  =  blga, 

cette  équation  sera  satisfaite. 

Décrivons   sur   l'axe   transverse    2fl   d'une    hyperbole 

comme  diamètre  une  circon- 


Fig.  203. 


férence  et,  du  pied  P  de 
l'ordonnée  MP  =  y',  menons 
la  tangente  PT  au  cercle 
(fig.  202). 

Si  nous  désignons  par  w 
l'angle  TOP,  l'abscisse  du 
point  M  étant  x',  on  aura  : 

a  =  x'cosw,     PT  =  alg&;; 
d'où         y=b  tg  w. 


403.  Cherchons  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  centre 


Fig.   203 


M  d'un  cercle  mobile 
tangent  à  deux  cercles 
fixes  de  centres  C  et  C 
et  de  rayons  donnés 
CA'  =  r  et  C'A  =  R, 
T,  T'  étant  les  deux 
points  de  contact  du 
cercle  mobile  de  rayon 
variable  p  avec  les  deux 
cercles  fixes. 
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On  a  (fig.  20Ô)  : 

CM  =  C'T  ~  MT  =  R  -  p ,     CM  =  CT'  +  MT'  =  r  +  p  ; 
d'où  CM  -4-  CM  =  R  -+-  r  : 

ce  qui  prouve  que  le  lieu  décrit  par  le  point  M  est  une 
ellipse  qui  a  la  somme  des  rayons  donnés  pour  grand  axe 
et  pour  excentricité  la  distance  des  centres.  De  sorte  que 
l'équation  de  cette  ellipse  est  : 

'R 


R 


[m'-(i)>' 
[m'-(f} 


404.  Il  est  facile,  d'après  cela,  de  mener,  par  un  point 
M  donné  sur  l'ellipse,  une  tangente  à  cette  courbe.  Il  suffit, 
à  celte  fin,  d'abaisser  du  point  M  une  perpendiculaire  sur 
la  corde  de  contact  TT'  du  cercle  mobile  avec  les  deux 
cercles  fixes. 

Le  point  T  s'obtient  en  prolongeant  le  rayon  vecteur 
CM  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  grande  circonférence  ;  le 
second  rayon  vecteur  CM  rencontre  la  petite  circonférence 
au  point  T. 

On  a  donc  la  corde  de  contact  TT'  sans  tracer  le  cercle 
mobile  qui  passe  par  M. 

Si  l'on  prolonge  le  rayon  C'T  d'une  longueur  TD  =  r 
et  que  l'on  unisse  C  à  D,  la  tangente  MI  passera  parles 
milieux  I,  I'  des  bases  des  triangles  isoscèles  semblables 
MTT',  CMD  et  sera  perpendiculaire  en  I  et  en  l' aux  droites 
TT',  CD  (fig.  203). 

On  retrouve  ainsi  les  procédés  déjà  indiqués  (241) 
pour  mener,  par  un  point  M  situé  sur  l'ellipse  ou  par 
un  point  P  en  debors  de  cette  courbe,  une  tangente  à 
celle-ci. 
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En  effet,  pour  oblenir  un  second  point  I'  de  la  tangente, 
il  suffît,  puisque  le  triangle  CPl'  est  rectangle,  de  décrire 
sur  CP  comme  diamètre  une  circonférence,  et  du  point  0, 
milieu  de  CC,  comme  centre  et  avec  - 


Fig.  204. 


-  pour  rayon  une 
seconde  circonférence  qui  coupera  la  première  en  deux 
points  appartenant  aux  deux  tangentes  passant  par  le 
point  P. 

405.  Nous  venons  de  mener  une  tangente  à  l'ellipse  : 
i"  par  un  point  M  sur  la  courbe;  2"  par  un  point  P  en 
dehors  de  celle-ci. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  mener  à  cette  courbe  une 
tangente  parallèle  à  une  droite  donnée  QR. 

Du  foyer  F'  comme  centre 
et  avec  le  grand  axe  comme 
rayon,  on  décrira  une  cir- 
conférence. De  Vautre  foyer 
F,  on  abaissera  une  perpen- 
diculaire à  la  droite  QR  ; 
cette  perpendiculaire  rencon- 
trera la  circonférence  en  E, 
E'.  Par  le  point  I,  milieu 
de  EF,  on  élèvera  à  cette 
droite  la  perpendiculaire  IM 
qui  sera  la  tangente  deman- 
dée (fig.  204). 

40e.  Chercher  le  point  de  rencontre  d'une  ellipse,  donnée 
par  ses  foyers  F,  F'  et  son  grand  axe  AA',  avec  une  droite 
LN  déterminée  de  position  (fig.  203). 

Du  foyer  F',  avec  le  grand  axe  pour  rayon,  décrivons  une 
circonférence.  Du  foyer  F,  abaissons  une  perpendiculaire  à 
la  droite  donnée;  prolongeons  cette  perpendiculaire  d'une 
longueur  égale  à  elle-même,  et  soit  f  le  point  symétrique  de  F. 
Par  ces  deux  points  F,  f  il  faut  tracer  une  circonférence 
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Fig.  205. 


qui  touche  la  circonférence  décrile  de  F'  avec  un  rayon 

égal  au  grand  axe.  Par 
les  deux  points  F,  f,  me- 
nons une  circonférence 
quelconque  qui  coupera 
la  première  en  R  et  R'. 
Du  point  0,  intersec- 
tion des  deux  droites  Ff, 
RR',  menons  la  tangente 
OT'  à  la  circonférence 
de  rayon  2a  et  imissotis 
T  à  F'  :  la  droite  VT 
rencontrera  la  courbe 
en  M,  qui  sera  le  point  de  rencontre  demandé. 

407.  Si  d'un  point  P  dans  le  plan  d'une  ellipse  et,  en 
général,  d'une  courbe  du  â""  degré,  on  mène  deux  tangentes 

à  la  courbe,  la  droite  qui 
unit  le  point  P  à  l'un  des 
foyers  F  est  bissectrice  de 
^  l'angle  des  deux  rayons  vec- 
teurs partant  de  ce  foyer  et 
W  aboutissant  aux  points  de 
contact  T,  J"  des  deux  tan- 
gentes PT,  PT'  (fig.  206). 
Prolongeons  les  rayons  vecteurs  FT'  et  F'T  d'une  lon- 
gueur égale  à  l'autre,  de  manière  que  l'on  ait  : 

FT'  -4-  T'D'  =  F'T  -+-  TD  =  AA', 

longueur  du  grand  axe  de  l'ellipse. 

Les  deux   triangles  PFD'  et  PF'D  sont   évidemment 
égaux  :  donc,  les  angles  F' DP  et  FD'P  sont  égaux.  Mais 

F'DP  =  PFT  =  PFD'; 
de  même,  FPT  =  F'PT'. 


Fig.  206. 
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Puisque  les  angles  FPD'  et  F'PD  sont  égaux ,  ainsi  (ju<' 
les  angles  PFÏ  =  TDP  et  T'PD'=  T'PF',  les  deux  tan- 
gentes parlant  du  point  P  font,  avec  les  droites  partant 
de  ce  point  et  passant  par  les  foyers  F  el  F',  des  angles 
égaux. 

Dlamèfres. 

408.  On  a  vu  (269)  que 

(2Aî/  -4-  Bx  -t-  D )(?-+-  2Ca;  -+-  B/y  -♦-  E  =  0 

est  l'équation  générale  des  diamètres  des  courbes  du  second 
degré. 
SiiJ  on  applique  cette  équation  à  celle  de  l'ellipse, 

ay  -4-  b'x'  =  a'b\ 
on  aura  :  b^ 

trâ 

qui  est  l'équation  d'une  droite  passant  par  l'origine  laquelle 
est  ici  le  centre  de  la  courbe. 

Donc,  tous  les  diamètres  passent  par  le  centre  de  l'ellipse. 

La  relation  générale  des  diamètres  conjugués  (270) 

2A^rr  -f-  B  (^  -f-  rï)  -f-  2C  =  0 

se  réduit  pour  l'équation  précédente  de  l'ellipse  à  : 

b^ 
a* 

(5'  étant,  comme  on  le  sait,  la  direction  du  diamètre  qui 
divise  les  cordes  de  direction  d  en  deux  parties  égales. 

Enfin,  a  étant  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que 
la  tangente  fait  avec  l'axe  des  x,  et  a'  celle  de  l'angle  que  le 
diamètre  au  point  de  contact  de  cette  tangente  fait  avec  le 
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même  axe,  on  a  trouvé  (285)  entre  ces  quantités  pour 
toutes  les  courbes  du  second  degré  : 

2Aaa'  -+-  B  (a  -+-  a')  H-  2C  =  0; 

comme  ici  B  =  0,  X  =  à^,C  =  b^,  il  vient  : 

b' 

aa'= -• 

En  partant,  de  même,  de  la  relation  générale  des  cordes 
supplémentaires,  on  obtient  (284)  : 

^* 

rr  =  —  -;  5 
ar 

d'où  Ion  tire  de  nouveau  ; 

ââ'  =  a.a'  ==  yy' . 

Sia'  =  y',  ona  a==r. 

On  a  vu  (285)  par  quel  procédé  très-simple,  au  moyen 
de  celte  propriété  remarquable,  on  mène  une  tangente  à 
l'ellipse  ou  à  Thyperbole  par  un  point  donné  sur  l'une  de 
ces  courbes. 

409.  Comme  la  relation  des  diamètres  conjugués 

b^ 

âS'  = 

est  la  même  que  celle  des  cordes  supplémentaires 

I'' 

il  est  facile,  d'après  cela ,  de  construire  dans  l'ellipse  deux 
diamètres  conjugués  qui  fassent  entre  eux  un  angle  donné  m. 

Deux  diamètres  quelconques  sont  conjugués  lorsqu'ils 
sotit  parallèles  à  deux  cordes  supplémentaires  partant  des 
deux  extrémités  d'un  diamètre  quelconque. 

Sur  le  diamètre  DOD',  décrivons  un  segment  capable  de 
l'angle  w  et  unissons  les  points  d'intersection  de  ce  segment 
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avec  l'ellipse  aux  extrémités  D,  D'  Ju  diamèlie  DOI)'; 
l'angle  DID'  sera  l'angle  cherché. 
Du    centre    O   de  l'ellipse,    me- 
nons des  parallèles  OE,  OE'  aux 
cordes  D'I,  DI  :  si  l'angle  oj  est 
compris  entre  le  plus  grand  angle 
obtus  des  deux  cordes  supplémen- 
taires et  le  plus  petit  angle  aigu, 
ou  égal  à  l'un  d'eux,  il  y  aura  deux 
solutions  ou  une  seule. 
410.  Cherchons  l'angle  BMA  des  deux  cordes  supplé- 
mentaires partant  des  extrémités  A  et  B  du  grand  axe  2a 
de  l'ellipse;  on  a  (fig.  208)         „  „ 


lg  BMA  =  tg  (MAX  —  MBX)  = 


X  —  a 


x-i-a 


^ay 


f 


'-^-  X  — a 


le  point  M  étant  sur  l'ellipse 
de  laquelle  on  tire 


ay 


X*  —  ic  =  — 


Fig.  208. 


x"" —  a- 
-  b'x'  =  a%\ 

~1F' 

Substituant  cette  va- 
leur dans  l'expression 
de  l'angle  demandé,  il 
vient  : 

—  2a6^ 


tgBMA 


{a'-b')y 
Cette  formule  nous 
apprend  que,  pour  toute 
valeur  positive  de  ?/,  cet  angle  est  obtus  et  qu'il  atteint 
son  maximum  en  même  temps  que  l'ordonnée  y,  c'est-à- 
dire,  à  l'extrémité  D  du  petit  axe  DOD'  =26;  qu'à  partir 
de  ce  point,  il  va  en  diminuant  jusqu'aux  extrémités  A  et  B 
du  grand  axe  2a,  où  il  est  égal  à  un  angle  droit. 
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Diamètres  conjugués. 


411.  On  a  vu  (274)  que 


E 
b" 


ou 


ay 


b'^x'^  =  a%" 


est  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  deux  diamètres 
conjugués  2a',  26'. 

Cette  équation  montre  que  pour  toute  valeur  de3c'<a', 

il  y  a  toujours  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contrai- 
res pour  y\  et  qu'à  partir 
de  x'  ==  0  jusqu'à  x'  =  a', 
les  valeurs  de  y'  depuis  =fc  6' 
jusqu'à  Ovonten  diminuant; 
de  sorte  que  l'axe  X'OX, 
partage  l'ellipse  en   deux 
parties    égales,   mais   non 
superposables,  et  qu'il  en  est  de  même  de  l'axe  des  y,  Y'OY,. 
41».  On  a  déjà  vu  (391)  que  Pon  pouvait  considérer 
P'g-  210.  l'ellipse  comme  étant   la 

projection  d'un  cercle  dé- 
crit sur  le  grand  axe  de 
cette  courbe  comme  dia- 
mètre. 

Les  deux  diamètres  NOR', 
RON'(fig.  210)  de  ce  cer- 
cle, qui  se  coupent  à  angle 
droit,  étant  projetés  sur 
l'ellipse,  y  forment  deux 
diamètres  MOS',  SOM',  qui  sont  conjugués. 

Des  extrémités  N  et  R  de  ces  diamètres  du  cercle,  abais- 
sons les  perpendiculaires  NP,  RQ  sur  le  grand  axe  AX'  de 
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l'ellipse,  et  soient  M  et  S  les  points  de  rencontre  des  perpen- 
diculaires avec  l'ellipse;  on  aura  : 


MP 

tg.MOA 

ou 

6       tg.MOA 

NP 

tg.NOA 

a      tg .  NOA 

SQ  6 

et  — =  -tg.SOAx  tg.NOA     ou     -  =  -tg.SOA  x  tg.NOA. 
RQ  °  "  a  ^  ^ 

En  multipliant,  il  vient: 

-  =  — tg.MOA  xtg.SOA; 

ce  qui  prouve  que  les  deux  diamètres  MOS',  SOM'  sont 
bien  conjugués. 

413.  Étant  donnés  deux  diamètres  conjugués  2a'= AA', 
2b  ==  DD'  de  l'ellipse,  construire  cette  courbe. 

Fig.  211. 
Y 


Du  milieu  0  de  AA'=  2a',  élevons  une  perpendiculaire 
BOB'=  26',  et  sur  AA'  et  BB^  comme  axes,  décrivons  une 
ellipse.  Soit  MP  une  ordonnée  quelconque  de  cette  courbe: 
si,  du  pied  P  de  cette  ordonnée,  on  mène  une  parallèle  au 
diamètre  conjugué  donné  OD  et  que  l'on  prenne  sur  cette 
parallèle  PN  =  PM  (fig.  211),  il  est  évident  que  le  point  N 
appartiendra  à  l'ellipse  demandée.  On  aura  ainsi  autant  de 
points  de  la  courbe  que  Ton  voudra. 
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En  supprimant,  pour  plus  de  simplicité,  les  accents  des 
coordonnées  ac',  y',  l'équation  de  l'ellipse 

a'y  -+-  6' V  =  a'^6'^, 

rapportée  à  ses  diamètres  conjugués,  ayant  la  même  forme 
que  celle  de  cet(e  courbe  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie, 
il  s'ensuit  que  toutes  les  propriétés  indépendantes  de  l'in- 
clinaison des  axes  coordonnés  seront  les  mêmes  pour  les 
diamètres  conjugués  que  pour  les  axes. 

Pour  tout  point  pris  sur  l'ellipse,  le  trinôme 

a'Y  -f-  6' V  —  a%'^ 

est  nul  ;  pour  un  point  en  dehors  de  la  courbe,  il  est  positif 
et,  pour  un  point  pris  à  l'intérieur,  il  est  négatif. 

Les  carrés  de  deux  ordonnées  quelconques,  parallèles  h 
l'un  des  diamètres,  sont  entre  eux  comme  les  rectangles 
des  segments  qu'elles  déterminent  sur  son  conjugué. 

414.  Si  l'on  cherche  par  une  méthode  quelconque 
l'équation  de  la  tangente,  on  trouvera  : 

a'^yy'  -f-  IPxx'  =  a'^6'^ 

x',  y'  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact,  et  (x,  y) 
un  point  quelconque  de  cette  tangente. 

Le  coefficient   angulaire   a  = j^.  de   la  tangente 

représente  ici  le  rapport  des  sinus  des  angles  que  cette 
droite  fait  avec  l'axe  des  x  et  celui  des  y. 

Pour  avoir  l'équation  de  la  normale  au  point  {x,  y'),  il 
faut,  dans  l'équation 

y  —  y'=a'[x  —  x') 

de  cette  droite,  remplacer  a'  par  sa  valeur  donnée  par  la 
relation 

1  -f-  aa'  -t-  (a  -4-  a')  COS  9  =  0, 

dans  laquelle  «=  —  ^, ,  0  désignant  l'angle  des  diamè- 
tres 2a',  26',  auxquels  l'ellipse  est  rapportée. 


Fig.  212. 
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415.  Si,  dans  a'V  -^  b'^x^=a'%'^,  on  fait6'  =  «',  il 

viendra  : 

y'^  -i-  x'^  =  o'*, 

qui  est  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  deux  diamè- 
tres conjugués  égaux.  On  voit  qu'elle  est  la  même  que  celle 
du  cercle  rapportée  à  des  axes  rectangulaires. 
4i6.  Si,  dans  l'équation  de  la  tangente 

a'^yy'  -v-  b'^xx'  =  a''b''^, 

on  fait  successivement  y  =  0,  x  =  0,  on  aura  pour  les 
valeurs  correspondantes:  de  x,  0T  =  ^;  de  ?/,  OR  =  -7  , 
t  pour  la  sous-tangente  :  PT  =      ~'"    • 

Comme  pour  une  valeur  de  OP  =  x',il  y  a  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires,  PM  =  PiM'  (fig.  212)  pour  t/', 

on  voit  que,  si  d'un 
point  T  quelconque 
en  dehors  de  l'el- 
lipse on  mène  deux 
tangentes  TM,  TM' 
et  qu'on  unisse  le 
point  T  au  centre 
0  de  la  courbe,  la 
corde  de  contact 
MM',  conjuguée  de 
OT,  sera  parta- 
gée en  deux  parties 
égales,  au  point  P. 
On  peut  toujours  prendre  la  droite  OTX  et  le  diamètre  OY 
comme  formant  un  système  de  deux  diamètres  conjugués. 
Si  l'on  cherche  les  relations  qui  existent:  1°  entre  deux 
diamètres  conjugués  (î,  d';  2°  entre  les  coefficients  angu- 
laires a,  a'  de  la  tangente  et  du  diamètre  qui  aboutit  au 
point  de  contact  ;  3"  entre  les  directions  y,  y'  de  deux 
cordes  supplémentaires,  on  obtient,  en  partant  des  formules 
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générales  dans  lesquellles  on  fait  B  =  0,  A  =a'2,  C=  6'^ 
a  o  *  a  ' 


Équation  polaire  de  relllpse. 

41'?.  L'ellipse  est  une  courbe  telle  que  la  somme  des 
distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  F  et 
Pig,  2,3_  F'  est  égale  à  une  quantité 

constante  2a. 

Plaçons   le   pôle  en   F' 

(fig.  213)   et  dirigeons  la 

^  r  X  jj.^jjg  ^j^g  suivant  FF'.  Soit 

M  un  point  quelconque  de  la  courbe.  Posons 

FM  =  p',     FM  =  p. 
On  a  :  p  -t-  p'=2a. 

Soit  FF'  =  2c.  Le  triangle  F' MF  donne  : 

p'  =  4c*  -t-  p'*  —  4cp'  CCS  w. 

Remplaçons  p  par  sa  valeur  2a  —  p'  ;  il  vient  : 


4a*  -t-  p'*  —  4ap'  = 

ke  -+-  p'*  — 

•4cp' 

cosc 

ou 

ap' 

—  cp'cosw 

=  a^  —  e  = 

=  &'; 

d' 

où 

1 

6* 

^^v 

—  c  CCS  w 

Divisant  par  a, 

on  trouve 

6* 

, 

a 

flll          -' 

p 

P 

4- 

c 

-  -  CCS  û) 

a 

\j\X          a    ■    —  — 

^       1 

—  e cos  » 

si  l'on  fait  —=  p  et  ^  =e.  Telle  est  l'équation  polaire  de 
l'ellipse,  le  pôle  étant  placé  au  point  F'. 

Si  le  pôle  se  trouve  au  foyer  F,  w  étant  l'angle  MFX  que 
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le  rayon  vecteur  FM  =  p  fait  avec  la  droite  fixe,  on  aura 
pour  réquation  polaire  de  l'ellipse  : 


de  sorte  que 


ecosw 
P 


1  ±  e  ces  a 


est  l'équation  polaire  de  l'ellipse  pour  les  cas  où  le  pôle  se 
trouve  en  F  ou  en  F'. 

418.  Il  est  facile  de  discuter  cette  équation. 

Supposons  que  le  pôle  soit  en  F'.  On  obtient  alors  : 


1  —  e  CCS  w 
< 

Faisons  passer  l'angle  w  par  tous  les  états  de  grandeur 
depuis  0°  jusqu'à  ±  180°. 

Plus  l'angle  co  est  petit,  plus  cosinus  m  est  grand. 

Le  produit  e  cos  w  =  e  atteint  donc  son  maximum  lors- 
que w=  0°;  la  fraction  p  =jï—  s'élève  à  son  maximum, 
puisque  le  dénominateur  1  —  e,  qui  reste  toujours  positif, 
est  à  son  minimum.  Cos  m  restant  le  même  pour  des,  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  de  co,  le  rayon  vecteur  p  con- 
serve aussi  la  même  grandeur  :  ce  qui  prouve  que  la  courbe 
est  symétrique  par  rapport  à  la  droite  lixe  F'F;  elle  est  par- 
tagée en  deux  parties  égales  et  superposables  par  cette 
droite,  qui  est  ici  l'axe  de  symétrie  de  l'ellipse. 

A  mesure  que  co  augmente,  à  partir  de  0%  e  cos  co 
diminue,  le  dénominateur  de  la  fraction  devient  plus  grand 
et  le  rayon  vecteur  p  diminue. 

Pour  co  =  ±  90",  il  vient  : 

a 
qui  est  la  grandeur  de  la  double  ordonnée  MF' M'  pas- 

31 
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sant  par  le  foyer  F'  et  qu'on  nomme  le  paramètre  de  l'el- 
lipse («g.  214). 

Pour  des  valeurs  de  «  toujours  égales  et  de  signes  con- 
traires, >  90°,  cos  w  devient 
négatif,  —  e  cos  w  devient 
positif  et  la  valeur  de  p  dimi- 
nue de  plus  en  plus  jusqu'à 
w  =  ±  1 80°,  cos  (0  =  —  1 

est  la  plus  petite  valeur  de 
p  :  c'est  la  distance  du  som- 
met A'  de  l'ellipse  au  foyer  le  plus  proche  F'. 

Pour  les  valeurs  de  w>  180°,  cos  w  repasse  en  dimi- 
nuant par  les  mêmes  états  dcgrandeur  que  précédemment, 
ainsi  que  le  rayon  vecteur  lui-même. 

419.  Le  rectangle  FP  x  F'P'  des  perpendiculaires 
abaissées  des  deux  foyers  F,  F'  sur  la  tangente  à  l'ellipse  est 

équivalent  au  carré  b^ 
du  demi-petit  axe. 

Les  deux  triangles 
rectangles  FPT,F'P'T 
donnent  (fig.  215)  : 

FP  =  p  sina, 

F'P'=  p'  sina, 

FP  X  F'P'=pp'sin*a, 

p,  p'  étant  les  deux  rayons  vecteurs  menés  au  point  de  con- 
tact T,  et  a  désignant  l'angle  FTP.  Soit  FF'  =  2c. 
On  a  dans  le  triangle  quelconque  FF'T: 

4c'=p'* -4- p^ -t- 2pp'cos  2a;     mais     p-4-p'=2a. 
p2H-p'*=4a'-2pp';    d'où    4c'=4a*- 2pp'-+- 2pp' cos2;t, 


Fig.  215. 


c'^a"^ 


pp'sin*a,    6«=pp'sin*a  =  FPxF'P'. 


m 
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Aire  de  l'elllpcte. 

4»0.  Décrivons  un  cercle  sur  le  grand  axe  AA'  =  2a 
(le  rdlipse  connme  diamètre,  el  inscrivons  dans  la  dcmi- 
cireonférence  A'MM'M"A  un  polygone  régulier  d'un  certain 

nombre  de  côtés  (fig.  216).  Si,  des  points  M,  M', ,  on 

abaisse  des  perpendiculaires  MP,  M'P',  ces  perpendi- 
culaires rencontreront  l'ellipse  en  des  points  N,  N',  N" 

On  aura  : 

MP-+-MP' 

XPP'; 


2 

ir.i 

pèze 

elli 

ptique  NN'PP'  = 

NP 

-+-N'P' 

2 

mais, 

on 

sait 

que 

l'on  a  (412): 

NP       N'P' 
MP       W'P' 

6 
a 

b  éianl  le  demi-petit  axe  de  l'ellipse;  d'où  l'on  tire  : 

NP  -+-  N'P'       6 

MP  +  MP'  ""  a  ' 
On  a  donc  : 

trapèze  elliptique  NN'PP'       6 
trapèze  circulaire  MM'PP'       a 

Ce  rapport  des  deux  trapèzes  subsiste,  quelque  rappro- 
chés que  soient  les  points  M,  M'...  et  leurs  correspondants 
N,N'... 

Il  subsiste  encore  pour  leur  somme  et ,  par  conséquent, 
pour  les  aires  des  deux  polygones  dans  le  demi-cercle 
A'MM'M"A,  quelque  rapprochés  que  soient  les  sommets 
M,  M',  M",  N,  N',  N",  des  polygones;  de  sorte  qu'on  aura,  à 


484 


SECONDE    PAKTIE. 


la  limite ,  en  représentant  par  E  et  C  les  aires  de  l'ellipse  et 
du  cercle  : 

_  =r=  -  ;        d'où       E  =  TOO  , 


en  remplaçant  C  par  sa  valeur  nà^. 
Ainsi ,  l'aire  de  l'ellipse  est  égale  à  celle  d'un  cercle  dont 
Pj    2, g  le  rayon  est  moyen  proportionnel 

M'        Tvi"  entre  les  demi-axes  a  et  h  de  cette 

courbe. 

On  a  vu  précédemment  (274) 
que,  a',  b'  étant  les  deux  diamè- 
A  très     conjugués     d'une    ellipse, 
on  a  : 

a6  =  a'6'sinco, 

M  désignant  l'angle  que  font  entre 
eux  ces  deux  diamètres  conjugués.  Il  vient  donc  aussi  pour 
l'aire  de  l'ellipse,  en  fonction  des  diamètres  conjugués  ; 

E  =  Ta'6'sin  w. 

4»t.  Cherchons  l'aire  d'un  segment  elliptique  compris 
entre  les  pieds  des  abscisses  P,  P',  prises  sur  le  diamètre 
AOA',  et  les  ordonnées  NP,  N'P',  parallèles  au  diamètre 
BOB',  conjugué  de  AOA'  (fig.  217). 

MP  -+-  M'P' 
On  a  ;  trap.  cire.    MJI'PP'  = x  PP', 


trap.  ellipt.  NN'PP' 


NP  -+-  NT' 


X  PI, 


P'I  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P'  sur  lor- 
donnée  PN,  parallèle  au  diamètre  conjugué  BOB'. 
Mais,  dans  le  triangle  rectangle  PP'J,  on  a: 

P'I  =  PP'sina,, 
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Mêlant  l'angle  des  diamùires  conjugues;  de  sorte  qu'il 
vient  : 

t^p.  cHipt^NN'PP'  _  (NP  -+-  NT')  X  PP'sin  » 
trap.  cire.  MM'PP'"  ~ 

On  sait  que  l'on  a  (412) 

PN       PIS'       b'  Irap.  cllipt.  NN'PP'       b' 


(MP  -t-  M'P)  X  PP' 


PN'       b' 

=  -  ;      d'où 


sin  u. 


PM       P'M'       a"  Irap.  ciic  MM'PP'        a 

Ce  rapport  reste  constant,  quelque  rapprochés  que  soient 
Fig.  2,7.  les  points  M,  M'...,  N,  N'.  (I  reste 

j^,    M"  'g  même  pour  la  somme  de  tous 

ces  trapèzes;  de  sorte  qu'on  aura, 
à  la  limite,  en  représentant  par  .s- 
le  segment  elliptique  et  par  S  le 
1^  segment  circulaire  correspon- 
dant : 

// 
s  =  —  S  sin  «. 
a' 

Pour  avoir,  au  moyen  de  cette  formule,  l'aire  d'une 
ellipse ,  il  faut  remplacer  la  surface  S  du  cercle  par  sa 
valeur  ^a'^;  ce  qui  donne 

s  =  xu'b'  sin  a  , 

comme  précédemment. 

ApplicatloiiM. 


4*«.  Théorème  I.  On  joint  un  point  quelconque  M  d'une 
ellipse  aux  foyers  F,  F',  par  les  deux  droites  MF,  MF' 
qu'on  prolonge  jusqu'à  leur  rencontre  en  P  et  Q  avec  la 
courbe.  Démontrer  que  l'on  a  : 

MF      MF' 


FP      F'Q 


=  constante. 
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Fig.  218. 


Désignons  par  p,  p'  les  deux  rayons  vecteurs  FM,  F'M, 
et  par  w,  w'  les  angles  qu'ils  font 
avec  l'axe  de  l'ellipse,  AB  =  2a, 
la  distance  des  deux  foyers  étant 
FF' =  2c  (fig.  218).  Le  pôle  se 
trouvant  au  point  F,  on  a  : 

V 


p  =  — 

\  -\-  e  ces  w 

pour  l'équation  polaire  de  l'ellipse  au  point  M,  et 

P 


(1) 


FP 


1  —  e  CCS  w 


Le  pôle  étant  situé  au  foyer  F',  on  a  de  même  pour 
l'équation  polaire  de  l'ellipse  au  point  M  : 


P 


et 


F'Q  = 


e  cos  « 

V 

-  e  cos  «' 


(2) 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente, 

il  vient  : 

MF       MF'       1  —  ecosw       1-*-ecosw' 
1 = 1 . 

FP       F'Q       1  -f-  e  cos  w       1  —  e  cos  w' 

Si  l'on  remplace  cos  w,  cos  co'  par  leurs  valeurs  tirées 
de(l)et  de  (2),  on  a  : 

FM       F'M  _  2  (p  +  p')  —  2p  _  2  (2a^  —  6') 
FP  "^  FQ  ~  p       '~  ~         ÏF 

4*3.    Théorème  IL  La  somme  de  deux  cordes  focales 
conjuguées  d'une  ellipse  est  constante. 

Soient  MFP,  NFQ  deux  cordes  conjuguées  (fig.  219). 
L'équation  de  l'ellipse  étant 

«y  +  b'x^  =  aH,'      .     .     .     .     .     (1), 
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les  équations  des  deux  cordes  MF,  NF  sont  : 

Fig-  219-  y  =  r;  (x  —  r) .     .     .     (2), 

y  =  â'{x-c).     .     .     (3). 

fI/J"      En  combinant  (1)  et  (2),  on  a  : 


a^S^c  ±  a6*  \/l  -t-  ,y* 


X  = 


La  dilTérence  des  racines  donne  : 


on  a  de  même  : 


Comme  JVIF  ==(x' — a;")'-'  +  (/y'  —  y")^,  il  en  résulte 


MP 


On  obtient  également 


NQ 
MP  -V-  NQ  = 


et  en  ajoutant  : 

2a6*(l  -+-  â^)       2«6'(1  -f-  r) 


Mais  5'^  =-TTi  ;  donc 

fa'  -t-  //\  26* 

MP  -+-  NQ  =  2    =  2a  -f-  — 

\      a      J  a 

qui  est  vérifiée  pour  les  foyers. 

4«4.  Théorème  III.  La  portion  SR  d'une  tangente  mo- 
hile  à  VeUipsc,  comprise  entre  deux  tangentes  fixes  PT,  PT' 
et  vue  d'un  foyer  de  celte  courbe,  est  constante. 
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Fig,  220. 


La  droite  PF,  qui  joint  le  point  donné  au  foyer  F,  est  la 
bissectrice  de  l'angle  constant 
TFT'  =  2a  (407).  Les  droites 
RF,  SF,  qui  unissent  les  points 
de  rencontre  de  la  tangente 
mobile  RTS  et  des  tangentes 
fixes  au  même  foyer,  divisent 
chacun  des  deux  angles  égaux 
TFP,  T'FP  en  deux  parties 
égales;  donc,  l'angle  RFS  =  a.  Cette  propriété  est  générale. 
4!S5.  Théorème  IV.  Dans  une  courbe  du  deuxième  degré, 

la  perpendiculaire 
abaissée  du  foyer 
sur  une  corde  et  le 
diamètre  conjugué 
se  coupent  sur  la 
directrice. 

Démontrons  cette 
propriété  pour  l'el- 
lipse. La  droite  F'R 
passant  parle  foyer 
F'  et  perpendicu- 
laire à  MN,  dont  è  est  le  coefficient  angulaire,  a  pour  équa- 
tion : 

i 

2/  =  —  ^  (^  -»-  c). 

Le  diamètre  conjugué  OR  est  : 

y  =  6'x; 

avec  la  relation  dd'= 1 ,  on  a  pour  le  point  de  rencontre 

des  deux  droites  F'R  et  OR  : 
1 


(Tx 


[x  -4-  c)      OU      ââ'x 


c) 
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_x  =  -f-(x-t-c), 
ce  (jui  doniH;  :  x  = 


el 


4««.  Théorème  V.  Lorsqu'une  droite ,  de  longueur  con- 
stante, se  meut  de  manière  que  ses  extrémités  glissent  sur 
deux  droites  fixes,  se  coupant  à  angle  droit  ou  sous  un  angle 

quelconque ,  on  a  vu  (584) 
qu'un  point  quelconque  pris 
sur  cette  droite  décrit  pen- 
dant le  mouvement  de  celle- 
ci  une  ellipse.  Si  l'on  con- 
sidère cette  droite  dans  une 
de  ses  positions,  qu'on  élève 
par  ses  extrémités  des  per- 
pendiculaires aux  deuxcôtés 
de  l'angle  et  qu'on  trace  la 
normale  au  point  décrivant 
l'ellipse,  ces  trois  droites  se 
coupent  en  un  même  point. 
Soient  AB  =  a-t-6  et  AI\=a,  BN  =  6,  x^,y^  étant 
les  coordonnées  du  point  N. 

Le  point  N,  dans  le  mouvement  de  la  droite  AB,  décrira 
l'ellipse 


Fig. 

222. 

Y 

A 

R 

!îr;??y^ 

^'""^ 

V 

- 

\                   ** 

P  i 

l     B 

J 

X 

ay, 


6^x*  =  a'b\ 


L'angle  YOX  étant  droit,  la  normale  au  point  N  de  cette 
ellipse  est  : 

Les  triangles  rectangles  semblables  ABO,I\BQ  donnent: 
AO       a  -+-  6 
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de  même,  les  triangles  rectangles  semblables  AMN,  AOB 
fournissent  ; 

a        a  -+-  b 

^~~    OB    * 

La  perpendiculaire  AR  a  pour  équation  : 

(a  -+-  6)  Vi 

y=—jr-' 

celle  de  la  perpendiculaire  BR  est  ; 

(a  -f-  6)  X, 
x  = 


Ces  valeurs  de  x  et  de  y,  substituées  dans  l'équation  de 
la  normale 

3/  — 3/1  =  ^(^  —  ^0' 

satisfont  à   cette  équation  ;  ce  qui  prouve  que  les  trois 

droites  se  coupent  en  un  même  point. 

4)8'?.  Problème  I.  Deux  diamètres  mobiles  d'une  ellipse 

forment  entre  eux  un 
angle  constant.  De  l'extré- 
mité de  l'un,  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur 
l'autre;  on  demande  le 
lieu  décrit  par  les  pieds 
de  ces  perpendiculaires. 

L'équation  du  diamètre 
OB  est  : 

(1); 


d'où 
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Xi,  yi  étant  les  coordonnées  du  lieu.  Il  vient  pour  l'équa- 
tion de  OA  : 

y  = — i7-^' (2), 


x',  y'  désignant  les  coordonnées  du  point  A ,  et  K  la  (an- 
gente  trigonométrique  de  l'angle  constant  AOB. 
La  perpendiculaire  AM  a  pour  équation  : 

i 

y  —  u=  —  {x  —  x'). 
p 

yfv,     — -= ;      d'où      yi~u'  = (xi  —  x')     (5). 

L'équation  de  l'ellipse  est  : 

aV*-+-6V^  =  aT (/*), 

Combinons  (2)  et  (5),  il  vient  : 

î/,  +  Kx,    ,  a:, 

xi  —  K»/,  2/« 

d'où  x'  =  Xj  —  Kj/i ,     y'  =  y,  -f-  Kx,. 

Remplaçant  x' ,  y'  par  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la 
courbe,  on  obtient  : 

a*  (y,  -+-  Kxi)^  -4-  b\Xi  —  Ky,)»  =  o*6*, 

équation  d'une  ellipse  (fîg.  225). 

4*8.  Problème  IL  Chercher  le  lieu  géométrique  décrit 
par  le  point  tV intersection  M  de  deux  tangentes  TM ,  T'M  à 
une  ellipse,  et  qui  se  meuvent  parallèlement  à  un  système 
mobile  de  deux  diamètres  conjugués. 

En  prenant 

y  =  mx  ■+■  V^m^  -+-  6* 
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pour  l'équation  de  la  tangente  à  l'ellipse,  il  vient  : 

{x\  —  a^)  m*  —  Sxjî/im  -+-  yf  —  /)^  =  0 , 

x^,  2/1  él9"t  les  coordonnées  du  point  M  et  2a,  26  les  axes 
de  cette  courbe. 

Fig.  224. 
Y 


Puisque  les  tangentes  sont  parallèles  à  deux  diamètres 
conjugués,  pour  lesquels  on  a  la  relation  dS'  =  —  -j ,  on 
aura  pour  le  produit  des  deux  racines  dans  l'équation 
précédente  : 

VÎ  —  6*  b^ 


XI  —  a" 


72' 


qui  est  l'équation  du  lieu  ;  ce  qui  donne  : 

ahj\  -+-  b'x'\  =  2a*6% 

c'est-à-dire,  une  nouvelle  ellipse  semblable  et  concentrique 
à  la  première:  c'est  le  lieu  des  sommets  de  tous  les  parallé- 
logrammes conjugués  circonscrits  à  l'ellipse  donnée. 

4*».  Problème  III.  Deux  cordes  conjuguées  passent  par 
le  foyer  d'une  ellipse.  Aux  points  de  rencontre  de  ces  cordes 
avec  la  courbe,  on  tnene  deux  tangentes;  chercher  le  lieu 
décrit  par  l'intersection  M  de  ces  tangentes. 
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Soient  [x',  y'),  (oc",  y")  les  coordonnées  des  points  de 

contact  T,  T'  (fig.  225). 
On  aura  ; 

aY*-+-6V*=a*/>»  (i), 
En    désignant    par  f 


On  a  la  relation 


Pabscisse  du  foyer,  l'é- 
quation de  FT  est  : 

y'  =  o{x'-n.   .(5), 

et  celle  de  FT'  : 

y'  =  'r{x"-n (4). 


Multipliant  (5)  par  (4),  il  vient  : 
y'y"=zrjrr[x'  -  f)[x"-t')     ou     y'y"=§S'[x' x"  -  f'[x' -^x"  )-\- f^] 
et,  en  remplaçant è^'  par  —  ^  : 


i;- 


y'y"  =  -    ,  [x'x"  —  f{x'  -+-  x")  +  f  ]    . 


W)- 


De  la  simultanéité  des  équations  (1)  et  (2),  on  tire  pour 
la  somme  des  racines  : 

2a^fe'ar, 
x'-+-  x" 

cl  pour  leur  produit  : 

x'x 

On  aura  de  même  : 

a  y\  -»-  b  Xi 


a'y\ 

•i-b'xi 

a*(6-- 

-!/?) 

uhj]-^ 

h'x', 

b'{a'- 

-^\) 
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Remplaçant  dans  (4'),  il  vient  : 

équation  d'une  ellipse. 

430.  Problème  IV.  Deux  diamètres  mobiles  d'une  ellipse 
sont  perpendiculaires  entre  eux.  Aux  extrémités  T,  T'  de 
l'un  de  ces  diamètres,  on  mène  des  tangentes  qui  rencon- 
trent le  second  diamètre  en  des  points  M  dont  on  demande 
le  lieu. 

Fig.  226. 


L'équation  de  l'ellipse  pour  le  point  de  contact  T  {x',y') 


est 


a'j/'*  -»-  6*x''  =  a*6* 


celle  de  la  tangente  MT  est 


a^ijty'  ■+■  b^XiX'  =  a*6* 


0); 


(2), 


aci,  yi  étant  les  coordonnées  du  point  M.  L'équation  du 
diamètre  OM  est  de  la  forme  : 


y  =  mx, 
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Cl  comme  il  est  perpendiculaire  au  diamètre  TOT'  dont  le 
coelficient  angulaire  est  |-, ,  l'équation  de  OM  est  : 

x' 
y  =  —  —  X. 

y' 

Puisque  cette  droite  passe  par  le  lieu,  on  a  : 

x' 

yi  =  — j^i    ......    (5). 

y 

Si  ion  substitue  dans  l'équation  (i)  les  valeurs  fournies 
par  (2)  et  (3),  on  trouve  pour  l'équation  du  lieu  : 

^  ■*"  ^  "  ^»  ■ 
Pour  x=  00,  il  vient 

y  =  ±-J>,      y=OP  =  OP', 
c 

ce  qui  détermine  les  deux  asymptotes  LL',  IIH'  parallèles 
à  l'axe  des  x.  De  même,  pour  yy  =  oo  ,  on  a  : 

x  =  ±-a,      x  =  OR  =  OR' 

C" 

et,  en  menant  par  les  points  R,  R'  des  parallèles  à  l'axe 
des  y,  on  obtient  les  deux  asymptotes  NN',  VV'(fig.  226). 

43t.  Problème  V.  Des  foyers  F,  F'  d'une  ellipse,  on 
abaisse  des  perpendiculaires  FP,  F'P'  sur  une  tangente 
mobile  à  cette  courbe.  On  joint  inversement  les  foyers  F,  F' 
aux  pieds  P,  P'  des  perpendiculaires.  Chercher  le  lieu  décrit 
par  le  point  M,  intersection  des  droites  FP,  F'P. 

La  droite  FP  étant  perpendiculaire  à  la  tangente  à  l'el- 
lipse au  point  (a;',  y'),  a  pour  équation 
a^xi' 

r  étant  l'abscisse  du  foyer  F  et  2fl,  26  les  axes  de  l'ellipse. 
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Pour  avoir  les  coordonnées  du  point  P,  il  sufïit  de  com- 
biner cette  équation  avec  celle  de  la  tangente  à  l'ellipse,  à 
savoir  :  2     »      12     /       2t.2 

,   ,                     a*(c  -4-  x'\  u-u' 

ce  qui  donne  :  x  =  —^ -^     y 


ex  a  -+-  ex 

Pour  obtenir  les  coordonnées  du  point  P'  (fig.  215),  il 
sulïît  de  changer  dans  ces  valeurs  c  en  —  c;  de  sorte  qu'on 
aura  pour  les  droites  FP',  F'P,  les  équations  : 

aY{xi  —  c) 


ar  [x'  —  c)  —  c{a^  —  ex') 

a^y'{xi  ■+■  c) 
a^{x'  -+-  c)  -f-  c(a*  -f-  ex')' 


d'où  l'on  tire  :    v'^^Vu 

En  remplaçant  dans  l'équation  de  l'ellipse 
ay  -t-  b^x""  =  a%% 
on  obtient  pour  le  lieu  l'équation  : 

4  (2a-  —  b')  y\  +  4a^6^a;?  =  b^  (2a^  -  6^)' 
qui  représente  une  ellipse.  Cette  courbe  rencontre  l'axe  des 

6 
2 


17  à  la  distance  |  de  l'origine,  et  celui  des  x  à  la  distance 

2o«  —  62 


2a 

43».  Problème  VI.  On  donne  une  ellipse  et  une  tangente 
mobile  à  cette  courbe.  Aux  deux  extrémités  AetB  du  grand 
axe,  on  élève  des  perpendiculaires  qui  rencontrent  la  tan- 
gente mobile  en  S  et  en  R.  On  joint  ces  deux  points  inver- 
sement et  directement  aux  deux  foyers  F,  F'.  Chercher  les 
lieux  de  V intersection  de  ces  droites. 

Soient  x',  y',  les  coordonnées  du  point  de  contact  T. 
L'équation  de  l'ellipse  est  : 

a^y'"^  H-  U^x'"'  =  aW. 
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(Iclie  de  la  tangente  pour  le  mênnc  point  est  : 

f"'»-'"'-  a'yy' +  b'xx' =  a%\ 

Les  coordonnées  des  points 
R  et  S  sont  : 

ix  =  a 

R  alt^—b^x' 

l!/= ; — ' 

«y 

f  x  =  —  a 

^  I  ab^  -+-  b^x' 

^2/= ; 

ay 

On  a  pour  l'équation  de  la 
droite  F'  R  : 

oî/,  (a  -4-  c)y'  -i-  b'^  (x,  -t-  c)  x' 
=  a6*(x,  -+-  c); 
celle  de  FS  est  : 

—  ayi  {a  -t-  c)  y'  -+-  6*(c  —  ar,)  x'  =  —  ab^{c  —  x,). 

De  ces  deux  équations,  on  tire  : 

aXi  6*  (c*  —  x\) 

x' =  — »     «'==— 

c  f(a-+-c)y. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

ahj'^  -4-  b'x'^  =  a^b\ 

on  trouve  pour  le  lieu,  après  simplification  : 

(a  -+-  c)  j/î  ■+-  (a  —  c)  xî  =  (a  —  c)  c* 

qui  représente  une  ellipse  coupant  l'axe  des  x  aux  distances 
±  c  de  l'origine  et  l'axe  des  y  aux  distances  db  c  j/j-^^- 
Si,  au  lieu  de  joindre  les  points  R  et  S  inversement 

52 


498  SECONDE    PARTIE. 

aux  foy(MS,  on  les  joinl  directeinenl,  on  trouvera  pour  x'  et 
pour  i/  les  valeurs  : 

aXi         ,  b^  {(^  —  xf) 

^  ~       y/      '^  {a  —  c)  cy^ 

et  pour  le  lieu ,  l'ellipse 

(a  —  c)y\  -\-  {a  -4-  c)  x,  =  (a  -t-  c)  c^ 

qui  rencontre  l'axe  des  x  aux  distances  ±  c  de  l'origine  et 
l'axe  des  y  aux  distances  rb  c  [/^^g. 

433.  Problème  VII.  Un  angle  constant  w  dont  le  sommet 
est  situé  à  l'extrémité  A  de  l'axe  de  symétrie  d'une  ellipse, 
tourne  autour  de  ce  point;  les  côtés  de  cet  angle  rencon- 
trent la  courbe  aux  points  variables  C,  D  ;  on  joint  le  point 
C  au  centre  0  de  l'ellipse.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le 
point  M,  intersection  des  droites  CMO  et  AMD. 

Plaçons  l'origine  des  axes  coordonnés  au  centre  de  l'el- 
lipse; 2a,  26  étant  les  axes  de  celle-ci,  on  a  l'équation 

a^y^  -\-  6^x^  =  a^6^ 

Soient  x',  y'  les  coordonnées  du  point  C,  x^,  y^  celles  du 
point  M  et  a  l'angle  variable  DAX. 
La  droite  AC  a  pour  équation 

r/'=tg(co  -f- «)  (x' -f-  a)  .     .     .     .     .     (1) 

et  la  droite  AD  qui  passe  par  le  point  M  : 

2/,  =  tga(ar, -f- a) (2). 

L'équation  de  la  droite  OC  est  : 

!/i  =— i^i (5); 

X 

en  y  ajoutant  celle  de  l'ellipse  pour  ie  point  C,  il  vient  : 

o«î/"  -h  b'x'^  =  a%^ (4). 
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On  obtient  donc  un  syslème  de  quatre  équations  à  trois 
variables  x',  y'  et  a;  on  trouve  pour  x'  et  y'  les  valeurs  : 

ax^  [(«  -4-  aci)  tg  «  -+-  t/,] 


y 


«2/1—  [y\  -^  x\-*-  aa:,)tgw 
ayi\{a-\-  a;,)tga;  -h  y,] 


«y»  —  (yi -t- ^î  •+-  «a:,)tgco 

En  les  substituant  dans  I  équation  (4),  et  en  représentant 
tgvi  par  c,  on  a  pour  le  lieu  l'équation 

{ahj\  -+-  ^'.ï!)  [»/i  -t-  c  (a  -+-  0-,)]*  ==  6*  [ay ,  —  f  (?/?  h-  x?  -t-  aar,)]% 

qui  est  une  courbe  du  quatrième  degré. 

Si  l'angle  w  =  0,  on  retrouve  l'ellipse  donnée,  et  si 
«=  90",  on  obtient  l'équation 

{x\  -\-  y\  -\-  «X,)*  =(«-+-  Xif  {ahj\  -f-  6^x*) , 

i|iii  est  également  une  courbe  du  quatrième  degré. 

4341.  Problème  VIÏ!.  Chercher  le  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  centre  d'une  ellipse  donnée  sur 
les  tangentes  à  cette  courbe. 

En  prenant  des  axes  comme  précédemment  (452),  on  a  : 

Fig.  228.  ay  -f-  6*x'  =  aT 

pour  l'équation  de  cette 
ellipse. 

Le  coefficient  angulaire 
de  la  tangente  au  point 
(x',î/')étant— ^,,réqua- 
X  lion  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  sur  la 
tangente  sera  : 


Y 

M^"" 

^\ 

r 

^ 

aIp             0 

f'Ja'      : 

vv~--_£ 

^ 

,'' 

1  x„  y^  désignant 

les  ( 

coordonnée 

2/« 


6^x 


,^i  •     (i), 
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Puisque  la  tangente  à  l'ellipse  passe  par  ce  point,  on  a 

également  : 

a^yiy'  -4-  If'x^x'  =  a^b'^ (2), 

et  aY""  -t-  b'x"  =^aW (5) 

pour  l'ellipse  passant  par  le  point  de  contact  (x' ,  y').  Si  l'on 
prend  les  valeurs  de  x'  et  de  y'  entre  les  deux  premières 
équations  et   qu'on  les  substitue  dans  la   troisième,  on 

obtient  : 

a^x\  -t-  b^y]  =  {y\  +  x\f, 

(|ui  est  l'équation  du  lieu. 

On  voit  que  c'est  une  courbe  du  4'"*  degré  qui  touche 
l'ellipse  aux  extrémités  des  axes  de  celle-ci.  Si  l'on  cherche, 
d'après  les  procédés  connus,  pour  quelle  valeur  de  x 
l'ordonnée  correspondante  s'élève  à  son  maximum ,  on 
trouve 

X  =  de:  et      y  =  ±  —  • 

2c  ^  2c 

En  coordonnées  polaires,  cette  équation  est  plus  simple. 
En  plaçant  le  pôle  à  l'origine  et  dirigeant  la  droite  fixe  sui- 
vant l'axe  des  x,  on  a  ; 

X  =  0  cos  w ,     y  =  p  sinoo, 

et  l'équation  du  lieu  est  ; 

p^=a*— c^sin^w. 

Sur  le  grand  axe  2a  de  l'ellipse  comme  diamètre,  décri- 
vons une  circonférence,  et  par  le  foyer  F,  menons  une 
droite  quelconque  Fi\I,qui  rencontre  en  M  la  circonférence, 
Du  centre  0,  menons  une  parallèle  à  la  droite  FM,  et  du 
point  M  abaissons  la  perpendiculaire  MP  sur  cette  paral- 
lèle :  le  pied  P  sera  un  point  de  la  courbe  donnée  (fig.  228). 

En  effet,  on  a  : 

ÔP  =  ÔM'—  MP  =  a-  —  c-  sin  -a>: 


(I  ou 


cl 
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2      2  ,.î 


!/^=P 


P 


"Sin'o; 


o^ —  f  sin  w 
c*  sin*&) 


(a^  —  r^sin^w). 


La  somme  des  deux  fticleurs  de  ce  produit  étant  con- 
-slante,  le  maximum  do  7  répond  à  Tégalilé  de  ces  facteurs, 
ce  qui  dorme  : 

c*sin*w  =  a^ — c^sin^w;     d'où     sinw= 

cl/2 

435.  Problème  IX.  Cherche?'  le  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires ahaissées  du  centre  de  l'hyperbole  sur  les  tan- 
gentes à  cette  courbe. 

En  suivant  la  môme  marche  que  précédemment  (454)  , 
on  trouve  pour  1  équation  du  lieu 

ol  en  coordonnées  polaires 

p^=  a* —  c^sin^co. 

Cette  équation  est  trop  simple  pour  que  nous  nous  y  arrê- 
tions.  La  courbe 
représentée     par 
celte  équation  est 
uneespècedelem- 
niscate  (fîg.  229). 
Pour    obtenir 
un  point  P  de  la 
x"  courbe,  il  faut  me- 
ner, du  foyer  F  de 
l'hyperbole,    une 
sécante    quelcon- 
que FM  qui  ren- 
contre la  circonfé- 
rence décrite  sur  l'axe  transverse  2a  de  cette  courbe  en 


SOS 
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un  point  M.  De  ce  point,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
MP  sur  la  parallèle  à  FM  menée  par  le  cenu*e  0  de  l'hyper- 
bole; il  est  évident  que  l'on  a ,  comme  précédemment  : 


OP  =  OlM  ~  MP 


ou 


p  —  a  —  c  sui  w. 

La  valeur  qu'il  faut  donner  à  l'abscisse  x  pour  que  l'or- 
donnée y  s'élève  à  son  maximum  est 


al/2c^— a^ 


X  = 


d'où     y  = 


'2c         '  •"        2c 

436.  Problème  X.  Étant  donné  un  système  mobile  BD', 

A  A'  de  deux  diamè- 
tres eonjugués,  par 
l'extrémité  D(x',y') 
de  l'un,  on  abaisse 
utie  perpendiculaire 
DP  sur  l'autre. 
^  Chercher  le  lieu 
géométrique  décrit 
par  le  point  P. 

La  droite  DP  qui 
est  perpendiculaire 
au  second  diamètre, 


et  qui  passe  par  le  lieu,  a  pour  équation  : 


y^—y 


yi 


{x,—  x'). 


:«). 


La  relation  des  diamètres  conjugués  a'^§à'=  —  62 devient 
pour  les  points  D  et  P  (fig.  250)  : 

a^yiy'=  —  b^x^x' (2). 

L'équation  de  l'ellipse  passant  par  D  est  : 

a^î/'* -+- 6V*=  ««6^ (5). 

Les  équations  (1)  et  (2)  déterminent  les  valeurs  deac'  et 
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Fig.  231. 


de  y'',  en  substitiianl  eelles-ei  dans  (3),  on  a  pour  Téqua- 
lion  du  lieu  : 

437.  Problème  XI.  Un  quadrilatère  eut  circonscrit  à 
une  ellipse.  Deux  côtés  opposés  de  ce  quadrilatère  sont  tan- 
gents aux  extrémités  d'un  même  diamètre.  Chercher  le  péri- 
mètre minimum  de  ce  quadrilatère. 

Prenons  ce  diamèlre  A'OA^  pour  axe  des  x  et  son  conju- 
gué pour  axe  des  y  (fig.  231  ). 
Soient  2rt',  26'  les  longueurs 
de  ces  deux  diamètres  con  - 
jugués. 

L'équation  de  la  tangente 
à  TeHipse  sera  : 

a'^yy'  -h  b'^xx'  =  a%'^. 

Soit  AD  cette  tangente; 

elle  passe  par  A   dont  les 

coordonnées  sont  x  =  a'  et  ?/  =  Y.  L'équation  précédente 

devient  : 

a'Xy'  -+-  b'^x'  =  a'b'^, 

x',  y'  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact.  On  sait 
que,  si  x'  augmente,  y'  diminue,  et  réciproquement.  Si 
x'  =  0 ,  y'  =  b'  ;  ce  qui  donne  : 

Yy'  =  b'K 

Ce  produit  de  deux  facteurs  est  constant;  puisque  .v'=6' 
atteint  son  maximum,  il  s'ensuit  que  Y=b'  descend  à  son 
minimum.  Les  côtés  du  quadrilatère  dont  le  périmètre  est 
minimum  sont  donc  tangents  aux  extrémités  des  deux  dia- 
mètres conjugués;  de  sorte  que  ce  parallélogramme  est 
conjugué. 

438.  Problème  XIL  Inscrire  dans  un  parallélogramme 
donné  une  ellipse  dont  la  surface  soit  maximum. 
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Soient  2a,  26  les  longueurs  des  diagonales  du  parallé- 
logramme donné;  2x,  2?/  les  deux  diamètres  conjugués 
inconnus  dirigés  suivant  ces  diagonales.  On  aura,  comme 
on  Ta  vu  précédemment,  les  équations  : 

TTxy  s\ncc  =  E, (2), 

w  étant  Tangle  des  deux  diagonales  du  parallélogramme, 
et  E  la  surface  inconnue  de  Tellipse.  En  éliminant  y,  il 
vient  : 


9     y  &. 


a^E* 


2        •'^4        7r*6*sin*w 

ce  qui  donne  pour  la  surface  maximum  : 

Tzab  sin  w             ^                 a                           h 
E  = ;      d'où      x= et     w  = 

On  voit  que  cette  ellipse  est  tangente  aux  milieux  des 
côtés  du  parallélogramme. 

439.  Problème  XIII.  Inscrire  dans  un  triangle  donné 
Fig.  252.  ABC  une  ellipse 

qui  louche  les  trois 
côtés  de  ce  trian- 
gle en  leurs  mi- 
lieux (fig.  232). 
Prenons  la  mé- 
diane AM  =  m 
et  une  parallèle 
HOE  à  la  corde 
de  contact  M'M" 
pour  les  deux  dia- 
mètres conjugués 
de  cette  ellipse.  Soit  BC  =  6,  et  posons  OD  =  a'  et  OE  =  6', 


M 
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2a',  26'  étant  les  deux  deux  diamètres  conjugués  inconnus, 
dette  ellipse  aura  pour  équation  : 

a'Y  -4-  b'^x"  =  a'%'\ 

Si,  dans  1  équation  de  la  tangente,  on  fait  »/  =  (),  il 
viendra  ; 

01  X  OA  =  Ôd'; 

Ml 

mais ,  01  =  IM  —  OM  = a', 

2 

OA  =  m  —  a'. 
On  a  donc,  pour  déterminer  a  et  b',  les  équations  : 

'm 


a%' 

Im 

\' 

+6'-^ 

-a']   -  a'^b"" 

16 

lï 

y 

-—a'^{m  —  a)  =  a'^     .     .     .     .     (1), 

•    •    (^); 

.    ,                             m                         b 
<r  qui  donne  :        tt=—     et     6'== -• 

^  21/5 

On  voit  que,  pour  obtenir  la  grandeur  du  demi-diamètre 
f'onjugué  a',  il  faut  joindre  le  sommet  C  du  triangle  au 
milieu  iM'  du  côté  opposé  :  les  deux  médianes  AM  et  CM' 
se  rencontrent  au  centre  0  de  l'ellipse,  qui  est  le  centre 
de  gravité  du  triangle.  Quant  au  demi-diamètre  conjugué  b', 
il  est  égal  à  la  moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit  au 
iriangic  équilatéral  dont  BC  est  le  côté.  On  connaît  donc 
tous  les  éléments  voulus  pour  construire  cette  ellipse. 

440.  Problème  XIV.  Etant  donné  un  parallélogramme 
et  une  droite,  décrire  une  ellipse  tangente  aux  côtés  du 
parallélogramme  et  à  la  droite  (fig.  235). 

Il  est  permis  de  considérer  les  deux  diagonales  du  parai- 
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lélogramme  comme  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse, 
les  grandeurs  2a',  26'  étant  inconnues,  et  l'origine  se  trou- 
vant au  centre  du  parallélogramme.  OA,  OB  étant  les  axes 
Fig.  235.  ^^6s  X  et  des  y,  il 

viendra  : 

a'y -+-/)' V=a'^6'^ 

pour  l'équation  de 


l'ellipse. 

Soient  AD=2a, 
BC  =  26  les  lon- 
gueurs des  diago- 
nales du  parallélogramme,  et  OK  =  m,  OH  =  n,  les  dis- 
tances, à  partir  de  l'origine,  où  la  droite  donnée  coupe 
les  axes  coordonnés.  Les  deux  côtés  BA  et  AC  du  parallélo- 
gramme étant  tangents  à  l'ellipse,  on  aura  l'équation 

a"^ijy'  ■+■  b'^xx'  =  a'^b''^, 

qui  est  satisfaite  pour  les  coordonnées  du  point  A  ou  y=0, 
a;  =  rt;  ce  qui  donne  : 

ax'=  a'^. 

On  obtient  de  même  pour  le  point  B  :  by'  =  b"^. 

La  courbe  passe  évidemment  par  le  point  de  contact 
(x',  y').  On  a  donc  l'équation  : 

a""      b'^ 

0). 


=  I 


qui  nous  apprend  que  les  diamètres  conjugués  2a',  26' 
sont  les  axes  coordonnés  d'une  ellipse  dont  2a,  26  sont  les 
diamètres  conjugués. 

La  droite  HK  a  pour  équation  : 


V       X 
n       m 
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Celte  droite  doit  être  tangente  à  l'ellipse 

a'Y  +  t'V  =  a'^6'*; 
ce  qui  fournil  1  équation 

n*a'* -+- m*6'*  =  m*/i' (-2), 

qui  est  ecile  d'une  ellipse  dont  2m,  2«  sont  les  diamètres 
conjugués.  Les  deux  diamèlrcs  conjugués  2rt',  26'  seront 
déterminés  par  rinlerseciion  des  deux  ellipses  (1)  et  (2). 

I.  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  d'intersection 
de  la  perpendiculaire,  abaissée  du  centre  d\mc  ellipse  sur 
une  tangente,  avec  l'ordonnée  prolongée  du  point  de  contact. 

L'équalion  du  lieu  est 

la  courbe  est  une  ellipse. 

II.  Le  sommet  A  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle 
ABC  et  le  sommet  B  de  ce  triangle  glissent  sur  deux  droites 
fixes  perpendiculaires  entre  elles.  On  demande  le  lieu  décrit 
par  le  troisième  sommet  C. 

En  désignant  par  6  et  c  les  côtés  de  l'angle  droit,  l'équa- 
tion du  lieu  est  : 

h^x\  -^-  [h^  -+-  c*)  y]  —  ^bcx.y^  =  h'. 

III.  Une  droite  AT  se  meut  autour  du  sommet  de  symé- 
trie d'une  ellipse.  Au  point  où  cette  droite  rencontre  la 
courbe,  on  mène  une  tangente  à  celle-ci.  Du  centre,  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  tangente  :  on  demande 
le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  de  cette  perpendicu- 
laire avec  la  droite  AT. 
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On  obtient  : 

aYi  -t-  x\[^a^  -  b')  -+-  ^ax^ [b'  —  ii")  =  a%^ 

pour  l'équation  du  lieu.  La  courbe  est  une  ellipse. 

IV.  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  milieu  d'une  sécante 
qui  tourne  autour  du  foyer  d'une  ellipse. 

Il  vient  : 

a^yl  -+-  b'^xl  —  b^cxt  =  0. 

V.  Trouver  le  lieu  des  intersections  des  normales  mcnitcs 
aux  extrémités  d'une  corde  focale. 

L'équation  du  lieu  est  : 

a'b'{x  -+-  cf  +  {a'  -t-  c'y  y'  =  b'c{a'  -t-  c')  (x  +  c). 

VI.  On  donne  une  ellipse  fixe  et  une  circonférence  con- 
centrique, de  rayon  variable.  Aux  points  où  cette  circonfé- 
rence rencontre  l" ellipse,  on  mène  des  tangentes  aux  deux 
courbes.  Du  centre,  on  mène  une  parallèle  à  la  tangente  à 
l'ellipse.  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  d'intersec- 
tion de  cette  droite  avec  la  tangente  à  la  circonférence. 

On  aura  l'équation  : 

(a^  -V  by{aSj]  -4-  b^x\)  x\y]  =  {b'x\  -+-  a'yXf. 

VU.  On  donne  une  ellipse  fixe  et  une  circonférence  con- 
centrique de  rayon  variable.  On  mène  les  tangentes  com- 
munes aux  deux  courbes.  Du  centre ,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  ces  tangentes.  On  demande  le  lieu  décrit 
par  les  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

Le  lieu  est 

a'x]  -+-  by,  =  (v?  -t-  x',f. 

VIII.  Un  rectangle  quelconque  étant  circonscrit  à  une 
ellipse,  le  parallélogramme  qui  a  pour  sommets  les  points 
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de  contact  a  un  périmètre  constant,  et  deux  côtés  consécutifs 
font,  avec  la  tangente,  des  angles  égaux. 

IX.  Dans  un  trapèze,  on  donne  :  une  des  bases  parallèles 
en  grandeur  et  en  position ,  l'autre  base  en  grandeur  seule- 
ment  et  la  somme  des  deux  autres  côtés.  Trouver  le  lieu 
ili'  rintersection  des  diagonales. 

X.  Un  des  sommets  d'un  parallélogramme  circonscrit  à 
nue  ellipse  glisse  sur  une  directrice;  prouver  que  le  sommet 
opposé  décrit  l'autre  directrice,  et  que  les  deux  autres  som- 
mets sont  sur  un  cercle  ayant  le  grand  axe  de  l'ellipse  pour 
diamètre. 

VI.  Si,  da?is  une  conicjue  ayant  F  pour  foyer,  on  mène 
une  corde  PP'  par  un  point  fixe  0 ,  le  produit 

lang.  i  PFO  X  tang.  i  P'FO 
est  constant. 

XII.  Si,  par  un  point  0,  on  mène  deux  droites  passant 
par  les  foyers  d'une  ellipse  (ou  tangentes  à  une  conique 
homofocale)  et  coupant  la  courbe  aux  points  R,  R',  S,  S', 
ou  a  la  relation 

i  11  1 


HO  SECONDE    PARTIE. 


CHAPITRE    XXII. 
DE  l'hyperhom:. 

441.  Lorsque  les  coefficients  M  et  N  de  y/^  et  de  «* 
sont  de  signes  contraires,  l'équation  (197) 

My  —  Na;'  =  —  F' 

représente   celle   de  l'hyperbole  rapportée  à  son  centre, 
comme  origine,  et  à  ses  axes  de  symétrie. 

Faisons  successivement,  dans  cette  équation,  x=Q  et 
?/  =  0;  désignons  par  6  et  par  a  les  valeurs  correspondantes 
de  y  et  de  x.  On  aura  pour  les  distances  où  l'hyperbole 
rencontre  les  axes  coordonnés  : 

M  X  ÔB  =  —  F'      et      N  X  ÔA  =  -t-  F'. 

On  voit  déjà  que  l'hyperbole  ne  rencontre  pas  l'axe  des 
ordonnées.  On  porte  cependant  sur  cet  axe,  à  partir  de 
l'origine  ou  centre  de  la  courbe,  des  longueurs  égales  et 
de  signes  contraires  OB  =  OB'  =  6  (fîg.  234);  d'où 

F'        F' 

M= =— • 

OB        ^ 

Comme  N  x  OA  =  F',  on  prend  sur  l'axe  des  x  des  lon- 
gueurs égales  OA  ==  OA'  =  a,  et  il  vient  : 

F'  ■ 
N=-. 
ar 

En  remplaçant  M  et  N  par  ces  valeurs,  on  aura  : 

y     ^ 
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pour  réqualion  de  l'hyperbole,  ou  bien  encore: 

ay-6V  =  — a'6^ (I), 

dont  on  se  sert  souvent. 

Celte  équation  ne  diffère  de  celle  de  l'ellipse  que  par  le 
signe  de  /j^  qui  est  devenu  négatif,  c'est-à-dire  que  h  s'est 
changé  en  b[/ —  1. 
Cette  équation,  comme  celle  de  l'ellipse,  est  homogène. 

L'axe  A0A'  =  2a 
(lig.  234),  qui  rencon- 
tre la  courbe  aux  deux 
sommets  A,  A',  se 
nomme  Vaxe  trans- 
verse de  l'hyperbole, 
et  l'axe  BOB' =  26  se 
nomme  Vaxe  imagi- 
naire, Vaxe  non  trans- 
verse ou  bien  encore  le 
second  axe. 

442.  Pour  transporter  l'origine  au  sommet  A  de  l'hyper- 
bole, il  faut  évidemment  changer,  dans  l'équation  précé- 
dente, a;  en  X  -f-  o;  on  a,  dans  ce  cas  : 


2/*  =  —  (2ax  -f-  X* 


(2). 


Si  l'hyperbole  est  équilatère,  2a  =  26  et  les  équations 
)  et  (2)  deviennent  : 


**—   S) 


y^  =  "lax  ■+■  X 


et 


î/*  —  X*  = 


A  l'inspection  de  l'équation  ahj^  —  b^x^  =  —  a^b'^,  on 
voit  qu'à  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  x 
correspondent  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires 
de  j/,  et  réciproquement. 
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Puisque  les  axes  coordonnés  sont  rectangulaires,  l'hy- 
perbole est  donc  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes 
A0A'==2a,  BOB' =  26,  qui  sont  nommés  les  axes  de 
symétrie  de  cette  courbe. 

De  l'équation  (1),  on  tire  : 


y 


=  ±-\/x'—a' 


a 


la  plus  petite  valeur  que  l'on  puisse  attribuer  à  x  est  évi- 
demment oc  =  it  a;  d'où  y  =  0. 

A  mesure  que  x  grandit,  à  partir  de  a,  les  valeurs  de  y, 
toujours  égales  et  de  signes  contraires,  vont  en  augmen- 
tant et  deviennent  d'autant  plus  grandes  que  celles  de  x 
sont  elles-mêmes  plus  grandes. 

Ainsi,  en  faisant  passer  l'abscisse ac  par  tous  les  étals  de 
grandeur  possibles,  à  partir  de  a  jusqu'à  l'infini,  y  passe 
lui-même  par  tous  les  états  de  grandeur  depuis  0  jusqu'à 
l'infini;  ce  qui  donne  la  branche  SAS'. 

En  faisant  passer  x  négativement  par  les  mêmes  états 
de  grandeur  que  précédemment,  depuis  x  =  —  a  jusqu'à 
x  =  —  oo  ,  les  valeurs  correspondantes  de  y  passent  aussi 
par  les  mêmes  états;  il  s'ensuit  que  la  branche  RA'R',  que 
l'on  obtient  ainsi,  est  égale  et  superposable  à  la  première 
SAS'.  Ces  deux  branches  sont  séparées  par  un  intervalle 
X  =  2a. 

443.  Deux  hyperboles  sont  conjuguées  lorsqu'elles  ont 
le  même  centre  et  que  l'axe  imaginaire  de  l'une  est  dirigé 
suivant  l'axe  réel  de  l'autre,  et  réciproquement.  Ainsi, 
l'hyperbole  qui  a  pour  équation 

aY  —  b'x'  =  a^b^ 

est  conjuguée  de  celle  représentée  par  l'équation 

aY  —  b^x'  =  —  a^b\ 
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Conmtrucdon  de  l'hyperbole. 

444.  Cherchons  la  courbe  décrite  par  un  point  mobile  M, 
telle  que  la  différence  des  dislances  de  ce  point  à  deux  points 
fixes  F,  F'  soit  égale  à  une  longueur  constante  2a. 

Plaçons  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires  au 
milieu  0  de  FF'  =  2c. 

Fig.  235. 


Soient  x,  =  OP,  yi  =  MP  (fig.  235)  les  coordonnées 
«lu  point  M,  et  FM  =  p,  F'M  ==  p'.  On  a  : 

p'— p  =  2a,     p'*  =  t/î -4- (a;, -4- c)S     ç^  =  yl-^  (xi  -  cf, 

et,  par  soustraction  : 

2ca:,  ,        ,      ex,  ex, 

p  -+- p  =  ;      flou      p= ha,      p= a. 

a  a  a 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  p  ou  de  p'  dans  l'une  des 
«juations  précédentes,  il  vient  : 

ahjl  _  (c^  —  a*)  xl  =  —  a'  (e^  —  a*). 

En  posant  c^  —  a'^  =  b'^  et  en  supprimant  les  indices, 

Il  obtient  : 

a^y^  —  6*x*  =  —  a^b^, 

qui  est  l'équation  de  l'hyperbole  dont  2a  et  26  sont  les 
axes. 

33 
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On  a  évideminenl  c  >  a,  car  le  triangle  FF'M  donne  : 

2c  >  p'  —  p  =  2a. 

Prenons  les  dislances  OA  =  OA'  =  a.  Les  points  A  et 
A'  appartiennent  à  la  courbe  demandée  et  en  sont  les  som- 
mets, et  AA'  =  2a,  le  premier  axe.  En  effet, 

FA  =  FO  — a     et     F'A  =  F0-4-a;     d'où     F'A  — FA  =  2a. 

Pour  obtenir  d'autres  points,  prenons  sur  le  prolonge- 
ment de  OF  un  point  quelconque  K,  et  des  points  F'  et  F 
comme  centres,  avec  les  rayons  A'K  et  AK,  décrivons 
deux  arcs  de  cercle  qui  se  couperont  en  M  et  en  M' 
(fîg.  235)  :  les  points  M  et  M'  appartiendront  à  l'hyper- 
bole, car  F'M  —  FM  =  2a.  On  obtiendra  ainsi  autant  de 
points  qu'on  voudra. 

445.  Cherchons  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  dia- 
mètres de  cette  courbe. 

On  a  pour  la  distance  OM  du  centre  0  à  un  point  quel- 
conque M  de  l'hyperbole  (fig.  234)  : 


OM^^V^ic^ 


f 


V- 


b^)x' 


a 

La  plus  petite  valeur  que  l'on  puisse  donner  à  x  est 
x==a;  donc,  la  plus  petite  valeur  du  demi-diamètre  est 
OM  =  a. 

L'axe  transverse  AOA'  =  2a,  qui  partage  l'hyperbole  en 
deux  parties  égales  et  superposables,  est,  en  même  teiftps, 
le  plus  petit  de  tous  les  diamètres  de  cette  courbe.  Comme 
le  demi-diamètre  OM  augmente  avec  x,  ce  diamètre  est 
infini,  lorsque  x  lui-même  est  infini. 

446.  Soient  a;  =  OP,  r/  =  MP  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  M  (fig.  234).  Il  vient  : 

/  2  »  2 

V'  =  --{x  -ha){x  —  a)      ou      STp'  =  —  x  A'P  X  AP. 
a  a 
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Oïl  obliciU  aussi  pour  un  aulrc  point  (juelconque  M' 
dont  les  coordonnées  sonl  x  =  OP',  y  =  M'P'  : 

lîîTîïT^      ^>'  ,.,,.       *«,       „  >       ^        A'PX  AP 
M'P'  =  —  AP'  X  AP'  :     d'où      = : 

«'  FF        AP'  X  AP' 

ce  qui  prouve  que  les  carrés  des  ordonnées  perpendiculaires 
à  l'axe  transverse  sont  entre  eux  comme  les  produits  des 
distances  des  sommets  de  cet  axe  aux  pieds  de  ces  ordonnées. 

Suivant  que  le  trinôme  a^y'^  —  b'^x'^  -+-  a%'^  est  nul, 
positif  ou  négatif,  le  point  dont  les  coordonnées  sont  oc,  // 
est  situé  sur  la  courbe,  en  dehors  ou  en  dedans  de  celle-ci. 

441.  On  peut  aussi  tracer  l'hyperbole  d'un  mouvement 
continu.  On  fixe  au  point  F'  l'extrémité  d'une  règle  F'M; 
on  attache  à  l'autre  point  fixe  F  et  au  point  M  les  extrémités 
d'un  fil  d'une  longueur  telle  que  F'M  —  Fi\I=AA'  =  2rt. 
Pendant  que  la  règle  F'M  tourne  autour  du  point  ^\\e  F', 
on  fait  glisser  le  long  de  celle-ci  une  pointe  M,  de  manière 
(|u'une  portion  du  fil  y  soit  toujours  attachée  :  la  pointe, 
«lans  ce  mouvement,  décrit  une  portion  de  l'hyperbole. 

448.  Il  est  facile  de  construire  l'hyperbole  équilatère 

yi  —  X^=  —  «2. 

Du  point  0  comme 
centre  et  avec  im  rayon 
égal  au  demi -grand 
axe  a,  décrivons  une 
circonférence  de  cer- 
l^  ^  cle  ;  aux  deux  extrémi- 
tés A  et  A'  de  ce  dia- 
mètre, menons  deux 
tangentes  RAN,R'A'i\' 
(fig.  256). 

Si,  par  un  point  quelconque  R  de  cette  tangente,  on 
mène  une  sécante  OR;  que  l'on  porte  parallèlement  à  l'axe 
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XOX'  une  longueur  RM  =  IR,  le  point  M  appartiendra  à 
riiyperbole. 

En  effet,  l'origine  des  axes  coordonnés  rectangulaires 
étant  au  centre  du  cercle ,  soient  OP  =  x,  MP  =  y. 

Le  triangle  rectangle  OAR  donne 

x^  ^  a^  -\-  y'^ ', 

ainsi,  le  point  M  appartient  bien  à  l'hyperbole. 
De  l'équation  qui  précède,  on  tire  : 


On  voit  par  cette  valeur  que,  si  l'on  prend  sur  une  per- 
pendiculaire, élevée  à  l'extréuiité  A  de  l'axe  transverse, 
une  longueur  quelconque  AR  =  y,  l'hypoténuse 


OR  =  I/oaV  AR  =\/d'  -f-  ?/*  =  OP 

sera  l'abscisse  de  l'hyperbole;  le  point  M  se  trouvera  à 
l'inlersection  des  parallèles  aux  axes  menées  par  les  points 
P  et  R. 

Lorsqu'on  a  construit  l'hyperbole  équilatère  y'^=x^ — a^ 
la  construction  de  l'hyperbole  ahj^  —  6%^  =  —  a^b'^  est 
bien  facile,  puisque,  pour  une  même  abscisse,  on  a  : 

a 

Y  représentant  l'ordonnée  de  l'hyperbole  équilatère,  et  y 

lordonnée  de  l'hyperbole  demandée. 

449.  La  construction  suivante  est  aussi  très-simple  : 
Soit  une  droite  OA=rt.  A  partir  du  point  0,  prenons 

sur  cette  droite  une  longueur  OC  =  6;  aux  extrémités  0 

et  A,  élevons  à  OA  des  perpendiculaires  indéfinies  et,  par 
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le  pointe,  menons  une  droite  quelconque  qui  rencontre  en 


Fig.  237. 


D  et  en  E  les  deux  per- 
pendiculaires précitées 
(fig.  257).  Si,  par  le 
point  D,  on  uiène  une 
parallèle  à  la  droite  OA 
et  que  l'on  porte  sur 
celte  parallèle  une  lon- 
gueur DM  =  DE ,  le 
point  M  appartiendra 
à  l'hyperbole. 


Foyers  et  directrices. 

450.  Cherchons  la  position  des  foyers  de  l'hyperbole 
en  partant  de  son  équation 

ahf  —  6V^  =  —  a*6*, 

comme  on  l'a  fait  pour  l'ellipse  (214). 
Il  vient  : 

0^^  =  X*  —  2aX-4-  a*-f-»y*  —  2(3t/-«-j3'  -  R', 

26 


^*=  x^  —  2ax -h  a^-+-  -  (x^  —  a^) S  l/x»  —  tt^  -f-  S^  —  R*. 

ar  a 

Puisque  ^  doit  être  rationnel,  il  faut  qu'on  ait  : 

|3  =  0  ;      d'où      c?^  =  ("^^  ^'\  x^  -  2ax  +  a^  —  6'^  —  R^ 

La  condition  pour  que  le  trinôme  du  second  degré  en  x 
soit  un  carré  parfait  est  : 

o?b^  =  (a^  -4-  b"-)  {b'  -t  R^). 
Si  R  =  0,  on  obtient  pour  l'abscisse  a  du  foyer  : 


a  =  )/a^  -<-  /A 
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Donc,  si  du  point  0  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal 
à  riiypoténuse  du  triangle  rectangle  dont  OA=a  et  AB=6 

sont  les  côtés  de 
'angle  droit,  on 
décrit  unecircon- 
férence  de  cercle, 
'^  celle-ci    coupera 
Taxe    Iransvcrse 
A  A'    aux    deux 
points  F,  F'  qui 
seront  les   deux 
foyers  (fig.  238). 
Remplaçant  a  par  sa  valeur  ±  c,  il  vient  pour  les  deux 
rayons  vecteurs  fjiii  partent  des  foyers  F,  F'  de  l'hyperbole  : 

^.,       ex  ex 

FM  = «,      F'M  =  — -f-a; 


d'où  l'on  tire  ; 


—  «, 
a  a 

F' M  —  FM  =  2a. 


Ainsi,  ï/ij/perbole  est  une  courbe  telle  que  la  différence 
des  deux  rayons  vecteurs  menés  de  l'un  quelconque  de  ses 
points  aux  deux  foi/ers  F,  F'  est  constante  et  égale  à  l'axe 
transverse  AA'  =  2fl. 

Pour  un  point  N  situé  hors  de  l'hyperbole,  on  a  : 

F'N  —  FN  <  2a. 

Soit  M  le  point  de  rencontre  de  Fi\  et  de  la  courbe.  On 
obtient  évidemment  : 

F'N  <  FM  -t-  MiN; 
retranchant  FN  de  chaque  membre,  il  vient  : 
F'N  —  FN  <  F'M  —  FM     ou     2a. 
Pour  un  point  intérieur  N',  on  a  : 

FN'  <  FM  H-  MN',     F'N'=  FM  -f-  MN' 


GÉOMÉTIUE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS.       510 

cl,  par  souslraclioii  : 

FN—  FN'  >  FM  —  FiM  >  2a. 

Donc,  suivant  qu'un  point  est  sur  l'hyperbole,  au  dehors 
ou  à  l'intérieur  de  celle-ci,  la  dilîérence  des  rayons  vecteurs 
est  égale  au  i)remier  axe,  moindre  ou  plus  grande  que  cet 
axe. 

451.  Soit  RD1\'  une  parallèle  à  l'axe  des  ordonnées  à 
une  dislance  quelconque  OD=c?de  l'origine,  et  soient  ac,  îj 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'hyperbole.  On 
a  pour  le  rap|)ort  des  distances  du  point  M  au  foyer  F  et  à 
la  droite  IIDR'  : 


MF 
MR 

ex 

—  a^ 

= 

c  (ex  - 
a  (ex  - 

-«') 

a{x 

"3T) 

-cd) 

et, 

en 

posan 

t  cd  = 

-a\ 

MF 
MR 

c 
a 

On  obtient  de  même  (fig.  238)  : 

MF'       c  (ex  -{-  a'^)       c 
MRj       a  (ex  -f-  cd)       a 

Les  deux  droites  RDR',  RjD'R'j ,  distantes  du  centre  de 
l'hyperbole  de  OD  =  0D'  =— ,  sont  les  deux  directrices 
de  celle  courbe;  celle-ci  a  reçu  le  nom  iVhyperbole,  parce 
que  le  rapport  ^r  ^=^  est  plus  grand  que  l'unité. 

Les  deux  directrices  sont  situées  entre  le  centre  et  les 
deux  sommets  A,  A'  de  l'hyperbole.  On  a ,  en  effet  : 

a' 
OD'  =  OD  =  -  • 

c 

Le  produit  a  X  "  est  <  a,  puisque  c  ">  a. 

Pour  construire  ces  droites,  il  suffit  de  porter  sur  l'axe 
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non  transverse  une  longueur  OI==rt;  d'élever  au  point  I 
une  perpendiculaire  ID  à  la  droite  F'I  :  le  point  D  appar- 
tient à  la  directrice  RDR'  (fig.  258). 
Le  triangle  rectangle  F'ID  donne  : 

ÔÎ*  =  0F'X0D;  d'où  OD  =  —  =  d. 

c 

Tangente  e(  normale  à  l'hyperbole. 

45».  Pour  trouver  l'équation  de  la  tangente  à  l'hyper- 
bole, on  procédera  comme  on  Ta  fait  pour  l'ellipse;  on 

aura  : 

ahjy'  —  h'^xx'  =  —  aW 

pour  l'équation  demandée.  Il  suffît,  d'ailleurs,  de  changer 
6^  en  —  62  dans  l'équation  de  la  tangente  à  J'ellipse. 

La  droite  représentée  par  cette  équation  a  tous  ses  points 
en  dehors  de  la  courbe,  à  l'exception  du  point  (x',  y'). 

Pour  le  prouver,  remplaçons  dans  le  trinôme 

la  valeur  de  y,  tirée  de 

a^yy'  —  h^xx'  =  —  a^6^, 

b''{xx'  —  a^) 


et  qui  est  : 
il  viendra  : 

h^[b\xx'- 

aY  —  b^x^  -t-  a^b^ 

b'{x—xj 

ay 

y'' 

Le  second  membre  n'est  égal  à  zéro  que  pour  le  seul 

point  {x  =  x\  y  =  y'');  donc,  la  droite  représentée  par 

l'équation 

a^yy'  —  b^xx'  =  —  a%^ 

n'a  que  le  seul  point  (x',  y')  de  commun  avec  la  courbe. 
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453.  a  représentant  la  tangente  trigonomélrique  de 
l'angle  que  la  tangente  au  point  de  contact  (oc',  y')  fait  avec 
l'axe  des  x,  on  a,  en  remplaçant  y'  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  de  l'hyperbole  : 


ahi'       a  V 


h' 
Pour  a;'=rt  et  y'  =  0,  a  =  00;  donc. 


la  tangente  au 


sommet  A  est  perpendiculaire  à  l'axe  AA'. 
La  même  propriété  a  lieu  au  point  A'. 
En  faisant  grandir  l'ordonnée  y'  du  point  de  contact, 
la  valeur  de  a  diminue  et  atteint  son  minimum  a  =  ±  -, 
lorsque  y'  est  infini. 
A  partir  du  sommet  A  de  l'hyperbole,  la  tangente  MT 

(fig.  239)  va  tou- 
jours en  s'inclinant 
'J^'^  sur  l'axe  des  x,  et  si 
nous  cherchons  à 
quelle  distance  OT 
de  l'origine  la  tan- 
gente MT  rencontre 
cet  axe,  en  faisant 
^,  y  =  0  dans  l'équa- 
tion 

a^yy'  —  b^xx'  =  —  aV, 


nous  aurons 


0T=— ; 

x' 


mais,  si  x'  =00  ,  OT  =  0. 

Donc,  à  mesure  que  le  point  de  contact  M(x',y') 
s'éloigne  du  sommet  A  de  l'hyperbole,  la  tangente  MT  s'in- 
cline de  plus  en  plus  sur  l'axe  AA';  lorsque  le  point  de 
contact  est  à  l'infini,  la  tangente  MT  passe  par  le  centre  0 
de  la  courbe  et  se  confond  avec  la  diagonale  BOD'  du 
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rectangle  BB'DD',  construit  sur  les  deux  axes  2a  et  26  de 
l'hyperbole  (fig.  239). 

Puisqu'on  a  :  fg  .  AOB  =  -,  on  peut  dire  que  l'angle 
AOB  est  le  plus  petit  angle  que  puisse  faire  une  tangente 
à  la  courbe  AS  dans  l'angle  YOX,  puisque  celle-ci  est 
symétrique  pour  chacun  des  axes.  Cette  diagonale  est  aussi 
la  limite  des  tangenles  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe 
A'R'  dans  l'angle  opposé  Y'OX'. 

Les  équations  des  deux  droites  diagonales  BOD',  DOB' 
du  rectangle  des  axes  2a,  26  sont  : 

h 

Si  l'hyperbole  est  équilatère,  elles  se  réduisent  à 

y  =  ±x', 

elles  sont,  comme  on  le  voit,  perpendiculaires  entre  elles, 
puisque  le  rectangle  BB'DD'  devient  un  carré. 
Les  équations  de  ces  droites  proviennent  de 

M/_i>V=  — F', 

lorsque  F'  =  0  ;  ce  qui  donne 


.   /N  6 

V  =  ±  X  \/  —  =  ±  -  X. 


Quant  à  l'équation  %^  —  Mx^  ==  F',  elle  revient  à 

M/  — Na;'  =  — F',    • 

que  nous  avons  examinée,  en  changeant  y  en  x  et  x  en  y 
et  en  prenant  les  abscisses  sur  l'axe  OY  et  les  ordonnées 
sur  l'axe  OX. 

La  sous-tangente  PT  ='"'"""  ;  cette  valeur  et  celle  de 
OT  sont  indépendantes  de  l'axe  26  dans  l'ellipse  et  dans 
l'hyperbole;  elles  restent  donc  les  mêmes  pour  toutes  les 
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ellipses  et  les  hyperboles  qui  ont  même  axe  2a,  quel  que 
soit  le  second  axe  26. 

454.  Si,  dans  la  relation  générale  du  coefficient  angu- 
laire a  de  la  tangente  et  a'  du  diamètre  qui  aboutit  au  point 
de  contact,  on  hh  B  =  0 ,  A  =  «2,  C  =  —  b'^,  on  aura  : 


a 

et  pour  l'angle  OMT  que  fait  la  tangente  MT  avec  le  dia- 
mètre MOM'  au  point  de  contact  (fig.  239)  : 


tg  OMT  = 


(a*  H-  6>'r/' 

Pour  tous  les  points  situés  dans  l'angle  YOX,  l'angle 
OMT  est  aigu  et  va  en  diminuant  à  partir  du  sommet  A 
de  l'hyperbole,  où  il  est  droit,  jusqu'à  zéro,  lorsque  le 
point  de  contact  M  est  à  l'infini  :  donc,  pour  ce  point,  la 
tangente  passe  par  le  centre  de  l'hyperbole. 

455.  Pour  déterminer  les  coordonnées  ce',  y'  du  point 
de  contact  de  la  tangente  à  l'hyperbole  menée  par  le  point 
M,  dont  les  coordonnées  sont  m,  n,  on  a  les  équations  : 

ii^n]j'  —  bhnx'  =  —  a^6^,     a^xj'^  —  h^x'^  =  — -  a^b'^. 

En  éliminant  y'  entre  ces  deux  équations,  il  vient  : 

(6'm*—  aV)x'^  —  2a^6^wx'  -f-  «*(6^  -t-  if)  =  0. 

Si  b'^m'^  <  (fin^,  les  deux  racines  de  cette  équation  seront 
réelles  et  de  signes  contraires,  et  il  y  aura  évidemment  une 
tangente  à  chaque  branche. 

Si  b'^m^  >  (fin'^,  les  deux  racines  seront  réelles  à  la  con- 
dition que  a^w^  —  b'^m'^  -+-  a^b^  >  0  ;  alors,  elles  seront  de 
même  signe,  et  les  deux  droites  parlant  du  point  extérieur 
à  l'hyperbole  sont  tangentes  à  la  même  branche. 

Lorsque  bhn^  <  a^n^,  le  trinôme  ahi^  —  bhn'^ -t  a%'^  est 
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évidemment  positif,  elle  point  est  en  dehors  de  l'hyperbole. 
Il  se  trouve  dans  l'angle  BOD  ou  son  opposé  des  deux 
diagonales,  puisque  l'on  a 

n  b 

->±-. 
m  a 

en  joignant  le  point  donné  M  (m,  n)  au  centre  0  de  l'angle 
MOA>AOB. 

Dans  le  cas  où  b^nfiy  à^ti^,  le  point  M(w,  n)  se  trouve 
au  contraire  dans  l'angle  BOB'  ou  son  opposé;  il  vient 
alors  -  <  d=  -  :  on  en  conclut  que  l'angle  MOA  <  AOB, 

ma  1  o  ^^7 

quelle  que  soit  la  position  du  point  M,  dans  l'angle  BOB' 
ou  dans  son  opposé  (fig.  239). 

Enfin ,  si  bhn^  =  ahi^,  l'une  des  racines  de  l'équation 
précédente  est  infinie  et  l'autre  finie;  le  point  est  situé  sur 
une  des  diagonales  du  rectangle  construit  sur  les  axes 
2a,  26  de  l'hyperbole  :  ces  diagonales  louchent  cette  courbe 
à  l'infini ,  comme  on  vient  de  le  voir  (453). 

456.  L'équation  de  la  normale  à  l'hyperbole  est 


y—y- 

Fig.  240. 


ay 


(a;  —  X')] 


b'x 


en  y  faisant 
y  =  0,  on  ob- 
tient : 


ON 


(a^-t-6V 


La  plus  pe- 
tite valeur  que 
l'on  puisse  don- 
ner à  x'  étant  a, 


il  s'ensuit  que  le  minimum  de 

a*  -+-  6*       c* 
a  a 


ON 
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vnleur  plus  grande  que  c.  Donc,  la  normale  MiV  (fîg.  240) 

n'atteint  jamais  le  foyer. 

457.  La  tangente  à  l'hyperbole  divise  l'angle  des  deux 

rayons  veeteurs  menés  au  point  de  eontact  en  deux  parties 

égales.  On  a  : 

F'M        ex'  -t-  a* 


et 


ainsi,  la  tangente  MT  est  bissectrice  de  l'angle  F'MF  des 
deux  rayons  vecteurs  F'M,  FM  au  point  de  contact  M 
(fig.  240). 

On  tire  de  cette  propriété  remarquable  un  procédé  très- 
simple  pour  mener,  par  un  point  donné  sur  la  courbe,  une 
tangente  à  l'hyperbole. 

Comme  ce  problème  a  déjà  été  résolu,  quelle  que  soit 
la  position  du  point  donné  (242),  nous  ne  nous  y  arrête- 
rons pas. 

4âS.  Cherchons  la  courbe  décrite  par  le  centre  d'un 


FM 

ex'  - 

-a« 

a* 

ET 

a'       ex' 

-t-a» 

d'où 

FM 
FM 

F'T 

FT 

a^       ex' 

-a^' 

Fï 

c 

x' 

Fig.  241. 


cercle  mobile  M, 
de  rayon  variable, 
tangent  extérieu- 
rement à  deux 
cercles  fixes  don- 
nés de  grandeur 
et  de  position. 
Soient  F,  F' les 

centres  de  ces  cercles,  et  R,  r  leurs  rayons  (fig.  241). 
On  a,  en  désignant  par  p  le  rayon  du  cercle  variable  : 
FM  =  F'T'  -♦-  T'M ,     FM  =  R  ^  P ,     FM  =  FT  +  TM , 
FM  =  r  -t-  p;     d'où    FM  —  FM  =  R  —  r. 
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Ainsi,  la  courbe  décrite  par  le  point  M  est  telle  que  la 
différence  des  distances  de  chacun  de  ses  points  aux  deux 
points  fixes  F',  F  est  constante;  cette  courbe  est  donc  une 
hyperbole  qui  a  pour  axe  transverse  R  —  r,  et  la  demi- 
distance  des  centres  F'F  =  d  pour  excentricité. 

L'équation  de  cette  hyperbole  sera  : 


R-r 


R-?' 


dy 


a\-r\ 

^    9    I 


Fig.  242. 


D'après  cela,  pour  mener,  par  un  point  M  donné  sur 
celte  courbe,  une  tangente,  il  suffît  évidemment  d'abaisser 
du  point  M  une  perpendiculaire  Mt  sur  la  corde  de  con- 
tact TT',  qui  est  déterminée  lorsque  le  point  M  est  donné 
(Hg.  241). 

459.  Mener ^  parallèlement  à  une  droite  donnée,  une 
tangente  à  l'hyperbole. 

Par  le  centre  0  de  cette  coiu'be ,  menor)s  une  parallèle 

ON  à  la  droite 
donnée,  et  du  foyer 
F'  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal 
à  l'axe  transverse 
AA'=  2a,  décri- 
vons une  circonfé- 
rence. 

Du  foyer  F, 
abaissons  une  per- 
pendiculaire sur  la  droite  ON;  cette  perpendiculaire  ren- 
contrera la  circonférence  en  deux  points  I ,  F.  Par  les 
milieux  M,  M'  des  droites  FI,  FF,  on  mènera  des  paral- 
lèles à  ON,  et  les  droites  M'T'  et  x\IT  seront  les  tangente% 
demandées  (fig.  242). 
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460.  Chercher  les  points  de  rencontre  d'une  droite 
donnée  et  d'une  hyperbole  représentée  par  l'axe  transverse 
et  les  foyers. 

Soient  F,  F'  les  deux  foyers  et  1*Q  la  droite  donnée 
((ig.  245). 

D(i  j)oint  F'  comme  centre,  avec  Taxe  tnmsverse  ''2a 
conime  layon,  décrivons  une  circonférence;  du  point  F, 
abaissons  sur  In  droite  PQ  une  perpendiculaire  FI  que 
nous  prolongerons  d'une  longueur  IF,  =  IF.  Il  reste  à 
décrire  un  cercle  qui  passe  par  les  deux  points  F,  F|  et 
qui  louche  le  preniier  cercle.  Dans  ce  but,  traçons  une  cir- 

Fig.  a.i3. 


conférence  quelconque  qui  coupe  la  première  aux  deux 
points  R  et  S.  Par  le  point  de  rencontre  0  des  deux  droites 
RS,  Fi  F,  on  mènera  deux  tangentes  OT,  OT'  à  la  circon- 
férence de  centre  F';  les  rayons  F'T,  F'T',  prolongés, 
couperont  la  droite  PQ  aux  points  voulus  C,  C,  centres 
du  cercle  mobile  générateur  de  l'hyperbole. 

461.  L'ellipse  et   l'hyperbole   honiofocales   se   coupent 
ortlwgonalement. 
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Soient  une  ellij3se  et  une  hyperbole  qui  ont  les  mêmes 
Fig.  244.  foyers  F,  F',  M 

étant  l'un  des 
points  d'inter- 
section de  ces 
deux  courbes 
(fig.  244). 

La  tangente 
MT  à  l'hyper- 
bole est  bissec- 
trice de  l'angle 
F'MF  des  deux 

rayons  vecteurs  menés  au  point  de  contact  (457);   cette 

droite  MT  est  donc  la  normale  à  l'ellipse  au  point  M. 

Donc,  la  droite  MT',  perpendiculaire  à  MT,  est  tangente 

à  l'ellipse  au  point  M. 


Diamètres  et  eordes  supplémentaires. 


462.  Faisons  k==a'^,  B  =  0,  C=  — 62,  D=0,  E=0 
dans  l'équation  générale  des  diamètres  des  courbes  du 
2'""  degré;  on  aura  : 

pour  l'équation  du  diamètre  de  l'hyperbole. 

On  voit  que  ce  diamètre  passe  par  l'origine,  qui  est  le 
centre  de  la  courbe. 

Si  l'on  représente  par  à'  la  tangente  trigonométrique  de 
l'angle  que  le  diamètre  fait  avec  l'axe  des  x,  on  obtiendra  : 


et 


a* 
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qui  est  la  relation  des  diamètres  conjugués  de  l'hyperbole, 
pomme  le  prouve  d'ailleurs  la  formule  : 

2Ac?(î'-t-  n(r;-f-(j')-t-  2c  =  o, 

en  y  remplaçant  A,  B,  C  par  les  valeurs  précitées. 

Ces  formules  indiquent  qu'il  y  a  pour  l'hyperbole, 
comme  pour  l'ellipse,  autant  de  systèmes  de  diamètres 
conjugués  qu'on  veut,  puisque,  pour  une  valeur  quel- 
conque de  d,  il  y  en  a  une  autre  correspondante  pour  d'. 

Les  diamètres  de  direction  d ,  d'  sont  tels  que  chacun 
d'eux  partage  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à 
l'autre. 

La  relation  dd'  =  -^  ne  peut  jamais  se  réduire  à 

ââ'  =  —  1 . 

//  ne  peut  donc  y  avoir  d'autres  diamètres  conjugués 
rectangulaires  que  les  axes  de  symétrie  de  V hyperbole. 

463.  Cherchons  les  points  de  rencontre  de  l'un  de  ces 
diamètres  y  =  è'x  avec  l'hyperbole 

ahf  —  h^x'  =  —  a'b\ 

En  éliminant  y  entre  ces  deux  équations,  on  trouve  : 

d=  ab 


Pour  que  cette  valeur  de  x  soit  réelle,  il  faut  que  l'on  ait  : 

6 

â'  <-■ 
a 

Mais,  alors  (î>^;  d'où  l'on  conclut  que,  si  l'un  des  dia- 
mètres rencontre  l'hyperbole,  son  conjugué  ne  la  ren- 
contre pas. 

Si  o'=  -  ,  le  point  de  rencontre  x  est  à  l'infini,  et  le  dia- 

ôi 
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mètre  est  dirigé  suivant  la  diagonale  BOD  du  rectangle  des 
axes  2a,  26. 

464.  En  appliquant  la  relation  générale 

2Arr'  -+-  B(r  -+-  r')  -^-  -C  =  0 

des  cordes  supplémentaires  à  l'équation  de  l'hyperbole  qui 
précède,  on  obtient  : 

6^ 

rr'  =~^ 
a 

la  même  que  celle  des  diamètres  conjugués. 

On  voit  que  deux  cordes  parallèles  à  deux  diamètres 
conjugués  sont  toujours  supplémentaires;  réciproquement, 
deux  diamètres  parallèles  à  deux  cordes  supplémentaires 
sont  toujours  conjugués. 

Comme  on  a  trouvé  la  même  relation  entre  le  coefficient 
angulaire  de  la  tangente  à  l'hyperbole  et  celui  du  diamètre 
qui  aboutit  au  point  de  contact,  on  a  : 

§§'  =  aa'  =  yy'  = 

Si  a'  =  y,  on  conclut  que  a  =  y,  c'est-à-dire  que,  si 
l'une  des  cordes  supplémentaires  est  parallèle  à  l'un  des 
diamètres,  l'autre  corde  supplémentaire  sera  parallèle  au 
conjugué  du  premier  et  à  la  tangente  parallèle  à  celui-ci, 
car,  il  vient  y  =  a  lorsque  y'=a'. 

D'où  résulte,  comme  on  l'a  déjà  vu,  un  procédé  très- 
simple  pour  mener,  par  le  point  T  sur  la  courbe,  une  tan- 
gente TG  à  l'hyperbole,  puisqu'il  suffît  de  mener,  par 
l'extrémité  D'  d'un  diamètre  quelconque  DOD',  une  corde 
supplémentaire  parallèle  au  diamètre  OT  qui  aboutit  au 
point  de  contact:  la  tangente  TG  est  parallèle  à  l'autre 
corde  supplémentaire  DN  (fîg.  245). 
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405.  On  a  pour  Tangle  A'MA  (rig.24o)  de  deux  cordes 
supplémentaires  : 


.    i'MA        ^  — «       X  -f-  a  2a»/ 

tg  A'MA  = ,     tg  A'MA  =  -^ 


x'  —  a' 


2/*  -f-  X*  —  a'' 


Remplaçant  x^—a^  par  sa  valeur  ^,  tirée  de  l'équa- 
lion  de  l'hyperbole,  il  vient  : 


tiï.  A'MA 


'Iinj 


^uU" 


ahf       (a*  -+-  6^),; 


Cet  angle,  comme  le  prouve  cette  formule,  est  toujours 
iti.uu  pour  tous  les  points  de  la  courbe  situés  au-dessus  de 
l'axe  des  ac,  et  il  va  en  diminuant  à  partir  des  sommets 
A,  A',  où  il  est  droit,  jusqu'à  zéro. 

46e,  En  procédant  comme  pour  l'eUipse,  on  trouve  que 
Téqualion  de  la  tangente  à  l'hyperbole  est  : 


y 


mx 


±  \/a*«i*  —  b\ 
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En  résolvant  celte  équation  par  rapport  à  m,  on  a  : 

(x^  —  a^)ni^  —  '2xym  -+-  î/^  -+-  6^  =  0. 

Il  est  facile,  au  moyen  de  cette  équation,  de  prouver  que 
le  Heu  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  sur  les  tan- 
gentes est  un  cercle  ayant  même  centre  c[ue  l'hyperbole  et 
pour  diamètre  l'axe  {ransverse  2a,  comme  on  Va  fait  pour 
l'ellipse. 

467.  L'équation 

(x^  —  a^)/)î^  —  2x?/m  +  y^  -4-  6^  =  0 

lait  voir  que  le  lieu  décrit  par  le  sommet  d'un  anrjle  droit, 
dont  les  côtés  mobiles  restent  tangents  à  l'hyperbole,  es/ 
un  cercle,  puisque  l'on  a,  en  représentant  par  m',  m"  le^ 
racines  de  l'équation  précédente  : 

1  -t-m'm"  =  0  ou    i  -i-  ~ j=0    et  y^ -^  x^  =  a^  —  Ir 

X  —  (r 

de  même ,  le  lieu  décrit  par  le  point  d'intersection  de  deiu 
tangentes  mobiles,  qui  sont  constamment  parallèles  à  dem 
diamètres  conjugués  ou  à  deux  cordes  supplémentaires,  es 
une  hyperbole. 
On  a,  en  effet  : 

a^ 

et,  comme  les  tangentes  sont  parallèles  aux  diamètres  cou 
juguésou  aux  cordes  supplémentaires,  il  vient  : 

»i'=c?=9/,      m"  =  ry  ='y'. 

Donc,  m'm"  =  ^à'  =  yy'  =  ^  et,  par  suite, 


y^  -f-  1)^        h 


—  ;      d'où  Ton  tire:     a^?/^—  6V=—  2a'^6^ 


X  —  a        a 
qui  est  l'équation  d'une  hyperbole. 
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4«8.  Examinons  s'il  existe,  dans  le  plan  de  l'hyperbole, 
deux  axes  coordonnes  obliques  tels  que  1  équation  de  l'Iiy- 
perbolr,  rapportée  à  ces  axes,  conserve  la  même  forme  que 
celle  rapporlée  aux  axes  de  symétrie  de  cette  courbe 

l'origine  des  coordonnées  étant  la  mèirie  et  située  au  centre 
de  l'hyperbole. 

Les  formules  pour  passer  d'un  système  d'axes  reclangu- 
liiires  à  un  système  d'axes  obliques,  de  même  origine,  sont  : 

ic  =  x'  cos  a  -+-  »/'  cos  p ,     y  =  x'  sin  a  -h  y'  siii  ^. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 


^■•2       /;V  =  —  a^bK 


u-y 
il  vient  : 

{ci^ ii\n'^p  —  h-cos^p)y'-  ■+-  (a^sinV  —  6^cos^a)a;'* 
-t-  2(a*sinasin  p  —  b'^cosxco»p)x'y'  =  —  a^b^. 

Pour  que  cette  équation  conserve  la  même  forme  que  la 

précédente,  il  faut  qu'on  ait  : 

b' 
(r  sin  a  sin  S  —  ft-cosaeos  f3  =  0     ou     tffalgS=--— ^ 

qui  est,  comme  on  le  sait,  la  relation  des  diamètres  conju- 
.^ués. 

11  faut  donc  que  les  nouveaux  axes  coordonnés  X,OX', 
Y,OY'  soient  dirigés  suivant  deux  diamètres  conjugués 
quelconques  (fig.  246). 

Puisque  le  terme  en  x'  y'  a  disparu,  il  reste  pour  la 
nouvelle  équation  de  l'hyperbole  : 

(«*sin^â  —  //cos^|5)y"'  -+-  (a*sin^a  —  6*cos*a)x'*=  —  a^6*. 

Faisons  2/'==0  dans  cette  équation,  et  désignons  par 
«'=  OA  =  x'  la  dislance  de  l'origine  au  point  où  la  courbe 
rencontre  le  nouvel  axe  des  x' .  En  égalant  de  même  x'  à 
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zéro,  et  en  jiosant  b'  =  OE  =  y'  pour  la  distance. portée,  à 
partir  de  l'origine,  sur  l'axe  des  ordonnées,  on  aura  pour 
les  longueurs  des  deux  diamètres  conjugués  2a'  et  26'  : 

—  a'b' 

...     (1), 


a^  si  11*  a  —  h^cos^a. 


b'^  = .     .     .     .     .     (2) 

a*sin*|3  — ft^cos'p  ^' 

On  sait  que,  si  le  diamètre  a',  dirigé  suivant  OX',  ren- 
contre riiyperbole,  son  conjugué  b',  dirigé  suivant  OY',  ne 
peut  la  rencontrer;  cependant,  on  porte  à  partir  du  point 
0,  sur  OY',  une  longueur  OE  =  OE'  =  b',  qui  est  alors  le 
diamètre  conjugué  imaginaire. 

Pour  que  a'  soit  réel,  il  faut  que 

a  sina  <  6  ces  a; 
alors,  a  sinp  >  6cosp. 

Remplaçant  les  coefficients  de  y'^^  et  de  x'^  par  leurs 
valeurs,  tirées  des  équations  qui  précèdent,  on  obtiendra  : 

?-  —  ^  =  —  1      ou     a'hj"  —  b'^x'^  =  —  a%'^  ; 
b"'       a'^  -^ 

telle  est  l'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  diamètres 
conjugués  2a',  26'. 

En  résolvant  celte  équation  par  rapport  à  y',  il  vient,  en 
supprimant  les  accents  des  variables  : 

^  a' 

Pour  une  valeur  de  x>  a',  il  y  a  deux  valeurs  égales  et 
de  signes  contraires  pour  y  ;  comme  ces  valeurs  sont  les 
mêmes,  soit  que  l'on  prenne  x  positif  ou  négatif,  il  s'ensuit 
que  toutes  les  cordes  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées  sont 
partagées  en  deux  parties  égales  par  l'axe  des  x,  conjugué 
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(lu  premier,  el  réciproquemeni.  Les  valeurs  île  y  depuis 
(=  a'  vont  en  augmentant  avec  celles  de  x  et  deviennent 
iiidnies  en  même  temps  que  x. 

4«9.  Pour  voir  s'il  y  a  des  diamètres  conjugués  rectan- 
gulaires, posons  [3=  90°  H-  a  et  introduisons  celte  condi- 
tion dans  la  relation  : 


il  viendra  : 


ce  qui  donne: 


a* sin  ^  sin  a  —  6^  ces  [B  ces  a  =  0 ; 


[a^  -+-  6^)  sin  a  ces  «  =0, 


p  =  90°     et     a  =  0. 


L'hyperbole  n'a  donc  pas  d'autres  diamètres  conjugués 
que  ses  axes. 

4ÎO.  Cherchons  s'il  existe  pour  l'hyperbole  des  dia- 
mètres conjugués  égaux. 

Il  sulïit  d'égaler  les  valeurs  de  a'  et  de  6',  ce  qui  donne  : 


a^sin*a  —  6^cos^a  =  —  a-sin*|5  -+-  6^cos*j3; 


d'où 


sn)^a 


2^' 

surs  =  -- — 


(1)- 


Des  diamètres  conjugués,  on  lire  : 

a*sin*asin*p  =  6*cos*<xoos^j3 

ou  sui*asin^3  =  -— — -       ....     (2). 

Fax  élevant  (1)  au  carré  et  en  retranchant  (2)  de  celte 
équation,  après  avoir  midliplié  par  i,  on  a  : 

(sin^/  —  sin^;5)-  =  0     et     tga  =  tg'B, 

ce  qui  veut  dire  qu'il  n'existe  pas  de  diamètres  conjugués 
égaux  pour  l'hyperbole,  l'hyperbole  équilalère  exceptée. 


.\ 


/ 
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471.  En  prenant  les  valeurs  de  tg^a  et  de  tg^  [3  dans  les 
deux  équations  : 


a^sin^x  —  6*cos^«  a*sin^|3  —  6^cos*â 

et  en  les  substituant  dans  ig^atg^P  =-^  ,  comme  on  l'a  fait 
pour  l'ellipse,  on  aura  : 

c'est-à-dire  que  la  différence  des  carrés  des  diamètres  con- 
jugués est  égale  à  la  différence  des  carrés  des  axes. 

Si  a  =  b,  il  vient  a^=b'.  Donc,  dans  l'hyperbole  équila- 
tère,  les  diamètres  conjugués  sont  égaux  et  les  angles  a  et 
P  sont  complémentaires. 

En  multipliant  a'^  par  b'"^  et  en  ayant  égard  à  la  relation 

a^sin^csinp  —  6^cosacoSj6  =  0, 
on  trouve  :  a'W  sin  {p  ~  a)=ab; 

ce  qui  prouve,  comme  on  Ta  déjà  vu  (274),  que  le  parallé- 
logramme construit  sur  deux  diamètres  conjugués  est 
équivalent  au  rectangle  des  axes. 

472.  Si  les  diamètres  2a',  26'  sont  rectangulaires,  on 
aura  : 

lgatgp  =  — 1. 

En  substituant  la  valeur  de  tg  2j3,  tirée  de  cette  équation, 
dans  l'expression 

]         1 

on  obtiendra  la  relation 

\         \         \        \ 

qui  est  analogue  à  celle  que  l'on  a  trouvée  pour  l'ellipse. 
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473.  Puisque  réquation  de  l'hyperbole 

u'Y  —  6' V  =  —  a%'\ 

rapportée  à  ses  diamètres  conjugués,  est  tout  à  fait  de 
même  foruie  que  celle  relative  aux  axes,  les  propriétés 
indépendantes  de  Tinclinaison  des  axes  seront  communes 
aux  diamètres  conjugués  et  aux  axes  de  symétrie. 

Ainsi  :  1°  les  carrés  des  ordonnées  parallèles  au  second 
diamètre  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  segments 
l'orniés  sur  le  premier;  2°  le  trinôme  a'hj'^ — h'-x^-^-a'-b'- 
est  nul,  positif  ou  négatif  suivant  que  le  point  dont  les  coor- 
données sontx,  ]i  est  situé  sur  l'hyperbole,  en  dehors  ou  à 
l'intérieur  de  celle-ci. 

474.  a  représentant  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
i;ente,  c'est-à-dire, le  rapport  des  sinus  des  angles  que  cette 
droite  fait  avec  les  axes  coordonnés,  on  a  aussi 

b'^x' 


a'hf 

X  ,  y'  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact. 
L'équation  de  la  tangente  est  ; 

a"^yy'  —  b'^xx'  ==  —  u%"^ 

et  celle  de  la  normale 

a'^ij'  -t-  6'*x'cosô 

y-y'  =  —  -pr-, —> — :(^  — ^"' 

b  X  -¥-  a  y  ces  Q 

0  étant  l'angle  des  deux  diamètres  conjugués  suivant  les- 
tjiiels  sont  dirigés  les  axes  coordonnés. 
En  remplaçant  ac'par  sa  valeur,  il  vient  : 


a     ^ 
et,  lorsque  y'  =  cc  , 


6'* 
I  -+-  — 


y 


b' 
±  —  x', 
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qui  est  la  limite  de  toutes  les  tangentes  :  on  voit  que  ces 
droites  sont  les  diagonales  du  parallélogramme  construit 
sur  les  deux  diamètres  conjugués  2a',  26', 

Faisons  y=0  dans  l'équation  de  la  tangente;  il  viendra: 


OT  =  — 

x' 


et  pour  la  sous-tangente  (fig.  246) 


PT  = 


Enfin,  si  l'on  fait  A  =  a'^,  H=0,  C= — b"^  dans  les 
formules  générales:  1°  entre  les  coefficients  angulaires  a 
de  la  tangente  et  a.'  du  diamètre  qui  aboutit  au  point  de 
contact;  2"  entre  les  diamètres  conjugués  d,  d';  3°  entre 
les  cordes  supplémentaires  y,  y',  on  aura  : 


b" 

b" 

b'' 

0^' 

^'^  =  —  ^ 

rr'=~.- 

4^5.  Pour  construire  l'hyperbole  lorsqu'on  connaît  deux 

diamètres  conjugués 
2a',  2/>'  de  grandeur  et 
de  position,  il  suffira 
de  construire  la  courbe 
en  prenant  ces  dia- 
mètres comme  étant 
les  axes  de  symétrie 
de  l'hyperbole,  et  d'in- 
cliner ensuite  chaque 
ordonnée  sur  le  dia- 
mètre transverse  d'un 
angle  égal  à  celui  des  deux  diamètres  conjugués. 
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Asymptotcei. 

4î«.   Kn  appliquant  à  Téqualion 

ay  -  h'^x^  =  —  a%^ 

notre  méthode  sur  la  théorie  générale  des  asymptotes  aux 
courbes,  on  trouve  : 

h 

a 
pour  l'équation  des  asymptotes  de  Thyperbole. 
On  voit  qu'elles  sont  dirigées  suivant  les  deux  diago- 
nales du   parallélo- 
gramme    conslriu't 
sur  les  deux  diamè- 
tres conjugués  2rt, 
26   de    l'hyperbole. 
La       différence 
MN  =  NP  —  MP 
(fig.  247)  entre  l'or- 
donnée de  la  droite 


y 


X  et  l'ordon- 


née de  l'hyperbole 
b 


y 


=-[/x^ 


est      MN  =  -  (x  —  \/x^  —  a" 


et,  en  rendant  le  numérateur  rationnel 

ab 


MN 


X  -4-  l/x*  —  a* 
Cette  valeur  devient  de  plus  en  plus  petite  à  mesure  que 
X  augmente;  elle  est  nulle,  lorsque  x  est  infini  :  ce  qui 

prouve  que 

b 
y  =  ±  -X 


est  bien  l'équation  des  asymptotes  de  l'hyperbole. 
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47?".  Puisque  le  point  P  est  le  milieu  de  la  corde  MM' 
de  l'hyperbole,  parallèle  à  Taxe  des  î/(fig.  247),  et  en  même 
temps  milieu  de  NN',  il  s'ensuit  que  Ml\=  M'N'. 

Si,  d'ailleurs,  on  fait  x==a  dans  l'équation 

bx 
w  :=  rb — .     on  a  :     ij  =  ±  h. 
a 

Ainsi,  les  deux  portions  extérieures  d'une  sécante  quel- 
conque comprise  entre  l'hyperbole  et  les  asymptotes  sont 
égales,  et  le  diamètre,  mené  au  point  de  contact  A,  divise  la 
tangente  BAB'  =  '2h,  comprise  entre  les  deux  asymptotes, 
en  deux  parties  égales. 

Il  est  facile,  d'après  cela,  de  construire  l'hyperbole  lors- 
qu'on connaît  un  point  de  la  courbe  et  les  deux  asymptotes. 

Il  suffit,  en  effet,  de  mener  de  ce  point  autant  de  sécantes 
qu'on  en  veut  et  de  prendre,  à  l'intérieur  du  même  angle 
des  asymptotes,  à  partir  des  points  de  rencontre  de  la 
sécante  avec  ces  droites,  des  longueurs  égales  R'V  =  MR. 

On  répète  cette  construction  en  prenant  plusieurs  points 
de  la  courbe. 

d'y*.  Une  sécante  NMN',  parallèle  à  un  diamètre  con- 
jugué quelconque  2b  terminé  aux  deux  asymptotes ,  est 
divisée  par  un  point  de  l'hyperbole  en  deux  segments  MN^ 
MIN'  dont  le  rectangle  est  équivalent  au  carré  b^  construit 
sur  ce  demi-diamètre. 

Soient  NP  =  Y,  MP  ==,?/,  les  ordonnées  correspondantes 
à  une  même  abscisse  de  l'asymptote  et  de  l'hyperbole. 
On  a  : 

6^  b^ 

y2  ^  _  .x^       y^  =  -  [x"  —  a^)  ;      d'où     T  -y^=^b^ 
a  a 

et  (Y  -+-?/)(¥  —  y)  =  6^     MN'  X  MN  =  b\ 

Celle  propriété  existe  encore  lorsque  la  sécante  coupe 
les  deux  branches  de  l'hyperbole. 
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Alors,  le  diamètre  conjugué  transverse  est  moyen  pro- 
porlionnvl  entre  les  deux  segments  déterminés  par  l'hyper- 
bole et  les  deux  asymptotes. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  Ton  peut  construire  deux 
diamètres  conjugués  lorsqu'on  connaît  la  direction  de  l'un 
d'eux,  les  deux  asymptotes  et  un  point  de  la  courbe. 

Par  le  point  donné  M  entre  les  asymptotes ,  on  mène  la 
parallèle  NMN'  à  OE,  lequel  est  moyen  proportionnel  entre 
MN  et  jMN'.  On  Joint  le  point  0  avec  le  milieu  de  NN'.  Par 
le  point  E,  on  tire  la  droite  EB  parallèle  à  OP;  cette  paral- 
lèle coupe  l'asymptote  en  B.  On  achève  le  parallélogratnme 
OEBA  dont  les  deux  côtés  OA,  OE  sont  les  deux  diamètres 
conjugués  cherchés  (fig.  247). 

Celte  propriété  permet  aussi  de  trouver  les  axes  lorsqu'on 
coimaît,  de  grandeur  et  de  position,  deux  diamètres  conju- 
gués. On  aura  ainsi  un  point  de  la  courbe,  le  point  A  et, 
par  suite,  les  deux  asymptotes, 

La  bissectrice  de  l'angle  des  deux  asymptotes  détermi- 
nera la  direction  des  axes  de  l'hyperbole;  leur  grandeur 
s'obtiendra  par  le  moyen  qui  précède. 

li'byperbolc  rapportée  h  ses  asymptotes. 

479.  Prenons  les  asymptotes  OB,  OB'  (fig.  248)  pour 
axes  des  y  et  des  x,  et  soit  iM  un  point  de  l'hyperbole  dont 
les  coordonnées  sont  OV  =  x,  MP=  y. 

L'aire  du  parallélogramme  OPMQ  est  xy  sin  G;  comme 

cette  aire  est  la  huitième  partie  du  rectangle  des  axes  2a, 

26,  on  a  : 

ah  ah 

arwsino  = —  ou     xii  = — r- 
•^                2  2sin9 

pour  l'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes, 
G  désignant  l'angle  de  ces  deux  droites. 
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L'axe  OA  =  a  divise  l'angle  9  en  deux  parties  égales. 

Fig.  248. 


Soient  0  =  2w  et  AB  =  b.  Le   triangle  rectangle  OAB 
donne  : 

"  b  a 


COS  CC)== 


Va'  -i-  b'  Va'  -^  b' 

Remplaçons  ces  valeurs  dans  l'équation  : 
ab 


xy 


sinojcosw 


il  vient  :      xij 


b' 


Le  carré  égal  à  |  («'^  4-  6^)  se  nomme  la  puissance  de 
l'hyperbole. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  équation  est  celle  de  l'hy- 
perbole ayant  pour  axes  coordonnés  les  asymptotes,puisque 
les  valeurs  de  y  sont  d'autant  plus  petites  que  celles  de  x 
sont  plus  grandes,  et  que,  si  x  =  ±  oc,  y  =  0,  et  récipro- 
quement. 

480.  Cherchons  l'équation  de  la  tangente  à  l'hyperbole 
rapportée  à  ses  asymptotes.  On  a: 

xy  =  K\      ±  +  -=l, 
n       in 
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pour  les  équations  de  h»  courbe  el  de  la  sécante  qui  doit 


devenir  tangente. 


En  délerniiriant  les  valeurs  de  m  et  de  n,  comme  on  l'a 
l'ait  précédemment  (4S5),  on  trouve  : 

y'      x' 

pour  l'équation  de  la  tangente  à  Thyperbole. 
Si  l'on  lait  //=0,  il  vient  : 

X  =  'ix',    OT  =  20P     et,  par  suite  :     MT  =  MT', 

^ainsi  qu'on  l'a  déjà  prouvé  (476). 

481.  Problème.  L'aire  du  parallélogramme  variable 
fOAINlB  est  constante  et  équivalente  à  un  carré  donné  K'^.  On 
Tdemande  la  courbe  décrite  par  le  sommet  M  de  ce  parallélo- 
gramme. 

En  dirigeant  les  axes  coordonnés  suivant  les  deux  côtés 

OA,  OB  de  ce  pa- 
rallélogramme, X,  y 
représentant  les  co- 
ordonnées du  point 
mobile  M ,  on  a  : 
xyûn  0  =  K' 
pour  la  courbe  dé- 
crite par  le  point  M, 
0  étant  l'angle  des 
[axes.  On  voit  que  le  point  M  décrit  une  liyperbole  rapportée 
b  ses  asymptotes  OX,  OY  (fig.  249). 


Fig.  249. 
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Quadrature  de  Thyperbole. 


48».  Proposons -nous  de  chercher  Taire  du  segment 
hyperbolique  ACMP  compris  entre  deux  ordonnées  AC, 
MF  de  l'hyperbole  équilatcre  représentée  par  Téqualion 

xy  =  \ 

(fig.  250).  Si  nous  faisons  a!;=OA=1,on  aurai/=AC=l. 

Fig.  250.  Posons 

OP'  =  a;', 

i 
M'P'=-, 

x' 

OP"=x", 

1 

P"M"=— ,  ... 


Les    rectan- 

^     X  gles  P'C,  P"M', 

P"'M" ont 


respectivement  pour  aires  : 

i  1 

x'—\,     {x"  —  x')—,     {x"'  —  x")~; 

X  X 

si  l'on  prend  les  abscisses  x',  x",  x"',  de  manière  que  l'on 

ait  : 

x"  _    .       x'" 


-==x 


c'est-à-dire ,  suivant  les  termes  d'une  progression  géomé- 
trique, tous  ces  rectangles  deviendront  égaux  entre  eux.  En 
les  ajoutant,  à  partir  de  AC  qui  répond  à  x=\,  il  viendra  : 

Abscisses  :     1 ,         x',  a;'%  x'^,        . . .      x'", 

Aires:  0,     x' — 1,     2(x'— 1),     o[x'—i),  ...  n{x'—'\); 
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ce  (jiii  |)i"0uve  que  les  aires  de  ces  sommes   de  rectangles 
sont  les  logarithmes  des  abscisses.  On  a  donc  : 

A»(*'-  I)  ^  x'"  =  X. 

L'expression  ti[x' — l)peiil  représenter  l'aire  du  segment 
iiypcrbolique  ACMP,  à  la  condition  que  les  hases  AP', 
P'P",  etc..  de  ces  rectangles  soient  infiniment  petites  ;  ce 
qui  exige  que  le  nombre  n  de  divisions  de  l'abscisse 
OP=a;'"=x  soit  infini. 

Il  reste  à  déterminer  la  base  A  du  système  de  loga- 
rithmes. 

Remplaçons  ac'  par  sa  valeur  vx,  et  égalons  à  l'unité 
l'exposant  de  l'arbitraire  A.  On  aura  : 

n{\/x  —  ])  =  ];     d'où     a:==(i-f--j- 

En  développant  le  second  membre  d'après  la  formule 
du  binôme  de  Newton ,  et  en  faisant  ensuite  n  infini ,  on 
obtient  : 

/        M"_  w(«  — 'l)/iy     n(w  — i)(M— 2)/I 


=  9 


71/  i .  2      \nl  ■!  .2.5         \n 


1.2       1.2.Ô       1.2.3.4  1.2.5.4... « 


Cette  série  sert  de  base  aux  logarithmes  népériens  ou 
hyperboliques;  on  la  représente  par  e.  On  a  donc  : 

A  =  X  =  e  =  2,71 8.281 .828... 

Comme  on  a  pris  OA  =  1 ,  les  aires  telles  que  ACNQ, 
qui  répondent  à  des  abscisses  plus  petites  que  l'unité,  seront 
négatives.  En  effet  ; 

ACQN  =  OACli  ^    BCNH  -  OQNH. 

35 
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Mais  OACB  =  OQIXH  ,  puisque  x?/=  1  ;  donc, 
A€QN  =  BCNH  =  lg(3/)  =  Ig(^)  =  —  Ig  {oc). 

483.  Cherchons  l'aire  d'un  segment  hyperbolique  poiu- 

une  hyperbole  quelcon- 
que dont  les  asymptotes 
font  entre  elles  un  an- 
gle '/,  et  soit  x]/  =  K^ 
l'équation  de  cette  hy- 
perbole. Soient  OX, 
OY'  les  asymptotes  de 
celle  courbe.  Au  point 
0,  élevons  une  perpen- 
diculaire OY  à  OX,  et 
traçons  sur  ces  droites  l'hyperbole  équilatère  xi/  =  1 . 

Pour  une  même  abscisse  OA  (Hg.  251),  on  aura  : 


AC         ^       P'N' 


ce  qui  donne 


trapèze  AC'N'P'       AC -+- P'ÎS" 


—  -  X  snir  =  m  smr. 

trapèze  ACM'P'       AC  -+-  P'M' 

En  passant  à  la  limite,  et  en  désignant  par  S  l'aire  du 
segment  hyperbolique  AC'JN'P'  et  par  s  l'aire  du  segment 
ACM'P'  (fig.  231),  on  obtiendra 

S  =  m^sinr  Ig(af). 

Si  m^  sin  y  est  la  quantité  par  laquelle  il  faut  multiplier 
les  logarithmes  népériens  pour  obtenir  les  logarithmes  des 
nombres  dans  un  système  donné,  S  est  alors  le  logarithme 
d'un  nombre  dans  ce  système,  et  m'^  sin  y  est  le  module. 
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AppliratloHM. 

4H4I.  TiiÉonÉMfc:  I.  La  perpendiculaire  abaissée  du  foyer 
d'une  lujberbole  sur  une  asymptote  est  éyale  au  demi-second 
axe,  et  la  dislance  du  pied  de  celte  perpendiculaire  au  centre 
de  la  courbe  est  éf/ale  au  demi-axe  transverse. 

On  a  pour  celte  dislance  ')  la  formule 


V 


1  -f- 


Fig.  2S2. 


il  est  évident  que  le  second  côté  de  l'angle  droit  est  a, 
puisque  riiypolhénuse  est  égale  à  c. 

dette  propriété  permet  de  construire  Tliyperbole  lors- 
qu'on connaît  le  loyer,  une  asymptote  et  la  longueur  de 
l'axe  iransverse,  ou  bien  le  rapport  des  axes,  ou  enfin  la 
direction  de  l'axe  transverse. 

485.  TiiÉouÈME  II.  Sur  une  corde  d'une  hyperbole  consi- 
dérée comme  diaçjotiale,  on  construit  un  parallélogramme 
dont   les  cotés   sont  respectivement  parallèles   aux  deux 

asymptotes  :  la  seconde 
diagonale  passera  par 
le  centre. 

Prenons  l'hyperbole 
rapportée  à  ses  asymj)- 
toles,  et  soit  xy  =  K^ 
l'équation  de  ccîtle 
courbe. 

Soient     une     corde 
quelconque  AB,  m,  n 
les  coordonnées  du  point  A,  m' ,  n'  celles  du  point  D. 


x\ 
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La  seconde  diagonale  CD  (fig.  252),  passant  par  C  (in',îi) 
et  D  (m,  n'),  a  pour  équation  : 

n' —  n 

y  —  n'  = ix  —  m). 

m  —  m 

Comme  les  points  A  et  B  sont  situés  sur  l'hyperbole, 

on  a  : 

»?«  =  K^     et    în'n'=K^. 

En  ayant  égard  à  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente 

de  la    droite  CD,  on  obtient,  après  réduction,  pour  son 

équation  : 

n'  —  n 

y  = 7^, 

m  —  m 

laquelle  passe  par  le  centre  0. 

48G.  Théorème  III.  L'hyperbole  équilatère  circonscrite 
à  un  triangle  passe  par  le  point  de  rencontre  des  trois  hau- 
teurs de  ce  triangle. 

On  a  vu  (312)  qu'une  courbe  du  2"*^  degré  passant  par 
quatre  points  a  pour  équation 

aa'y^-^aa'fixy-*-bb'x'^ — [b  +  b')aa'y — {a-^a)bh'x-^aab\)'=0. 

Pour  que  cette  courbe  soit  une  hyperbole  équilatère,  les 
axes  coordonnés  étant  rectangulaires,  on  doit  avoir  : 

—  aa' 
bb'=  —  aa'     ou      y  =— — , 

valeur  qui  est  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs 
d'un  triangle,  6'  étant  l'une  de  ces  hauteurs  et  a,  a'  les 
segments  qu'elle  détermine  sur  la  base. 

487.  Problème  1.  Deux  tangentes  à  l'hyperbole  se  meu- 
rent en  restant  constamment  parallèles  à  un  système  de 
cordes  supplémentaires.  Chercher  le  lieu  décrit  par  rinter- 
seetion  de  ces  tangentes. 

F^'équalion  de  la  tangente  à  l'hyperbole  est 

y  =  mx  -\-  V^chn^  —  6^  ; 
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d'où  l'on  lir-c  : 

(x*  —  a")  »u'  —  '■2xym  -f-  1/  h-  6*  =  0. 

()m  sait  que  pour  les  eordes  supplémentaires  de  l'hyper- 
bole, on  a  : 

rr'  =  —,; 
ce 

eomme  les  tangentes  doivent  élre  parallèles  aux  eordes  sup- 
plémentaires, on  trouve  pour  le  produit  des  racines  mm" 
dans  l'équalion  (pii  précède  de  la  tangente  à  l'hyperbole  : 

v'  +  /^' 

m  m"  =  '— 

X"  —  a 

et,  par  suite  : 

—     ou     a  u"  —  f>*x*  ==  —  "lu  b  : 


X  —  ir       a 


on  voit  que  c'est  une  hyperbole. 

488.  Problème  II.  Au  centre  0  cVune  hyperbole  donnée, 
un  élève  une  perpendiculaire  OlVI  au  demi-diamètre  mobile 
ON ,  et  l'on  prend  sur  celte  perpendiculaire  une  lomjueur 
telle  ffue  l'on  ail  : 

ON  :  OM  =  m  :  ;/. 

Chercher  le  lieu  décrit  par  le  point  M. 
Soient  x',  ij'  les  coordonnées  du  point  N  situé  sur  l'hy- 
perbole, et  X|,  //,  celles  du  point  M.  On  aura  : 


X,    -+-   tjx  H 

L'équation  de  In  droite;  OM  est  : 


I). 


/y.=  --^. (2), 

u 

et  celle  de  l'hyperbole  : 


a 


Uf'  -  b'x"  =  —  aVr (3). 
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Si  Ton  substitue  dans  (5)  les  valeurs  de  x',  if ,  prises 
dans  (1)  et  (2),  on  irouve  pour  le  lieu  l'équation 

qui  est  celle  d'une  hyperbole. 

489.  Problème  HI.  Chercher  le  lieu  décrit  pur  le  centre 
(Vime  hi/perbole  équilatère  circonscrite  à  un  triangle  quel- 
conque ABC. 

On  peut  toujours  diriger  les  a\es  rectangulaires  suivant 

la  bauletu'  AO  du  triangle  et  la  base  BC,  de  manière  que 

le  sommet  A  se  trouve  sur  l'axe  des  y  et  les  deux  autres 

sommets  B,  C,  par  lesquels  passe  la  courbe,  sur  l'axe  des  .r. 

Posons  OA  =  /j,     OB  =  a,     OC  =  a'. 

L'hyperbole  étant  équilatère,  son  équation  est  : 

if  -+-  Wxy  —  a'^  -1-  Dj/  -4-  Ex  -4-  F  =  0. 
Les  équations  diamétrales  sont  : 

2/y,  -H  Bx,  -4-0=0 (I), 

—  '■lXi-\-\hji-\~E  =  0 (2). 

La  courbe  devant  passer  par  les  deux  points  B  et  (1, 
situés  sur  l'axe  des  x,  il  vient  : 

x*-  Ex  — F  =  0; 

d'où  o  -+-«'  =  E (5) 

et  (,o'  =  — F (4). 

Comme  elle  passe  par  A,  on  a  : 

/>*  +  D6  ^-  F  =  0 (5). 

Toutes  ces  équations  sont  du  premier  degré  par  rapport 
aux  quatre  variables  B,  D,  E,  F.  En  substituant  lems 
valeurs  dans  l'une  quelconque  des  cinq  équations,  après  les 
avoir  tirées  des  quatre  autres ,  on  trouve  pour  l'équation 

du  lieu  : 

a  -4-  a'\  faa'  —  6* 


yi-^^'-[-1^j^'  +  (      ^f^      |!/»  =  0- 
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Fig.  253. 


On  voil  (jne  c'est  un  cercle  facile  à  construire,  qui  passe 
piu-  Torigine  et  par  les  milieux  des  côtés  du  triangle. 

490.  Phoblème  IV.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  sommet 
fie  sipnêtrie  d'une  hyperbole  variable  tanr/enle  à  une  droite 
fixe,  ayant  pour  asymptote  une  droite  donnée  et  dont  l'axe 
de  .symétrie  se  meut  parallèlement  à  lui-même. 

Prenons  pour  origine  des  axes  coordonnés  rectangulaires 

le  point  de  rencontre  0 
de  Pasyuiptole  OA  et  de 
la  droite  fixe  OF. 

Par  le  point  0,  menons 
une  droite  OX  prise  pour 
axe  des  x,  parallèle  à  la 
direction  de  Taxe  de  sy- 
métrie de  l'hyperbole,  et 
la  perpendiculaire  OY  à 
cette  droite  pour  axe  des 
y.  Prenons  pour  les  cour- 
bes du  2""^  degré  1  equa- 
lion  générale 

7/^  -*-  Bxy  -H  Cx-  -+-  \)y  -+-  Ex  -+-  F  =  0; 

puisque  Taxe  de  symétrie  est  parallèle  à  Taxe  {\cs  x, 
Ig  2a  = -^^,  devant  être  nulle,  on  doit  avoir  B  =  0. 
Comme  la  courbe  doit  être  une  hyperbole,  on  peut  donner 
à  C  le  signe  — . 

Cherchons,  d'après  la  méthode  que  nous  avons  exposée, 
l'équation  de  l'asymptote,  passant  ici  par  l'origine,  et  qui  fait 
avec  l'axe  des  x  un  angle  dont  a  est  la  tangente.  On  trouve 
les  équations  : 

yc  =  a (1), 


d'où 


DV'C  -H  E  =  0 
E=  —  D(/, 
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et  celle  de  l'axe  de  symétrie 

%.-t-D  =  0 (5); 

d'où  ■  E  =  2a»/,. 

L'hyperbole, dans  son  mouvement,  doit  toucher  la  droite 
fixe  OF  dont  l'équation  est 

ce  qui  fournit  l'équation 

_       b  —  a    ^ 

F  =  7 y\ (4). 

0  H-  a 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  l'hyperbole 
qui  passe  par  le  sommet  de  symétrie  (ac,,  y,),  il  vient  pour 
l'équation  du  lieu  : 

2/i= — ' 

2 

qui  représente  deux  droites  passant  par  l'origine. 

491.  Problème  V.  Étant  donnés  de  grandeur  et  de  po- 
sition deux  diamètres  conjugués  de  l'hyperbole,  et  une 
droite  passant  par  le  centre  de  la  courbe,  déterminer  gra- 
phiquement les  points  de  rencontre  de  la  droite  et  de  la 
courbe. 

Résolvons  ce  problème  pour  l'ellipse  ;  il  sera  ensuite 
facile  d'approprier  la  solution  à  l'hyperbole. 

Représentons  par  à  la  distance  du  point  demandé  à  l'ori- 
gine, nous  aurons  : 

S'^  z=  x^  _+-  ij^  -^  ^xy  ces  r      .     •     .     .     (1  ), 

y  étant  l'angle  des  deux  diamètres  conjugués  OA,  OB 
(fig.  254).  La  droite  donnée  passant  par  le  centre  de  la 
courbe,  qui  est  l'origine,  a  pour  équation  : 

y  =  nx (2). 


Fig.  25i. 
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Si  l'oi)  y  joint  lequalion  de  l'ellipse 

ay-+-6V  =  a^6^  (3), 

on  obtient  trois  équa- 
tions dont  les  deux  der- 
nières donnent  poin-  les 
points  E,  E'  les  valeurs: 
±ab 


y 


±  (inb 


En  substituant  ces 
valeurs  dans  la  dis- 
lance à,  il  vient  : 


<J--= 


ah 


1^1  -+  11^  -\-  2«cos>^', 


V^aW  -^  b' 

IH  OH 

Mais,  *^  =  ôH  ^^  bT  '  ^^  ^^  posant  BI  =  h,  on  a 
c 


Va' 


Vb' 


^bh  cos  • 


d'où  résulte  la  construction  suivante: 

Ati  point  B,  élevons  à  BI  la  perpendkulaire  BC  =  a ,  et 
du  point  C  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  a,  décrivons 
une  circonférence  qui  coupera  la  droite  CI  en  deux  points 
R,  R'.  Par  ces  points,  menons  des  parallèles  à  la  droite  OC  ; 
tes  parallèles  rencontreront  la  droite  donnée  en  deux  points 
E,  E',  qui  seront  les  points  cherchés. 

On  a,  en  effet, 


a  =  ya^-^  h', 
ce  qui  donne  : 

Ôî 


01  =  l//>^ -+- A* -+-  -26Acosr; 


« 
CI 


OE 
"Ôî 


ou     —  =  — 


CR 

cT 
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492.  Oii  a  pour  Thyperbole  : 

±06  ±  abii 


IP 


.V 


OB 

liï 


_b 


an 


d'où 


à  = 


\/h 


Vb^  -t-  /;.•'-+-  -Iblu-my. 


Au  point  0,  élevons   une  perpendiculaire  à  la  droite 

OA  ,  et  prenons  sur  cette 
droite  deux  longueurs 
égales  OD  =  OD' =  a. 
Du  point  A  comme  cen- 
tre ,  avec  un  rayon  égal  à 
BI  =  OP,  décrivons  un 
arc  de  cercle  qui  coupera 
la  perpendiculaire  DOD' 
en  L  et  en  L';  les  paral- 
lèles menées  par  les  points 
D,  D'  aux  droites  LI,  L'I' 

couperont  la  droite  donnée  aux  points  S ,  S',  situés  sur 

l'hyperbole. 


On  a,  en  effet  : 


os_or) 


OS' 


OD' 

ÔI7 


c'est-à-dire 


yb'  ^  h'  -i-  ^Ibh  cos  r       ^li^  —  a' 

Donc,  les  points  S,  S'  sont  bien  les  points  de  rencontre 
de  la  droite  et  de  l'hyperbole. 
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493.  Pboblème  VI.  Êlanl  donnés  trois  points  d'une 
hyperbole  et  une  asymptote,  construire  la  courbe. 

Soient  A,  B,  C  les  Irois  poinfs  donnés  et  DE  Tasymplole. 
Fig.  2ôG.  Joignons  le  poinl  A  à  B,  et 

r:^  soit  N  le  point  de  rencontre 
^.^       de  la  droite  AB  avec  l'asynip- 
N.  ^     '  tote.  Prenons  A^'=BN;  le 

point  N'  appartient  à  la  se- 
conde asympiole. 

Traçons  de  même  la  droile 
AC,   et    portons     sur    cette 
droile,  à  partir  du  point  A, 
AP'  =  CP    :    on    aura     un 
deuxième  point  P'  de  la  seconde  asymptoie. 

Connaissant  les  deux  asymptotes,  l'angle  qu'elles  font 
entre  elles  et  un  point  de  l'hyperbole,  on  sait  construire 
celle  ci. 

4»4.   PnoBLÈMR  Vif.  On  connaît  la  puissance  m^  de  Hry- 
perbolc  et  la  direction  des  asymptotes  ;  déterminer  les  axes 
de  symétrie  de  la  courbe. 
On  a  les  équations  : 

"la,  ''2b  représentant  les  axes  de   la  courbe  et  9  l'angle  des 
deux  asymptotes.  De  ces  équations,  on  tire 


«-+-/'  =  "Iniy'i  -4-  sin  0,     a  —  6  =  '■ImX/i  —  sinô; 

u  ou  a  =  '■2m  cos  -       et       b  =  '2m  sin  -  • 

2  2 

On  connaît  donc  la  grandeur  des  axes;  quant  à  leur 
direction,  on  sait  qu'ils  divisent  en  deux  parties  égales 
l'angle  des  asymptotes. 
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Eacei'cice». 

I.  La  base  cVun  triangle  est  fixe,  la  différence  des  angles 
à  la  base  est  constante.  On  demande  le  lieu  du  troisième 
sommet  du  triangle. 

II.  On  donne  vn  point  fixe  et  une  droite  fixe  ;  un  angle 
de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  sommet  placé 
au  point  fixe.  Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  formé  par  les  côtés  de  l'angle  et  la  droite  fixe. 

III.  Trouver  le  lieu  du  centre  d'une  hyperbole  qui  a  un 
foyer  donné  et  qui  coupe  en  un  point  donné  une  droite 
donnée,  parallèle  à  l'une  des  asymptotes. 

IV.  Trouver  le  lieu  des  sommets  d'une  hyperbole  équila- 
tère  passant  par  un  point  donné,  et  ayant  pour  asymptote 
une  droite  donnée. 

V.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  circonférences  qui 
interceptent  des  longueurs  données  sur  les  côtés  d'un  angle 
donné  ? 

VI.  Une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  le  même  centre  et 
les  mêmes  axes  donnés,  AOA'  =  2a,  BOB'  =  2b.  Par  un 
point  mobile  M,  pris  sur  l'hyperbole,  on  mène  deux  tangentes 
MT,  i\lT'  à  l'ellipse;  du  foyer  F  de  l'hyperbole,  on  abaisse 
une  perpendiculaire  FP  «  la  corde  de  contact  mobile  TT\ 
Chercher  le  lieu  décrit  par  le  pied  P  de  ces  perpendiculaires. 

VII.  Construire  une  hyperbole,  connaissant  trois  points 
et  les  directions  des  asymptotes. 

VIII.  Un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  une  hyperbole  ; 
deux  de  ses  côtés  ont  des  directions  invariables.  Trouver  le 
lieu  du  milieu  du  troisième  côté. 

IX.  On  donne  une  hyperbole  équilatère  fxe  et  un  cercle 
concentrique,  de  rayon  variable.  Une  droite  TN  est  tangente 
en  T  au  cercle  et  normale  en  N  à  l'hyperbole.  Chercher  le 
lieu  décrit  par  le  point  M,  milieu  de  la  droite  TN. 
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CHAPITRE    XXIII. 

DR   I.A    ■•«■lABOLIO. 

495.  Ou  a  vu  dans  la  réduction  de  l'équalion  générale 
(198)  que  les  courbes  du  2""'  degré,  rapportées  à  leur  sonj- 
niel,  Taxe  des  abscisses  étant  dirigé  suivant  l'axe  de  symé- 
trie de  ces  courbes,  ont  pour  équation 

Mtf  -4-  No-'  -H  Qx  =  0. 

Pour  que  celle-ci  représente  une  parabole,  on  doit  avoir  : 

-4MN  =  0; 

ce  qui  donne  :  N  =  0. 

Si  Ton  fait  M  =  0,  Téqualion  : 

Nx'  -+-  Qx  =  0 

représente  l'axe  des  ordonnées  et  une  parallèle  à  cette 
droite. 

L'équation  de  la  parabole  est  donc 

Q 
ir= x: 

^  M 

en  posant  ^  =  '2p,  on  obtient  : 

î/*  = -+- 2j3x    ou     y^  =  —  2/)x, 

suivant  que  M  et  Q  sont  de  signes  contraires  ou  de  même 
signe. 

Si  p  est  négatif,  la  courbe  s'étend,  à  partir  de  l'origine, 
dans  le  sens  des  x  négatifs,  et  ne  peut  avoir  aucun  point 
dans  le  sens  des  x  positifs;  il  n'y  a  donc  qu'à  prendre  alors 
les  abscisses  négativement. 
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4»0.  Discutons  1  équation  de  la  parabole 

Elle  passe  évidemment  par  l'origine,  qui  est  le  sommet 
de  la  courbe.  Pour  une  valeur  positive  de  x,  il  y  a  deux 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  y;  l'axe  des  ac  est 
donc  un  axe  de  symétrie  de  la  parabole,  et  divise  celle-ci  en 
deux  parlies  égales  et  superposables,  OS,  OS',  puisque  les 
axes  coordonnés  sont  rectangulaires  (fig.  257). 

Les  valeurs  de  y  sont  d'autant  plus  grandes  que  celles 
de  X  sont  grandes  elles-mêmes;  de  sorte  que  la  parabole  se 
compose  de  deux  brandies  infinies,  symétriques,  s'élendant 
à  l'infini  dans  le  sens  des  abscisses  positives. 

Cette  courbe  n'a  aucun  point  dans  le  sens  des  x  négatifs, 
puisque  alors  y  est  imaginaire. 

L'axe  des  abscisses  est  le  seul  axe  de  symétrie  de  la 
parabole,  car,  pour  une  valeur  de  y,  il  n'y  en  a  qu'une 
seule  pour  x.  La  constante  arbitraire  2p,  coefïicient  de  x, 
se  nomme  le  paramèlre  de  la  parabole. 

401.  Soient  (x,  y),  (x',  y')  les  coordonnées  de  deux  points 

M,  M' (fig.  257);  on  a: 


Fig.  257. 

K' 
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N 
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\ 

~p     P' 

X 

B 

s> 

OP 


OP'        '^ 


ce    qui    piouve    que 

dans   la  parabole  les 

carrés  des  ordonnées, 

perpendiculaires       à 

l'axe,  sont  entre  eux   m 

comme    les   distances 

du  sommet  au  pied  de 

ces  ot^données. 

Pour  un  point  quelconque  M,  situé  sur  la  parabole,  on 

trouve  : 

y^  =  <2px    ou     y^  —  2/Jx  =  0. 
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Si  le  point  M  est  siiiié  à  rcxtérieur  ilc  la  courbo,  il  vieiil  : 

puisque,  pour  une  même  abscisse  x,  la  valeur  correspon- 
dante (le  y  est  plus  grande  pour  le  point  N  que  pour  le 
point  M;  pour  le  point  >',  pris  à  Tintérieur,  on  a  : 

if  —  2/>x  <  0- 

Construction  «le  la  parabolr. 


Fig.  258. 


498.  L'équation  y^^='2px montre  que  chaque  ordonnée 
MP  de  la  parabole  est  moyenne  proportionnelle  entre  le 
paramètre  OD  =  '2p  et  l'abseisse  correspondante  OP  =x. 

Donc,  pour  obtenir  le  point  M  de  la  courbe,  il  sufïil,  sur 
DP  =  OD  -1-  OP  comme  diamètre,  de  décrire  une  circonfé- 
rence qui  rencontrera  Taxe  OY  en  un  point  C,  et  de  porter 
•^ur  la  perpendiculaire  à  Taxe  en  P,  PM=  OC;  le  point  M 
appartient  à  la  parabole  (fig.  237). 

499.  On  peut  aussi  décrire  la  parabole  d'un  mouve- 
ment continu,  au  moyen  d'une 
équerre  BAC. 

On  applique  l'un  des  cô- 
tés AB  de  l'angle  droit  de 
l'équerre  contre  une  droite 
DR,  directrice  de  la  parabole; 
on  prend  ensuite  un  fil  d'une 

longueur  AC  dont  l'une  des 

^  cxtrénn'lés  est  attachée  en  C  et 
l'autre  en  un  point  F,  foyer  de 
la  courbe  (fig.  2o8).  Pendant 
que  l'équerre  glisse  contre  la 
directrice,  on  lient,  au  moyen 
d'une  pointe  ÎM,   le  fil   bien   tendu    contre  l'équerre;  le 


B 

Y 

M/~\^ 

A 

/'    i    \ 
f      i\ 

D 

0 

I^P      F 
\ 

\ 
\ 
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point  M ,  dans  ce  mouvement,  décrit  la  parabole.  On  a, 
en  effet  : 

CM -H  MF  =  CM  -+^  MA     et     MF  =  MA. 

Du  point  F,  abaissons  une  perpendiculaire  FD  sur  la 
droite  donnée  DR,  et  plaçons  l'origine  des  coordonnées 
rectangulaires  au  milieu  0  de  la  distance  FD=p,  l'axe  des 
X  étant  dirigé  suivant  cette  droite.  Désignons  par  oc,,  î/,  les 
coordonnées  du  point  M.  On  a  : 


MF  =  1/,-^  ^1  -  X, 


et      MA=x, 


jpi 


en  égalant  ces  valeurs,  il  vient  : 

qui  est  l'équation  de  la  parabole. 

500.  La  parabole  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est 
infini. 

L'équalion  de  l'ellipse  rapportée  à  son  sommet  comme 
Pig  259  origine,  l'axe  des  x  étant  di- 

rigé   suivant     le    grand    axe 
OA  =  2a,  est  : 


26  =  BCB'   (fig.   2b9)   étant 
^'  la  longueur  du   petit  axe.  Si 

l'on  place  les  foyers  aux  points  F  et  F',  on  a  : 


OF=^  =  OC  — FC      ou     ^  =  a 


V 


==a-V/a^-h'; 


d'où 


b'  =  ap  —  L-. 
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Kn  remplaçant  cette  valeur  dans  l'équation  de  l'ellipse, 
il  vient  : 


y 


^px  —  px  [  — 


p^x^ 


Si,  dans  cette  équation,  on  fait  augmenter  a  et  que  p 
reste  constant,  on  aura  une  suite  d'ellipses  ayant  même 
sommet  et  même  foyer,  mais  dont  les  grands  axes  seront 
d'autant  plus  grands  que  a  lui-même  sera  grand. 

Lorsque  le  grand  axe  2rt  est  infini,  l'équalion  de  l'ellipse 
se  réduit  à 

t/  =  ^px, 

qui  est  l'équation  de  la  parabole. 


Foyer  et  directrice. 


Fig.  260. 


501.  Soient  x,  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
M  de  la  courbe  (fig.  260),  et 
<x,  (3  les  coordonnées  du  centre 
du  cercle  focal;  d  étant  la  dis- 
tance de  ces  deux  points,  on 
aura  : 

â^  =  {y  —  ff-\-{x  —  af  —  R* 

(?*  =  2/>X  +  X*  —  2a:X 
-4-  a*  —  'i|3  \/2px  H-  ,5*. 

En  raisonnant  comme  pour 
l'ellipse  et  l'hyperbole,  on  con- 
clut facilement  que  [3=0;  ce 
qui  prouve  que  le  foyer  F  doit 
être  situé  sur  l'axe  de  symétrie  de  la  parabole,  qui  est 
t'axe  des\,  à  une  dislance  a  de  l'origine  marquée  par  la 
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relation  '2a  =  p.  Celle-ci  exprimé  la  condition  pour  que  d'^ 
soit  un  carré  parfait  et  que  l'on  ait  : 

(?2  =  a;'-H  »x -+-— ;      d'où      J  =  x-t--  =  MF. 
4  2 

Soit  0D^=|.  Par  le  point  D,  menons  une  parallèle  à 
l'axe  des  ordonnées  :  la  perpendiculaire  MR,  abaissée  du 
point  M  de  la  parabole  sur  cette  parallèle,  aura  pour  lon- 
gueur MR  ==  X  -h  |;  de  sorte  qu'il  viendra  (dg.  260)  : 

MF  _ 

MR~ 

La  parabole  est  donc  une  courbe  telle  que  la  distance  de 
l'un  quelconque  de  ses  points  à  un  point  fixe  F,  nommé 
foyer,  est  égale  à  la  distance  de  ce  même  point  à  une  droite 
fixe  DR,  nommée  directrice. 

502.  Nous  avons  cherché  précédemment  (4-99),  la 
courbe  décrite  par  un  point  mobile  M,  telle  que  la  distance 
de  l'un  quelconque  de  ces  points  à  un  point  fixe  F  soit 
égale  à  la  distance  de  ce  même  point  à  une  droite  fixe  DR. 

Quand  on  connaît  le  paramètre  2/)  de  la  parabole,  on 
peut  facilement  construire  cette  courbe.Menons  une  per- 
pendiculaire quelconque  NQN'  à  l'axe;  du  foyer  F  comme 
centre,  avec  DQ  pour  rayon,  décrivons  une  circonférence 
qui  coupera  la  perpendiculaire  passant  par  Q  aux  points 
;\,  N',  qui  appartiendront  à  la  parabole  (fig.  260), 

Tang;ente  et  normale  h  la  parabole. 

503.  Soient     y^  =  2/)x ,     y  ==  mx  -f-  m, 

les  équations  de  la  parabole  et  d'une  droite  quelconque. 
Pour  les  points  où  la  droite  rencontre  la  courbe,  on  a  :      || 


I 


p     y^pip  —  2i««) 

my-  —  2/)î/ -t- 2/};i  ==  G;      d'où      y=  —  ±z 


m  m 
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Si  In  droite  ilevierU  tangente,  en  désignuut  parx',  ij'  les 
coordonnées  du  point  de  eonlaet,  il  vient  : 

/^        .,  .  P  P       y' 

y  =  —  ;      (1  ou     m  =  —      el     n  =  —  =    -  • 

m  1/  "-Im        2 

En  substituant  ces  valeurs  de  m  el  de  n  dans  I  équation 
de  la  droite,  on  obtient  pour  l'équation  de  la  tangente  à  la 
parabole  : 

P  .!/' 

•^       y'  2 

ou  bien,  en  réduisant  au  même  dénominateur  : 

yy'  =p(x  -+-  x'). 

L'équation  de  la  tangente  à  la  parabole  est  aussi  : 

P 
y  =  mx  -4-  —     ou     '■2xin   —  iiinu  -+-/>  =  0. 

Si  y'^ — 2/j*  est  positif,  nul  ou  négatif,  les  deux  raeines 
de  cette  équation  seront  réelles,  égales  ou  imaginaires. 
Donc,  pour  un  point  situé  :  1°  en  dehors  de  la  courbe; 
1"  sur  celle-ci;  3"  à  l'intérieur  de  la  parabole,  on  peut 
mener  deux  tangentes,  une  seule  ou  l'on  n'en  peut  mener 
aucune. 

Faisons  y  =  0  dans  l'équation  de  la  tangente,  on  aura  : 

a  =  —  x'  ; 

ce  qui  prouve  que  la  sous-tangente  PT  =  2x'  est  double  de 
l'abscisse  du  point  de  contact  (lig.  2GI). 

De  là,  un  moyen  très-simple  poiu-  construire  la  tangente 
en  un  point  doiuié  siu"  la  courbe. 

504.  L'équation  de  la  normale  à  la  parabole  passant  par 
le  |)ninl  de  eonlaet  (x',  y'),  est  de  la  forme  : 

y  —  y'  =  m'  {x  —  x'). 
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On  a ,  entre  les  cocfïicienls  angulaires  m  de  la  langenle 
Pi„  2g,  et  m'  de  la  normale,  la  rela- 

tion : 

—  \       — y 
m  p 

L  équation   de  la  normale 
est  donc  : 

.v' 

Posons   y  =  0  dans  celte 
équation  ;  on  obtiendra  : 

Pîi  =  X  —  x'  =  p. 

Ainsi,  da7is  la  parabole,  la  sous-normale  PNesf  constante; 
elle  est  égale  à  la  moitié  du  paramètre. 
505.  Le  triangle  TFM  est  isoscèle,  car 


B 

Y 

M 

T/ 

P 

K 

/     0 
I' 

-<?                   N    X- 

TF  =  OT  -+-  OF  ==  x'  -4-  - 

2 


FiM, 


et  l'angle  FTM  =  TMF  =  RMT  =  T'ML     (fig.  261  ). 

La  tangente  MT  divise  donc  l'angle  RMF  en  deux  parties 
égales,  et  elle  est  perpendiculaire  à  RF  au  point  I,  milieu  de 
cette  droite.  DR  étant  la  direcirice  de  la  parabole  et  le  point 
0  le  milieu  de  FD,  on  aura  constamment  DR  =  201,  et  le 
point  I,  quel  que  soit  le  point  M,  se  trouvera  sur  la  droite 
OY;  ce  qui  prouve  que  le  lieu  décrit  par  le  pied  I  des  per- 
pendiculaires, abaissées  du  foyer  F  d'une  parabole  sur  les 
tangentes  à  cette  courbe,  est  une  droite  perpendiculaire  à 
l'axe  et  passant  par  le  sommet  de  cette  courbe. 

506.  Il  est  facile,  comme  on  l'a  déjà  vu  (243),  d'après 
ces  propriétés,  de  mener  une  tangente  à  la  courbe  par  un 
point  donné  M. 

Il  suffît  d'abaisser  du  point  M  une  perpendiculaire  MR 
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Fig.  362. 


sur  ia  directrice,  et  de  joindre  le  point  M  avec  le  milieu  I 
de  la  droite  RF,  menée  du  loyer  au  point  R  :  la  droite 
MIT  sera  la  tangente  demandée  (fig.  2(51). 

Pour  mener  par  un  point  P', extérieur  à  la  parabole,  une 

tangente  P'ÏM,  il  faut,  sur  P'F  comme  diamètre,  décrire  une 

circonférence  qui  rencontrera  la  droite  OY  en  deux  points  I 

et  I',  qui  appartiennent  aux  deux  tarjgentes  partant  de  P'. 

50'î.  Si,  d'un  point  P  clans  le  plan  d'une  parabole,  on 

mène  deux  tangentes  Pï, 
PT'  à  cette  courbe,  la  droite 
PP,  qui  joint  le  point  P  au 
foyer  F,  est  bissectrice  de 
Vanfjle  TFT'des  deux  rayons 
vecteurs  menés  aux  points 
de  contact,  comme  on  l'a 
déjà  prouvé  pour  les  coni- 
ques en  général  (407). 

Du  point  donné  P,  tra- 
çons un  arc  de  cercle  qui 
coupera    la    directrice    en 


1 

pW_ 

\        ^ 

/  \\       /' 

« 

tX 

deux  points  R,  R'  (fig.  262) 

Fig.  2G3. 


t/^ 

K 

A 

P 

\ 

B 

r 

R' 

T'^ 

\ 

Les  deux  triangles  PTR, 
PTF  sont  égaux,  ainsi  que 
les  deux  triangles  PT'R', 
PTF. 

Le  triangle  RPR'  est  isos- 
cèle,  les  deux  angles  PRD, 
PR'D  sont  égaux,  et  par  suite, 
leurs  complémentaires  PRT, 
PR'T'.  Donc,  à  cause  de 
l'égalité  des  triangles  précités, 
on  a  l'angle  PFT  =  PFT'. 

Il  est  évident  que,  si  le 
point  P  est  situé  sur  la  direc- 
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trice  rjDR'  de  la  parabole,  l'angle  TPT',  que  foni  entre 
elles  les  deux  tangentes  partant  de  ce  point,  est  droit.  A 
cause  de  l'angle  TPll  -=  TPF  et  de  l'angle  T'PR'=  T'PF 
(fig.  263),  comme  la  somme  des  quatre  angles,  égaux  deux 
à  deux,  est  égale  à  deux  angles  droits,  il  s'ensuit  que 
TPF  -h  T'PF  =  un  angle  droit. 

508.  On  peut  d'ailleurs  prouver  cette  propriété  de  la 
manière  la  plus  simple  en  cherchant  le  lieu  décrit  par  le 
aomniet  d'un  ongle  droit  dont  les  deux  côtés  sont  tangents 
à  la  parabole. 

Alors,  on  a  évidemment 

i  -4-  m'm"  =  0, 
m',  m"  étant  les  deux  racines  de  l'équation 
2a;m*  —  2^m  -+-  p  =  0 , 

1  P  1-   .  P 

ce  qui  donne  :        1  -+-  —  =  0;     d  ou     a;  =  —     . 

c'est-à-dire,  la  directrice. 

L'angle  PRT  étant  droit,  son  égal  PFT  l'est  aussi;  ce 
qui  pi-ouvc  que,  dans  les  courbes  du  deuxième  degré,  la  corde 
de  contact  TT',  qui  passe  par  le  foi/er  F,  est  perpendiculaire 
à  la  droite  PF  qui  joint  ce  point  de  la  directrice  au 
foyer  F  (262). 

Itianiètres. 

509.  On  vient  de  voir  (rîOô)  que  les  points  de  rencontre 
M  et  N  d'une  corde  quelconque  y  =  mx  -h  n  avec  la  para- 
bole y'^='2px  sont  donnés  par  l'équation  : 

2;>  2w» 

m  m 

Si  l'on  représente  par  x',  y',  x",  y"  les  coordonnées  de 
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L'es  points  de  rencontre  M,  N,  et  par  rr,,  /y,  les  coordonnées 


Fig.   2G4. 


du  milieu  I  de  cette 
corde,  qui  se  meut  en 
restant  parallèle  à  elle- 
même,  on  aura  : 


1H  = 


MP-t-  NQ 


ou 


2/1 


y 


2 

.y"    p 


2 


m 


d'après  la  relation  qui 
existe  entre  les  coeffi- 
cients et  les  racines  des  équations  du  deuxième  degré. 

(lomme  les  quantités  p  et  m  sont  constantes,  il  s'ensuit 
que  le  lien  décrit  par  le  point  mobilel  est  une  droite  paral- 
lèle à  Vaxe  de  la  parabole;  ce  q«i  prouve  que  tous  les  dia- 
mètres de  la  parabole  sont  parallèles  à  Vaxe  de  cette  courbe. 
5tO,  Réciproquement,  toute  droite  (y'  =  K ,  parallèle  à 
l'axe,  peut  être  considérée  comme  un  diamètre,  car  on  a  : 


K  =  -^ 


et 


P 

m  =  — 

K 


Si,  à  une  distance  IH  =  i/|,  on  mène  le  diamètre  O'I  et 
la  tangente  O'T,  l'équation  de  ce  diamètre  est  : 


—  =  »/,;     d'où     w=i-  =  tg.lSX  =  tg.O'TX; 
m      ■  y, 

donc,  les  cordes  qu'un  diamètre  divise  en  deux  parties 
égales  sont  parallèles  à  la  tangente  O'T,  menée  à  l'extré- 
mité de  ce  diamètre  (fig.  264). 
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Parabole  rapportée  à  ses  diamètres. 

511.  Cherchons  l'équation  de  la  parabole  rapportée 
un  diamètre  quelconque  O'X'  (fig.  264),  parallèle  à  l'axe 
de  symétrie  OX,  et  à  la  tangente  O'Y'  au  point  0'  de  la 
parabole,  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  étant  a  et 
b  et  satisfaisant  à  l'équation  b'^  =  ^pa. 

En  appliquant  les  formules  trouvées  (277),  et  dans  les- 
quelles on  doit  faire  q=0,  a  =  0,  on  aura  : 

a,  a'  étant  les  angles  que  les  nouveaux  axes  coordonnés 
font  avec  l'axe  OX; 

P'  =  2(«-^y'     et     y^  =  4[a  -H^jx' 

pour  l'équation  de  la  parabole  rapportée  aux  axes  coor- 
donnés OX',  O'Y'. 

En  posant  4  fa  -f- 1|  =  2/)',  et  en  supprimant  les  accents 
de  x'  et  de  y',  il  vient  : 

y^  =  2p'x 

pour  l'équation  de  la  parabole.  Le  coefficient  2/)' se  nomme 
\t  paramètre  du  diamètre;  et  comme 

P 
a  H — 

2 

est  la  distance  du  foyer  F  à  l'extrémité  0'  du  diamètre  O'X', 
on  voit  que  le  paramètre  du  diamètre  est  égal  à  quatre  fois 
la  distance  du  foyer  à  l'extrémité  de  ce  diamètre. 

L'équation  ?/2  =  2p'x  de  la  parabole,  par  rapport  à  ses 
diamètres,  étant  la  même  que  par  rapport  à  son  axe,  les 
propriétés  indépendantes  de  l'inclinaison  des  axes  seront 
les  mêmes. 
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Equation   polaire  de  lu   piirubolc. 

51».  En  plaçant  le  pôle  au  foyer  F  de  la  parabole  et  en 
dirigeant  la  droite  fixe  suivant  la  perpendiculaire  abaissée 
du  foyer  F  sur  la  directrice  DR,  p  désignant  le  rayon 
vecteur  FM  et  w  l'angle  iMFX,  on  a  (fig.  261)  : 

FM  =  DP  —  FP     ou     ç  =  p -t- çcosu; 
d'où 


P  = 


i  —  COSW 


p  étant  égal  à  la  dislance  DF  du  foyer  F  à  la  directrice  DR. 
La  discussion  de  cette  courbe  est  trop  facile  pour  que  l'on 
s'y  arrête. 

Quadrature  de  la   parabole. 

513.    Soit  y"^  =  '^px  l'équation    d'une    parabole  rap- 
„.     ,,.„  portée  à  des  axes  OX,  OY  faisant 

Fig.  205.  •  ' 

entre  eux  un  angle  quelconque  y. 

Soient  M',  M",  M'"...  des  points 
de  la  courbe;  x',  y'  ;  x",  y";  x'", 
y'",  les  coordonnées  OP',  M'P'; 
OP",  M"P  ';  OP  ' ,  M'P"  de  ces 
points  (fig.  265). 

L'aire  du  trapèze 

M'P'M"P"=[^^-^^)(x"- x'jsinr; 
celle  du  trapèze  correspondant 

P.M'P,M"=(i^^){t/"-»/')sinr; 

trapèze  M'P'M"P"  _  (y'  -+-  y")  (x"  -  x') 
trapèze  M'P.IVr'Pî     {x'  -+-  x"){y"  —  y') 


d'où 
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Ce  rapport  des  deux  trapèzes  devient,  à  la  limite, 

y"  ^' 


trapèze  M'P'M"P''  7/' 

trapèze  M  P,IVr  P*  x' 


X  lim. 


X 


mais 


lim. 


~=-      et 

X  X 


lim 


X 


y  -y 

x'      y"  -4-  y'       y' 


puisque 

donc,  à  la  limite, 


y  ~y 


y  - 
y'  +  y' 

^2p 


2p 


P 


trapèze  M'P'M"P"        w'* 
trapèze  M  PiiW'Pj      px' 

A  la  limite,  la  somme  de  tous  ces  trapèzes  M'P'M"P",... 
constitue  le  secteur  parabolique  OMP,  qui  est  double  du 
secteur  OMN,  somme,  à  la  limite,  de  tous  les  trapèzes 
M'P-|M"P2,.";  de  sorte  que  l'on  a  : 

secteur  OMP  -h  i  secteur  OMP  =  parallél.  OPMJV; 

d'où  secteur  OMP  =  |  parallél.  OPMN  : 

la  parabole  est  donc  une  courbe  quarrable. 


Quadrature. 


514.  Désignons  par  S  la  somme  des  termes  de  la  pro- 
gression suivante  : 


S  =  11'"  -+-  lu'"-' 


eu" 


-f-  r; 


il  vient  : 


-  i" 


u  —  t 


Supposons  que  n  soit  plus  grand  que  t,  et  faisons  t=n: 
on  aura  S  <(m-h])u"'.  Si,  au  contraire,  u  =  f,  il  viendra  : 

S  >  {m  -4-  1  )  r  ; 
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(!C  qui  donne  : 

S=  («j  +  1)m"'  -  <(m  -4-  I  )(?/'"  -  /'"). 
Posons  u  —  f=  i  ;  d'où  f  =  «  —  1  ;  on  aura  aussi  ; 

En  égalant  ces  deux  valeurs  de  S,  on  obtient  : 

(m  -+-  \)ir  -  <  (m  -4-  I  )  [ir  -(u  —  i  )'"]  =  »/'"+'  -  (m  -  1  )'"+', 

w"'+*  -(m-  1)'"  +  ' 

et         u'"  = ^^ h  <  u'"  -  (u  —  i)'". 

m  -+-  i 

Faisons  successivement  dans  cette  formule  M=i,  2,....«: 
le  premier  membre  représentera  évidemment  la  somme  S„ 
des  puissances  nf"  des  n  premiers  nombres  entiers.  On 
aura  : 

S,„  = n"'+'  -+-  <  n'"      et      S,„  = 1  -+-  < • 

m  -+-  i  m  -+- 1  L  w    J 

Si  le  nombre  n  est  infini,  cette  formule  se  réduit  à 

S„.= r («), 

;/»  -h  i 

et  subsiste  quel  que  soit  l'exposant  m. 

515.  Appliquons  cette  formule  à  la  recliercbe  de  l'aire 
du  segment  parabolique  OMP  que  nous  venons  de  trouver 
par  une  autre  méthode  moins  générale  (bi3). 

Cherchons  d'abord  l'aire  du  secteur  extérieur  OMÎV 
(fig.  265)  dont  l'ordonnée  ON  =  MF  =  6,  l'abscisse  du 
point  M  étant  OP  =  a. 

Divisons  l'ordonnée  OlVen  un  nombre  n  infini  de  parties 
toutes  égales  à  z,  de  manière  que  l'on  ait  : 

ON  =  6  =  nz. 
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L'aire  t  de  l'un  quelconque  des  v  parallélogrammes  qui, 
à  la  limite,  composent  l'aire  de  ce  secteur,  est  : 

t  =  xz  sin  y, 

y  étant  l'angle  des  axes  ;  mais,  on  a  évidemment  pour  l'or- 
donnée correspondante 

sin  y 
y  =  vz     et     v^z'^  =  '2px:     d'où     t=  v'^z^. 

Faisons,  dans  celte  formule,  successivement  i;  =1,2,.. •«. 

On  aura  : 

i 
secteur  OMN  =  -  X  a6  sin  r  ; 
5 

comme  l'aire  du  parallélogramme  Oi\MP=  ab  sin  y,  on  a  : 

2 
secteur  OMP  =  -ONMP. 
3 

516.  L'équation  générale  des  paraboles  est 

y  =  ax'"- 

Supposons  que  les  axes  coordonnés  soient  rectangu- 
laires. 

Le  secteur  OMP  est,  à  la  limite,  la  somme  de  tous  les 
rectangles  ayant  pour  hauteur  les  ordonnées  de  la  courbe 
et  pour  bases  les  parties  égales  z  de  l'abscisse  OP  =  nz, 
divisée  en  un  nombre  infini  de  ces  parties.  L'aire  t  de  l'un 
des  V  rectangles  est  : 

t  =  au^z"*"^'  ;      d  ou     secteur  S  = z'"+*w'"+*  =  — =^—  : 

m  -+-  1  m  -+-  1 

ainsi,  toutes  les  paraboles  sont  quarrables. 

51'7.  On  peut  toujours  se  servir  de  la  formule  (a) 
lorsque  l'équation  de  la  courbe  n'a  que  deux  termes  ou  que 
le  radical  de  l'ordonnée  porte  seulement  sur  un  terme  en  x. 
Nous  allons  de  nouveau  l'appliquer  aux  courbes  en  coor^ 
données  polaires. 
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Fig.  266. 


Un  secteur  OMA  d'wie  courbe  plane,  rapportée  à  des 
coordonnées  polaires,  peut  être 
considéré  comme  formé  d'une 
infinité  de  triangles  isoscèles 
ayant  au  sommet  un  angle  égal 
et  infiniment  petit. 

L'aire  t  d'un  de  ces  triangles 
isoscèles  est  : 

z  étant  l'arc  qui  mesure  l'angle  du  sommet  du  triangle 
isoscèle  dans  un  cercle  de  rayon  égal  à  l'unilé,  et  p  le  rayon 
vecteur  OM.  Soitp=aw"  l'équation  générale  des  polaires; 
désignons  par  w  l'arc  mesurant  l'angle  que  le  rayon  vecteur 
OM  fait  avec  la  droite  fixe  OA.  Posons  w  =  vz,  v  étant 
infini. 

L'aire  d'un  triangle  isoscèle  quelconque  v,  répondant  à 
M  =  vz,  est 

2 

Faisons  i'  =  1,  2,  3, n;  on  obtiendra  pour  la  surface 

S  du  secteur  : 

S  = 


4n  -f-  2 

Après   une  révolution  complète  du  rayon  vecteur,  on 

aura 

a'  (27r)«''+» 


aire  OIMI'A  = 


4w 


(fig.  266). 


Dans  la  spirale  d'Archimède  (617),  a=-^  cln=\; 
d'où  OIM  = -. 

247r-'' 

et  pour  une  révolution  entière,  0IM'IiA=|7r,  c'est-à-dire, 
le  tiers  du  cercle  OA. 
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Dans  la  développante  de  cercle  (623),  on  trouve  : 


rRMl    -f-T^'l. 


ExBê'cice». 


518.  I.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  d'intersection 
M  de  la  perpendiculaire  FP,  abaissée  du  foyer  d'une  para- 
Fig.  267.  ^^^^  ^^^  ^^^^  tangente  PT,  avec  la 

droite  ST  qui  joint  le  sommet  S  au 
point  de  contact  T.  * 

On  a  les  équations  : 
1°  De  la  parabole  : 

y'^=  2pa;'  .     .     .     (I) 

pour  le  point  de  contact  (x\  y'); 


2" 


!/• 


'i;{-î 


pour  la  perpendiculaire  FP  à  la 
tangente  PT 


et  3" 


y 

X 


(5) 


pour  la  droite  ST. 

Ces  trois  équations  donnent  pour  le  lieu  demandé  : 


!/î 


P 


qui  est  un  cercle  ayant  SF  =  |  pour  diamètre. 

519,  11.  x',  y',  x",  y"  étant  les  deux  points  de  contact  de 
deux  tangentes  à  une  parabole  y2  =:  2px ,  chercher  Vinlcr- 
seclion  de  ces  deux  tangentes. 


On 


yjr 
"ip 
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5«0.  111.  Les  trois  hanlt'iuf;  du  Iriamjlv,  formé  par  trois 
tangentes  à  la  parabole,  se  coupent  sur  la  directrice. 
Une  de  ces  hauteurs  a  pour  équation 


U 


!/' 


y  ^    yy  y 

p  ^2p' 


=  0. 


Les  deux  autres  se  déduisent  de  celle-ci,  et  l'on  en  tire 

y' -*- y" -*- y'"  .  y'y"y"' 


y  = 


-t- 


2  '2p' 

5»1.  ÏV.  Chercher  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  du  sommet  de  la  parabole  y*  =  —  4-ax  sur  les  tan- 
gentes à  celte  courbe. 
On  a  les  équations  : 
I"  De  la  tangente  : 

y.y'=  — 2ct(x, -+-X') (I); 

2"  De  la  j)erpcndiculairc  : 


"la 


5"  De  la  parabole  : 

ij'^  =  —  iax' 

ce  qui  donne  pour  l'équation  du  lieu  : 

On  voit  que  c'est  la  cissoïde  de  Diodes. 

5*2.    V.   Construire   une  parabole,   connaissant   deux 


Fig.  -268. 


points  A  et  B  et  la  directrice. 

Des  points  A,  H,  comme  centres, 
avec  des  rayons  égaux  aux  perpen- 
diculaires AP,  BQ,  abaissées  sur  la 
directrice  DR,  on  décrira  deux  cir- 
conférences :  celles-ci  se  couperont 
en  deux  points  F  et  F'.  On  pourra 
prendre  l'un  ou  l'autre  de  ces  points 
pour  foyer  de  la  parabole.  Connaissant 


le  foyer  F  et  la  directrice,  on  sait  construire  la  courbe. 
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&29.  VI.  Si  l'on  joint  le  point  d'intersection  M  de  deux 
tangentes  MT,  MT'  d'une  parabole  au  foyer  F,  démontrer 
que  l'on  a  : 

mt'     ft 


MT' 


FT' 


Fig.  2C9. 


La  droite  MF  est  bissectrice  de  l'angle  TFT',  comme  on 
Ta  démontré  (507).  L'angle  T'FX,  extérieur  au  triangle 
isoscèle  SFT',  est  double  de  l'an- 
gle MT'F  (fig.  269);  en  repré- 
sentant cet  angle  par  a  et  les 
angles  égaux  MFT=  MFT'  par  b, 
si  l'on  désigne  les  angles  égaux 
à  la  base  du  triangle  isoscèle  RTF 
par  c,  il  vient  : 

2c  =  2a  -1-  26  ;     d'où     c  =  a  -t-  6. 

Mais  les  angles  MTF  et  FMT', 
étant    les    suppléments   d'angles 
égaux,  sont  égaux;  de  sorte  que 
les  deux  triangles  MTF,  MT'F 
sont  équiangles  et  donnent  les  proportions  ; 

MT        FT        FT       FM  Mt' 

MT  ""  FM'      FM 


FT' 


d'où 


FT 


MT' 


FT' 


VIL  Le  centre  C  d'un  cercle,  de  rayon  constant,  se 
meut  sur  une  parabole.  On  joint  le  foyer  F  de  la  courbe 
au  centre  C  du  cercle.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le 
point  M,  intersection  de  la  droite  FC  avec  la  circonférence. 

L'équation  du  lieu  est 


Vi—P 


3/«     /J 


=  R*. 
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CHAPITRE  XXIV. 


PHOPRli'^TIC^i   AMIlAHtlO.'VIQrKS. 


.»«4.  Si  l'on  Joint  un  point  quelconque  M  d'une  conique 
à  quatre  points  fixes  A,  B,  C,  D,  le  rapport  anharmoniqiie 
du  faisceau  résultant  est  constant  (tig.  270). 

Le  rapport  anharmoniqiie  de  quatre  points  d'une  conique 
est    le   rapport    anharmonique   du 
faisceau  que  l'on  obtient  en  joignant 
^       ces  quatre  points  à  un  cinquième 
point  quelconque  de  la  courbe. 
Les  triangles  ADM,  BCiM  donnent: 

AM  X  DM  sin  AMD  =  AD  X  «, 
BM  X  CM  sin  BMC  =  BC  X  P; 
il'où  AMxDMxBMxCMxsinAMDsinBMC  =  ADxBCxa|3(l). 

Les  deux  triangles  ABM,  CDM  donnent  également: 

AM  X  BM  sin  AMB  =  AB  X  r,     CM  X  DM  sin  CMD  =  CD  X  'J 

et    AMxBMxCMxDM  sin  AMB  sin  CMD  =  ABxCDxy<y  (2). 

Mais  l'équation  de  la  conique  qui  passe  par  les  quatre 
points  A,  B,  C,  D,  est 

<'ii  divisant  (I)  par  (2),  il  vient  : 

sin  AMD  X  sin  BMC  _  AD  X  BC 
sin  AMB  X  sin  CMD  ~  AB  X  CD 

Le  second  rapport  est  constant,  puisque  les  points  A,B, 
C,  I)  sont  fixes,  et  le  premier  exprime  le  rapport  anharmo- 
nique du  faisceau. 

37 
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Fig.  271. 


585.  Si  une  tangente  mobile  à  une  conique  rencontre 
quatre  tangentes  fixes,  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  d'intersection  est  constant. 

On  sait  que,  si  une  portion  de  droite  dans  l'espace  est 
divisée  suivant  un  certain  rapport,  les  projections  de  ces 
parties  de  la  droite  seront  divisées  suivant  le  même  rap- 
port. Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  A,  B,  C, 
D,  situés  en  ligne  droite,  est  le  même  que  celui  de  leurs 
projections  a,  6,  c,  d. 

Ainsi,  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  des  quatre 
droites  AM,  BM,  CM,  DM  d'une  ellipse  est  le  même  que 
celui  de  leurs  projections  am,  bm,  cm,  dm  dans  le  cercle, 
projection  de  cette  ellipse  (fig.  271). 

Soient  aa',bb',cc',  dd',  quatre  tangentes  fixes  à  la  circon- 
férence 0,  aux  points  donnés 
a,  b,  c,  d,  et  rencontrant  en  a', 
b',  c',  d',  une  tangente  mobile 
DTE  à  ladite  circonférence, 
T  étant  le  point  de  contact. 
Prenons  un  point  quelconque 
M  de  la  circonférence.  Le 
rapport  anharmonique  des 
droites  aM,  bU,  cM,  dM  est 
égal  au  rapport  anharmoni- 
que des  droites  aT,  6T,  cï, 
dT,  car  les  angles  a'Slb,  aTb 
sont  égaux,  ainsi  que  les  an- 
gles cMd,  cTd,  etc.. .  Mais 
les  deux  angles  aTb  et  a'Ob' 
sont  égaux,  comme  ayant  leurs  côtés  respectivement  per- 
pendiculaires. 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  «M,  6M, 
cM,  dM  est  donc  égal  à  celui  des  quatre  droites  Oa',  Ob', 
Oc',  Orf',  puisque  les  premières  droites,  prises  deux  à  deux, 
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font  enire  elles  des  angles  égaux  à  ceux  des  autres,  prises 
deux  à  deux.  Mnis  le  rapport  anliarmonique  des  quatre 
droites  Oa',  Oh',  (k',  Od'  est  égal  à  celui  des  points  a', 
6',  c',  d'. 

5»€S.  Trouver  le   lieu   décrit  par  le  sommet   M  d'un 

triangle  dont  les  côtés  tournent  autour  de  trois  points  fixes 

A,  B,  C,  les  deux  autres  sommets  N,  V  de  ce  triangle  étant 

assujettis  à  se  mouvoir  sur  deux  droites  données  OF,  OII. 

1°  Soient    quatre   triangles    MNP,    M'N'P',    M"N"P", 

M"'N'"P"',  soumis  aux  conditions 

données  (lig.  272). 

Les  faisceaux  (C,  IVN'N"N"'), 
(C ,  pp'P"P"')  sont  évidemment 
égaux,  et  Ton  a 

(N,N'N"N"')  =  (P,  P'P"P"'), 

(N,  N'iV"i\"')  exprimant  le  rap- 
port atdiarmonique  des  quatre 
points  N,  iN',  IN",  iV'";  de  sorte 
qu'on  obtient  : 

(A,  NiN'N"N"')  =  (B,  PP'P"P"). 

Comme  les  points  M,  iM',  IM",  M"'  du  lieu  cherché  se 
trouvent  à  l'intersection  des  droites  AN  et  DP,  etc.,  il  vient  : 

(A  ,  MM'.Vr'M")  =  (H,  M.M'i\l"M  "). 

Donc,  les  points  A,  B,  M,  M',  M",  M"'  appartiennent  à  la 
même  conicpie. 

2°  Le  lieu  est  encore  une  conique  lorsque  le  côté  NP 
du  triangle  mobile  NPM,  au  lieu  de  passer  par  un  point  fixe 
(', enveloppe  une  conique  tangente  aux  deux  droites  OF, 
on,  puis(pie,  dans  ce  cas,  les  points  déterminés  sur  les 
deux  droites  OF,  OH  satisfont  encore  à  la  relation  : 

(NN'N"iV"')  =  (PP'P"P"'), 

comme  on  Ta  démontré  dans  le  théorème  précédent. 
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5"  Le  lieu  est  également  une  conique  si  la  base  NP  passe 
par  l'intersection  C  des  tangentes  communes  à  deux  coni- 
ques, et  que  les  extrémités  N  et  Pde  cette  base  se  meuvent 
sur  l'une  et  l'autre  conique,  les  deux  autres  côtés  NiM,  PM 
passant  constamment  par  les  points  A  et  B,  situés  sur  l'une 
et  l'autre  conique. 

58'î.  Deux  ongles  ÏAM,  IBM  tournent  autour  de  leurs 
sommets  fixes  A  et  B,  en  conservant  la  même  grandeur 
Cf.  et  [3.  L'intersection  des  deux  côtés  AI,  BI  de  ces  deux 
angles  doit  se  trouver  sur  une  droite  donnée  DR.  Chercher 
le  lieu  décrit  par  le  point  M,  intersection  des  deux  autres 
côtés  A  M,  BM  de  ces  angles.  I 

Construisons  quatre  positions  de  ces  deux  angles 
(dg.  273);  on  a  : 

(A,in"r")==(B,n'rT"), 

et,  comme  les  angles  correspondants  ayant  leurs  sommets 

en  A  et  B  sont  égaux,  d'après 
les  conditions  du  mouvement, 
il  vient  : 

(A,  in"I"')  =  (A,  MM'M"M"'), 

(B,I1'I"I"')  =  (B,  MM'M'M"'); 

d'oîi 

(A,MM'M"M'")=(B,MM'M"iVl"'). 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  conique  passant  par  A  et  B. 

Si  le  point  I  se  meut  sur  une  conique  au  lieu  d'une 
droite,  le  lieu  décrit  sera  encore  une  conique,  les  autres 
conditions  du  mouvement  restant  les  mêmes,  car  on  a  : 

(A,  ii'i"i"')  =  (B,  iri"i"'). 

Si  les  sommets  A  et  B  des  angles  constants  a,  (3  sont 
situés  aux  extrémités  du  grand  axe  d'une  ellipse  donnée,  et 
que  le  point  I,  intersection  des  deux  côtés  AI,  BI  de  ces 


I 
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angles  (fig.  275),  se  meuve  sur  celte  ellipse,  rinterseclion 
M  des  deux  autres  côtés  décrit  aussi  une  ellipse,  comme  il 
esl  facile  de  le  prouver  en  cherchant  directement  l'équa- 
tion  de  celle-ci. 

»«S.  Inscrire  dans  une  conique  un  polygone  dont  les 
côtés  passent  par  des  points  fixes. 

Prenons  sur  la  conique  un  point  quelconque  A,  comme 
premier  sonmiet  du  polygone,  et,  parce  point,  menons  des 
droites  passant  par  les  autres  points  donnés. D'une  manière 
générale,  le  dernier  côté  du  polygone  ne  passera  pas  par  le 
point  A;  soit  X  le  point  où  il  rencontre  la  conique.  Con- 
struisons ainsi  quatre  j)olygones,  et  admettons  que  le  der- 
nier côté  du  quatrième  rencontre  la  conique  au  point  A'", 
c'est-à-dire  que  X'"  coïncide  avec  A'".  On  aura  alors  : 

(AA'A"A"')  =  (XX'X"X"'); 

ce  qui  revient  au  problème  suivant. 

589.  Connaissant  trois  couples  de  points  ace,  dfb,  trou- 
ver un  point  R  tel  que  l'on  ait  : 
(R  .  ace)  =  (R  .  dfb). 
On  considérera  les  six  points 
ace,  dfb,  qui  sont  les  positions 
de  A,  A',  A"  et  de  X,  X',  X", 
comme  les  sommets  d'un  hexa- 
gone dont  l'intersection  des  cô- 
tés opposés  délerminera  la  droite 
Imnp,  qui  rencontrera  la  conique 
au    point  demandé  X'",    puis- 


Fig.  274. 


qu  on  a 


(IXpnl)  =  [d ,  Race)  =  («,  Mfb). 
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CHAPITRE  XXV. 

SYSTKMr.J^   ■lO.nOGUAPHIQUKS». 

530.  Lorsque  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
droites,  passant  par  un  même  point,  est  égal  au  rapport 
anharmonique  de  quatre  autres  droites,  passant  par  un 
autre  point,  ces  deux  faisceaux  de  droites  se  nomment 
ho  m  orjraphiques . 

Etant  donné  un  système  de  points  sur  une  droite,  on 
peut  toujours  former  sur  une  autre  droite  un  système  lio- 
mographique,  tel  qu'à  trois  points  a,  b,  c  du  premier  cor- 
respondent trois  points  a',  b',  c'  du  second,  pris  arbitraire- 
ment. 

Prenons  sur  chaque  droite  une  origine,  et  comptons,  à 
partir  de  ce  point,  sur  la  première  droite  les  dislances  a,  b, 
c,  X  des  trois  points  donnés  et  d'un  point  variable.  Uej)ré- 
senions  par  a',  b',  c' ,  x',  les  distances  analogues  sur  la 
seconde  droite. 

La  condition  pour  que  les  deux  systèmes  de  points 
soient  homographiques  est  : 

(a  —  h){c  —  x)        {a' — b'){c.'  —  x') 


[a  —  c)  (6  —  x)        [a'  —  c')  (6'  —  x'} 

laquelle  se  ramène  à  la  forme 

Axx'  -H  Bx  -+-  Cx'  -+-  D  =  0. 

Cette  équation  étant  du  premier  degré  par  rapport  à  x 
et  à  x',  on  voit  déjà  qu'à  toute  valeur  de  x  en  correspond 
toujours  une  réelle  de  x' ;  de  même,  à  une  valeur  quel- 
conque de  x'  correspond  toujours  une  seule  valeur  de 
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5»!.  Réciproquement,  deux  systèmes  de  points  eu  ligne 
(lioile,  assujettis  à  une  relation  algébrique  quelconque,  sont 
lioniographiques,  si,  à  un  point  du  premier  système  corres- 
pond toujours  un  point  du  second,  et  un  seul. 

L'équation 

kxx'  -+-  Bx  -t-  Cx'  -+-  D  =  0 

est  évidemment  la  relation  la  plus  générale  à  laquelle  on 
puisse  soumettre  les  deux  points  x,  x'. 
La  relation 

Axx'  -4-  Bx  -I-  Cx'  -4-  D  ==  0 , 

lorsque  les  points  du  système  sont  quelconques,  contient 
trois  constantes  arbitraires;  ce  qui  prouve  qu'à  trois  points, 
pris  à  volonté  sur  la  première  droite,  correspondent  trois 
autres,  pris  aussi  à  volonté  sur  la  seconde  droite. 

53».  Su|)posons  deux  droites,  et  admettons  que  Ton 
lasse  coïncider  sur  ces  deux  droites  les  deux  points  a,  a'. 

Soient  b,  c,  d,  b' ,  c',  d'  (iig.  275)  les  trois  autres  points 
formant  le  système  homograpliique 

[abcd)  =  {a'b'c'd'). 

A  une  valeur  infinie  de  x'  correspond  une  valeur  finie 
de  X,  et  réciproquement. 

De  Téqualion  précédente,  on  tire  successivement  : 

lîx  -4-  D 

x'= » 

Ax  -\-  il 

Cx'  -t-  I) 


x  = 


Ax'  -H  B 

Si  le  point  d'  de  la 
seconde  droite  est  à 
d  00  l'infini,  le  point  cor- 
respondant de  la  première  droite  est  situé  au  point  de 
rencontre  0  de  celle-ci  a\ec  la  parallèle  à  la  seconde 
menée  par  le  point  I  (fig.  275).  De  même,  si  le  point  d 
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de  la  première  droite  est  à  l'infini,  le  point  d',  homologue 
de  la  seconde  droite,  est  au  point  de  rencontre  0'  de  la 
deuxième  droite  avec  une  parallèle  menée  par  le  point  I  à 
la  première. 

533.  Involution.  Lorsque  les  points  des  deux  systèmes 
abcd,  a'b'c'd'  sont  situés  sur  la  même  droite,  les  valeurs 

Bx  -t-  D  Ca;'  -+-  D 

et 


Ax  -f-  C  Ax'  +  lî 

étant  égales,  on  dit  alors  que  les  points  forment  un  sijstème 
en  involution.  On  peut  trouver  sur  la  droite  un  point  qui, 
considéré  comme  appartenant  à  chaque  système,  conserve 
la  même  position. 

Les  deux  valeurs  de  x  et  de  x'  ne  peuvent  être  égales 
que  si  C  =  B.  Alors,  l'équation  générale  devient  symé- 
trique par  rapport  à  x  et  à  x' ,  et  elle  est  : 

Axx'  -t-  B  (x  H-  x')  -+-  D  =  0    .     .     .     .     (1). 

Cette  équation  renferme  seulement  deux  constantes 
arbitraires;  ce  qui  prouve  qu'il  suffit  de  deux  couples  de 
points  correspondants  aux  conjugués  (aa'),  (p^')i  pour  dé- 
terminer l'involution. 

On  peut  donc  dire  qu'un  système  quelconque  de  points, 
situés  sur  une  droite,  est  en  involution,  lorsque  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  quelconques  de  ces  points  est  égal 
au  rapport  anharmonique  des  quatre  points  correspondants. 

534.  Les  valeurs  de  x  et  de  x',  qui  satisfont  à  l'équalion 
précédente,  représentent  les  distances  des  deux  points  con- 
jugués à  l'origine. 

On  peut  simplifier  cette  équation  en  choisissant  une  ori- 
gine convenable.  Faisons 

x  =  Xi-+-K,    x'=xJ-4-K, 

K  étant  une  indéterminée. 
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En  remplaçant  clans  l'équation  (1),  il  vient: 
AXiX[  -+-  (B  -+-  AK)  (x,  -\-  x\)  +  AK*  -+-  2BK  -h  D  =  0. 
On  peut  profiter  de  l'arbitraire  K  pour  poser 

B  H-  AK  =  0;     d'où     K  = : 

A' 

ce  qui  détermine  la  nouvelle  origine,  et  ramène  l'équation 
à  la  forme  la  plus  simple  : 

Xjx',  =  constante. 

On  dit  alors  que  l'origine  est  le  centre  du  système;  d'où 
résulte  ce  théorème  :  «  Le  produit  des  distances  de  deux 
points  conjugués  au  centre  est  constant.  » 

On  a  pour  le  point  x',  correspondant  à  x  : 

Bx  -t-  D 

^  ~~~  Ax  -nï' 

et  ce  point  est  à  l'infini  lorsque  Ax  +  B  =  0;  d'où 

—  B 
x=— . 

Ce  point,  comme  on  vient  de  le  dire,  est  le  centre;  de 
sorte  que  le  centre  est  un  point  dont  le  conjugué  est  à 
l'infini. 

5.35.  On  parvient  au  même  résultat  comme  suit:  les 
points  a,  b,  c,  a',  b',  c'  étant  en  involution,  on  a  : 

,      ac  X  bc'       a'c'  X  b'c 

(abcc')  =  (a'b'c'c);     d'où     7- == -~r~ — 77~;' 

ac  Xbc       acX  bC 

Si  le  point  c'  est  à  l'infini,  6c' =  ac',  b'c' =  a'c',  et  il 

vient  : 

ac  X  a'c  =  bcX  b'c; 

ce  qui  prouve  que  le  produit  des  distances  de  deux  points 
correspondants  au  centre,  qui  est  l'origine,  est  constant. 
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Lorsque  l'origine  ou  le  centre  est  en  dehors  de  ces  deux 
points  correspondants,  ce  produit  est  toujours  positif, 
puisque  les  points  a,  a,  qui  se  correspondent,  sont  tous 
deux  à  droite  ou  à  gauche  du  centre.  On  a  donc,  dans 
ce  cas  : 

ca  X  ca'  =  -f-  K^. 

Si  l'origine  ou  le  centre  se  trouve  entre  deux  points  cor- 
respondants a,  a',  le  produit  ca  x  ca'  sera  négatif  et  de  la 

forme 

ca  Xca'  =  —  K^, 

et  les  foyers  seront  imaginaires. 

536.  Si  l'on  fait  x=  x'  dans  l'équation  qui  détermine 
les  distances  de  deux  points  conjugués  à  l'origine,  il  vient  : 

Ax^-t-  2Bx  -4-  D  =  0, 

laquelle  fera  connaître  les  distances  des  deux  foyers  à  celte 

origine. 

Les  distances  de  deux  points  a  l'origine  étant  données 

par  l'équation 

ax-  -+-  lUx  -+-  d  =  Q , 

ces  points  sont  conjugués  si  les  coefficients  a,  h,  d  satis- 
font à  l'équation 

kd  —  2B6  -4-  Da  =  0. 

On  a  encore,  en  désignant  les  deux  foyers  par  f,  f: 

{aff'a')^{a'fl'ay, 

,,   .  af'xa'f       a'fKaf  af  u'f 

dou '^=  — '—     et     — ^= -; 

aa   X  //'       aa'  x  //'  af  a'f 

on  voit  que  les  points  a,  a'  divisent  la  distance  ff  des  foyers 
en  segments  qui  sont  dans  le  même  rapport.  Si  l'un  des 
foyers  f  est  à  l'infini,  l'autre  divise  la  distance  aa'  des 
deux  points  conjugués  en  deux  parties  égales. 
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539.  Deux  couples  de  points  déterminent  un  système  en 
inrohition. 

Soient  les  équations  : 

ax^  -+-  26x  H-  (/  =  0 ,     a'x-  -+-  %'x  ■+-  d'  =  0, 

qui  donnent  ces  deux  couples  de  points.  On  aura  pour  dé- 
tei miner  les  arbitraires  A,  B,  D  les  équations  : 

Ad  —  2B6  -+-  Do  -=  0,     A(/'—  '■2\ib'  -+-  D«'  =  0. 

La  relation  entre  les  segments  formés  par  six  j)oinls  en 

involulion  est  la  même  que  celle  qui  existe  entre  les  sinus 

des  angles,  formés  en  joignant  ces  six  points  à   un  point 

lixe.  Le  faisceau  déterminé  en  joignant  un  point  fixe  à  six 

points  en  involulion  fornje,  sur  une  transversale  quelconque, 

six  points  en  involution,  et  deux   droites  a  —  K6  =  0, 

X —  K'j3  =  0  appartiennent  à  un  faisceau  en  involution, 

si  l'on  a  : 

ARK'h-  B(K-+-  K)  -h  D  =  0. 

338.  Quand  plusieurs  cordes  d'une  conique  passent  par 


Fig.   27G. 


qui  passent  par  un  même  point  P, 
conque  de  la  conique. 


un  même pointP, 
les  couples  de 
droites,  menées 
d'un  point  M  de 
la  courbe  aux  ex- 
trémités de  cha- 
que corde,  .sont  en 
involution  et  cor- 
ci  respondent  an- 
harmoniqtœment 
aux  cordes. 

^^  Soient  A  A',  BB', 
ce,    les   cordes 

cl  M  un  point  quel- 
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Joignons  le  point  M  à  P  :  la  droite  MP  rencontre  la 
courbe  en  un  second  point  M'  (fig.  276). 

On  sait  (2o5)  que  la  polaire  du  point  P  est  le  lieu  des 
points  de  rencontre  des  droites  MA,  MB,  MC,  MA'  res- 
pectivement avec  les  droites  M'A',  M'B',  M'C,  M'A;  de 
sorte  que  l'on  a  : 

M  (A,  B,C,  A')  =  M'(A',  B',  C,  A). 
Comme 

M'  (A',  B',  C,  A)  =  M  (A',  B',  C,  A) , 
on  obtient  : 

M(A,  B,  C,  A')  =  M(A',  B',  C,  A). 

Donc,  les  trois  couples  de  droites  MA,  MA';  MB,  MB'; 
MC,  MC  sont  en  involution. 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  angles  AMA', 
BMB'...,  est  égal  à  celui  des  quatre  droites  Avi',  BB'...;il 
s'ensuit  que  les  couples  de  droites  MA,  MA'  ;  MB,  MB'  ; ... 
correspondent  anharmoniquement  aux  cordes  PAA', 
PBB',  ...  Ainsi,  lorsque  des  angles  ayant  un  sommet  com- 
mun, situé  sur  une  conique,  sont  en  involution,  les  cordes 
que  ces  angles  interceptent  sur  la  courbe  passent  par  un 
même  point. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  droites,  menées  du 
point  M  aux  points  de  contact  des  tangentes  qui  passent  par 
P,  sont  les  rayons  doubles  de  l'involution  formée  par  les 
couples  de  droites  MA,  MA'  ;  MB,  MB';.... 

539.  On  peut  encore  dire  que  :  si  un  angle  est  circon- 
scrit à  une  conique  et  si,  par  son  sommet,  on  fait  passer 
une  droite  quelconque  rencontrant  la  courbe  en  deux  points, 
les  droites,  menées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  ces 
deux  points,  sont  conjuguées  harmonicjues  par  rapport  aux 
droites  partant  du  même  point  et  passant  par  les  points  de 
contact  des  deux  côtés  de  l'angle  circonscrit  à  la  conique. 
D'où  résulte  : 
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I.  5»  tm  angle  droit  tourne  autour  de  son  sommet,  situé 
sur  une  coniipie,  les  cordes  que  ses  côtés  interceptent  sur  la 
courbe  passent  par  un  même  point. 

II.  Si,  par  un  point  d'une  conique,  on  mène  deux  droites 
/•gaiement  inclinées  sur  un  axe  fixe,  la  corde  comprise  entre 
ces  deux  droites  dans  la  conique  passe  par  un  point  fixe. 

m.  Si  les  deux  points  C,  C  se  rapprochent  du  point  M  et 
finissent  par  coïncider,  la  droite  MC,  à  la  limite,  sera  la 
tanqente  au  point  M,  et  la  droite  MC  coïncidera  avec  MP. 

Donc;,  dans  un  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique,  si 
l'on  mène  par  un  point  de  la  courbe  :  des  couples  de 
droites  à  ses  sommets  opposés,  la  tangente  en  ce  point  et 
la  droite  qui  passe  par  le  point  de  rencontre  des  deux  dia- 
gonales, ces  six  droites  sont  en  involution. 

Cette  propriété  permet  de  mener  la  tangente  à  l'uii  quel- 
conque des  cinq  points  donnés  d'une  conique,  problème 
(|ue  l'on  sait  résoudre  au  moyen  du  théorème  de  Brian- 
chon  (552). 

.»40.  Lorsque  les  sommets  des  angles,  circonscrits  à  une 
conique,  sont  en  ligne  droite,  les  segments  que  ces  angles 
interceptent  sur  une  tangente  quelconque  à  la  conique  sont 

Fig.  277. 


en  involution,   et  correspondent  anharmoniquement  aux 
sommets  des  angles. 
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Soient  A,  B,  C...  les  sommets  de  ces  angles  situés  sur 
une  droite  A,  aa\  bb' ..,  les  segments  qu'ils  interceptent  sur 
une  tangente  T  (fig.  277).  Par  le  point  d'intersection  R  de 
cette  tangente  et  de  la  droite  A,  menons  une  seconde  tan- 
gente T',  qui  rencontre  les  côtés  des  angles  en  des  couples 
de  points  a,  a';  (3,  P';,.. 

On  sait  que,  si  de  tous  les  points  d'une  droite,  on  mène 
des  tangentes  à  une  conique,  toutes  les  cordes  de  contact 
passent  par  un  même  point,  qui  est  ici  le  pôle  de  la  droite  A. 
Puisque  ces  droites  passent  par  un  même  point,  on  con- 
clut que  : 

(a,  6,  c,  a')  =  (a',  p',r',a); 


comme 


il  vient 


(a,  |5',  r',  «)=  («',  //,  c',  o), 


[a,  b,  c,  a')  =  (a',  6',  c',  a)  : 

donc,  les  trois  segments  sont  en  involulion. 

Le  rapport  anliarmonique  des  quatre  segments  est  celui 
des  quatre  points  conjugués  harmoniques  de  ces  segments 
par  rapport  à  un  point  de  la  tangente  T,  le  point  R  par 
exemple.  Les  conjugués  harmoniques  sont  sur  les  polaires 
de  ce  point  relatives  aux  quatre  angles;  et  comme  ces  polaires 
passent  par  un  même  point,  leur  rapport  anliarmonique  est 
égal  à  celui  des  sommels  des  angles  A,  B.... 

Si  la  droite  A  rencontre  la  conique  en  deux  points,  les 
tangentes  en  ces  deux  points  détermineront,  par  leur  reu- 
conlre  sur  la  tangente  T,  les  rayons  doubles  de  l'involution. 

Si  le  sommet  de  l'angle  C  se  trouve  au  point  R,  on 
obtiendra  un  quadrilatère  circonscrit  à  la  conique ,  et  l'on 
déduit  de  ce  qui  précède  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  conique,  si 
Von  mène  une  tangente  à  cette  courbe,  les  points  où  elle 
rencontre  les  côtés  opposés,  son  point  de  contact  et  le  point 
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OÙ  elle  rencontre  la  diagonale  qui  joint  les  points  tVinler- 
section  des  côtés  opposés,  ces  six  points  sont  en  involiition  ; 
d'où  résulte  une  solution  du  problème  : 

Trouver  le  point  de  contact  d'une  conique,  tangente  à  cinq 
droites  données. 

541.  On  nomme  divisions  homographiques  sur  une 
conique  deux  séries  de  points  de  cette  courbe  tels  que  les 
droites,  menées  de  ces  points  à  un  point  quelconque  de  la 
conique,  forment  deux  fuisceaux  homograpbiques.  Les 
rayons  doubles  de  ces  faisceaux  déterminent  sur  la  conicpic 
deux  points  que  l'on  nomme  les  points  doubles  des  deux 
divisions. 

54*.  Étant  données  sur  une  même  droite  deux  séries  de 
segments  en  involution,  trouver  le  segment  commun  aux 
deux  involutions. 

Premier  procédé.  Prenons  pour  conique  un  cercle.  Par 
un  point  fixe  de  sa  circonférence,  menons  des  droites  aux 
extrémités  des  deux  segments  de  la  première  involution. 
Les  droites  qui  en  résultent  interceptent,  sur  la  circon- 
férence, deux  cordes  dont  l'intersection  détermine  un 
point  1;  de  même,  les  droites,  menées  du  point  lixe  aux 
deux  extrémités  de  la  seconde  involution,  interceptent  sur 
la  circonférence  deux  cordes  qui  se  coupent  en  un  second 
.point  I'.  La  droite  H'  rencontre  la  conique,  qui  est  ici  la 
circonférence,  en  deux  points;  si  l'on  joint  le  point  fixe 
du  cercle  à  ceux-ci, on  aura  deux  droites  qui  intercepteront 
sur  la  droite  des  deux  involutions  le  segment  qui  leur  est 
commun,  c'est-à-dire  les  points  doubles. 

543.  Deuxième  procédé.  Traçons  une  conique  quel- 
conque, tangente  à  la  droite  sur  laquelle  se  trouvent  les 
deux  séries  de  points  en  involution. 

Par  les  extrémités  des  deux  segments  de  la  première 
involution,  menons  des  tangentes  à  celte  conique  :  on 


592  SECONDE   PARTIE. 

forme  ainsi  deux  angles  circonscrits  dont  les  sommets 
déterminent  une  droite  D. 

Par  les  deux  extrémités  de  la  seconde  involulion,  on 
mènera  deux  tangentes  à  la  conique;  on  aura  de  la  sorte 
une  seconde  droite  D'.  Ces  deux  droites  D,  D'  se  coupent 
et  forment  un  angle  qui,  étant  circonscrit  à  la  conique, 
interceptera  par  sa  corde  de  contact  le  segment  demandé. 

544.  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  une  coni- 
que, une  transversale  quelconque  rencontre  les  deux  couples 
de  côtés  opposés  et  la  conique  en  six  points  qui  sont  en  invo- 
lution  (Théorème  de  Desargues). 

Soit  ABCD  un  quadrilatère  inscrit  dans  la  conique,  et 

soient  a,  a',  b,  b'  les  points  de 

Fig.  278.  ' 

rencontre  des  côtés  opposés 
de  ce  quadrilatère  avec  une 
droite  L. 

Si  l'on  suppose  que  deux 
droites  se  meuvent  autour  des 
^  deux  points  fixes  A  et  C ,  en 
se  coupant  sur  la  courbe  elles 
détermineront  sur  la  droite  deux  divisions  homographiques 
dont  les  points  de  rencontre  avec  la  courbe  seront  les  points 
doubles  e,  f,  réels  ou  imaginaires.  Mais  a,  b  ont  pour  cor- 
respondants b',  a'  ;  de  sorte  que  les  trois  couples  aa',  bb' ,  ef 
sont  en  involulion. 

Ce  théorème  permet  de  construire  une  conique  lorsque 
l'on  connaît  cinq  points  de  cette  courbe. 

En  effet,  parmi  les  cinq  points,  on  peut  en  prendre 
quatre  pour  former  un  quadrilatère  inscrit  à  la  conique. 

Si,  par  le  cinquième  point,  on  mène  une  transversale, 
celle-ci  rencontrera  les  côtés  de  ce  quadrilatère  en  quatre 
points,  et  la  conique  en  un  point  inconnu.  On  aura  ainsi  six 
points  formant  involution  ;  donc,  le  point  inconnu  de  la 
conique  sera  déterminé. 
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I.a  transversale  peut  é(rc  tangente  à  la  courbe;  alors,  le 
point  de  contact  sera  l'un  des  deux  points  doubles  de  l'in- 
volntion,  qui  sera  détcrmincc  par  les  quatre  points  de  ren- 
contre du  quadrilatère  avec  la  tangente.  Cette  position  de 
la  transversale  résout,  dans  ce  cas,  le  problème  suivant  : 
Construire  la  conique  qui  doit  passer  par  quatre  points 
et  être  tangente  à  une  droite  donnée. 

545.  Si  les  côtés  d'un  triangle  ABC  coupent  une  conique 
(le  manière  qu'il  y  ait  sur  chaque  côté  deux  segments  for- 
més par  le  sommet  et  la  courbe,  le  produit  des  six  segments, 
formés  en  faisant  le  tour  de  la  figure  dans  un  sens,  est  égal 
au  produit  des  six  autres  segments,  pris  dans  un  sens  con- 
traire. 

Soient  a,  a',  b,  U  et  c,  c'  les  points  de  rencontre  des  côtés 

AC,  BC,  AB  avec  la 

courbe.     Le     triangle 

ABC  étant  coupé  par 

les    transversales    ab, 

a'b'  («g.  279)  donne  : 

AaXCbX  Br/' 

Ca  X  B/j  X  Arf' 

Ao'X  Cb'  X  ^d 


Fig.  279. 


=  1 


A^— 


=  1 


Ca'  X  B6'  X  Ad 


Mais  la  transversale  AB  rencontre  la  conique  et  le  qua- 
drilatère inscrit  aba'b'  en  six  points  qui  sont  en  involution, 

et  l'on  a  : 

Brf  X  M'  _  Bc  X  Bc' 

Ad  X  Ad'       Ac  X  Ac'' 

d'où  l'on  tire  : 

Aa  X  Aa'  x  Bc  x  Bc'  x  C6  x  C6' 


Ac  X  Ac'  X  B6  X  B6'  x  Ca  x  Ca' 
lel  est  le  tbéorème  de  Carnol. 
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Il  peut  arriver  que  le  côlé  AB  ne  rencontre  pas  la  courbe; 
mais  les  rectangles  Ac  X  Ac',  Bc  X  Bc'  sont  toujours  réels, 
quoique  les  points  c,  c'  soient  imaginaires. 

Il  est  facile  de  prouver  que  le  théorème  subsiste,  même 
lorsqu'aucun  des  trois  côtés  du  triangle  ne  rencontre  la 
courbe. 

Si  un  ou  deux  des  côtés  du  triangle  rencontre  la  courbe 
à  l'infini,  le  rapport  des  segments,  à  partir  des  sommets 
aux  points  à  l'infini,  est  égal  à  l'unité,  et  l'égalité  subsiste 
pour  les  autres  segments. 

54«.  Il  résulte  du  théorème  de  Carnot  plusieurs  corol- 
laires remarquables. 

Lorsqu'un  des  sommets,  C  par  exemple,  est  situé  à  l'in- 
fini, l'équation  précédente  devient  : 

Aa  X  Aa'       B6  x  B6' 
Ac  X  Ac'       Bc  X  Bc' 

Si,  par  un  point  quelconque  P  de  la  droite  Aoa',on  mène 
une  parallèle  PL  à  la  droite  AB,  elle  rencontrera  la  courbe 

en    deux    points    m,    n 
(fig.  280)  ;  on  aura  aussi  : 

Aa  X  Aa'       Va  x  Va' 
Ac  X  Ac'       Vm  X  Vn 

d'où  l'on  tire  : 

Va  X  Va'       B6  x  B6' 


C 

C 

l.  280. 

nv  \ 

P 
a,' 

B    y 

A 

c~"--- 

l' 

Vm  X  Vn       Bc  x  Bc' 

ce  qui  prouve  que,  par  un  point  pris  dans  le  plan  d'une 
conique,  si  l'on  mène  delix  parallèles  à  deux  axes  fixée ,  le 
rapport  du  produit  des  segments  que  la  courbe  fait  sur  ces 
deux  droites  à  partir  de  leur  point  commun,  est  constant. 
Ce  théorème  est  celui  de  Newton;  on  le  démontre 
directement,  et  il  sert  à  construire  par  points  une  conique 
lorsqu'on  connaît  cinq  points  de  celte  courbe.  On  peut 
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supposer  qu'un  des  points  a,  a',  ou  tous  les  deiix,  soient 
situés  à  l'infini. 

adï.  Si,   pnr  chaque   point  A  d'une   parallèle  à  une 


Fig.   2«l. 


asymptote  d'une  hyperbole, 
on  mène  une  transversale,  pa- 
rallèle à  une  droite  fixe,  on  a  : 


Ac  X  Ac' 
Au' 


constante, 


c,    c'    étant    les    points    où 
la   transversale  rencontre   la 
courbe,  et  a'  le  point  d'inter- 
section de  celle-ci  avec  la  pa- 
rallèle à  l'asymptote. 
De  même,  si  par  chaque  point  A^  d'une  asymptote,  on 
mène  dans  une  direction  donnée  une  transversale,  qui  ren- 
contre la  courbe  en  deux  points  c,  «',  le  rectangle  A|cA-jc' 
est  constant  (fig.  281). 

Enfin,  quand  une  droite  Ac  ne  rencontre  une  parabole 
(|u'en  un  point  a',  l'autre  point  a  étant  à  l'infini,  si  par 
chaque  point  A  de  cette  droite,  on  mène  dans  une  direction 
donnée  une  transversale,  qui  rencontre  la  courbe  en  deux 
points  c,  c',  on  a  : 

Ac  X  Ac' 


A  a' 


constante. 


548.  Le  théorème  de  Caniol  résout  de  la  manière  la 
plus  sinq)le  le  problème  suivant  : 

Faire  passer  par  quatre  points  a,  a',  h,  b'  une  vonique 
tangente  à  une  droite  donnée. 

On  a  : 


Ar 
Bc 


=  ±V 


Afe  X  kh'  X  Ca  X  Ca' 
Bo  X  litt'  X  C6  X  C6' 


le  rapport  g^  détermine  le  point  de  contact  de  la  courbe. 
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Le  double  signe  du  radical  indique  qu'il  y  a  deux  coni- 
Fig.  282.  9*^'^^  ^"'  résolvent  la  question; 

on  peut  supposer  AC,  BC  ne 
rencontrant  pas  la  courbe  Si  les 
trois  côtés  du  triangle  sont  tan- 
gents à  la  conique,  l'équation  gé- 
nérale devient  : 


ou 


i  2  _2 

Ac  X  Ba  X  Cb 


Ah  X  Bc  X  Ca 
Ac  X  Ba  X  C6 


1 


=  =bd. 


^  '-  "  A6  X  Bc  X  Ca 

Les  trois  points  a,  b,  c  n'élanl  pas  en  ligne  droite,  on  doit 
prendre  le  signe  — . 

Cette  relation  prouve  que  les  trois  droiles  Aa,  B6,  Ce  se 
coupent  en  un  même  point  I  (fig.  282). 

549.  On  peut  aussi  mener  une  tangente  en  un  point 
d'une  conique  lorsqu'on  connaît  quatre  autres  points  de  la 
courbe.  Si  les  deux  points  a  et  6  de  la  corde  ab  se  rappro- 
cbent,  de  manière  que  la  sécante  qui  passe  par  ces  deux 
points  devienne  tangente ,  le  point  C  se  rapprochera  lui- 
même  de  la  courbe ,  et  se  trouvera  sur  celle-ci  lorsque  la 
sécante  ab  sera  tangente;  mais,  au  lieu  du  rapport^,  qui 

se  trouve  dans  l'équa- 
tion générale,  on  peut 
substituer  celui  du 
sinus  des  angles  que 
la  corde  ab  ou,  à  la 
limite,  la  tangente 
TCT'  fait  avec  les  cô- 
tés CB,  CA  (fig.  283). 
En  désignant  ces  angles  par  a  et  (3,  il  vient  ; 

Aa'  X  AC  X  Bc  X  Bc'  x  Cb'      sin  S 

X i-  =  1 . 

Ac  X  Ac'  X  B6'x  BC  x  Ca'       sin  a 
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Celle  éqiuuit)n  fera  connaître  le  ia|)porl  ^!—^  et,  par  con- 
séquent, la  tangente  au  point  C. 

550.  Le  théorème  de  Carnot  donne  une  solution  du 
problème  suivant  : 

Construire  le  cercle  oscillateur  d'une  conique  en  un  point 
dont  on  connaît  la  tangente,  étant  donnés  trois  autres  points 
de  la  courbe. 

Le  cercle  osculateur  d'une  courbe  est  celui  qui  passe  par 

trois  points  consécutifs  de  cette 

Fis.  284. 

courbe.  Prenons  donc,  sur  la 

/(  conique,  trois  de  ces  points  a,  c, 

/  Il  a',  et  soient  b,  b',  c'  trois  autres 

.^■-^/             "^  points  quelconques  situés  sur 

f.  '  a/_  Bj              \  cette  courbe  (Hg.  284).  Tirons 

l^            /  les  cordes  «a',  6/y,  ce' qui,  en  se 

^--   :^ ^  coupant,   lorment   le   triangle 

*  ABC.  On  obtient  : 

Aa  X  Aa'  x  Bc  x  Bc'  x  C6  x  C6' 

Ac  X  Ac'  X  B6  X  Bb'  x  Ca  x  Ca' 

Le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  a,  c,a',  rencontre 
le  côté  AB  en  un  point  p,  tel  qu'on  a 

Ac  X  Ap  =  A(t  X  Aa', 

cl  ré<iuation  précédente  donne 

Hb  X  B6'  X  Ca  X  Ca' 


Ap  =  Ac'  X 


Bc  X  Bc'  X  Cb  X  Cb' 


Si  les  trois  points  a,  a',  c  se  rapprochent  et  n'en  forment, 

à  la  limite,  plus  qu'un  seul,  la  corde  aa',  c'est-à-dire  le  côté 

AC,  devient  tangent  à  la  courbe,  et  le  point  A  arrive  en  C; 

de  sorte  qu'il  vient  : 

B6  X  B//  X  CÂ* 

Ap  =  Ac'  X ; rr-- 

^  AB  X  Bc'  X  C6  X  Cb' 
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Lorsque  le  point  C  est  à  l'infinî,  on  a 


^P 


Ac'  X 


B6  X  B^>' 
AB  X  lie'' 


si  le  point  B  est  le  milieu  des  cordes  bb',  Ac'  (fig.  285), 
il  vient  : 

Ap  =  2  X — ■' 
AB 

Soit  R  le  rayon  du  cercle,  w  étant  l'angle  que  la  droile 
AB  fait  avec  le  diamétie  AD  abou- 
tissant au  point  de  contact  A  de  la 
tangente  à  la  courbe.  On  obtiendra  : 


Ap  =  2R  cosw 


et 


B6 
R  cos  w  =  — 
AB 


ou 


R 


— î 
HJï 


551.  Les  coniques  passant  par  quatre  points  pxes  déter- 
minent, sur  une  transversale,  un  système  de  points  en  invo- 
liition . 

En  prenant  l'axe  des  x  pour  cette  transversale,  on  a  pour 
les  équations  des  trois  coniques  : 

ax^  -+-  26x  -f-  t/  =  0 ,     a'x^  -+-  ^h'x  -+-  d'  =0, 
ax"  -4-  26x  -f-  rf  H-  K  [a'x""  -4-  2ft'x  -»-  (/')  =  0. 

On  vient  de  prouver  que  deux  couples  de  points  peu- 
vent toujours  former  involution;  or,  le  dernier  couple 
forme  avec  les  deux  premiers  une  involution. 

Il  est  facile  de  démontrer  ce  ihéorème  directement. 

En  effet,  soient  a,  b,  c,  d,  les  quatre  points  fixes  par  les- 
quels passent  les  coniques,  a  et  c  étant  les  sommets  de 
deux  faisceaux  (fig.  286). 
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On  a,  d'après  la  propriété  anliarmoniquc  des  coniques  : 
[a  .  AdbX']  =  [c  .  AdbA'] 
et,  pour  les  points  où  la  droite  A  A'  rencontre  les  rayons 
Fig.  286.  ^^^  faisceaux  ; 

[ACBA']=[AB'C'A']  =[A'C'B'A]. 

Il  s'ensuit  que  les  points  A, 
A',  où  la  transversale  coupe 
la  conique,  sont  en  involution 
.c'avcc  les  points  B,  B',  C,  C, 
qui  sont  les  points  de  rencon- 
tre de  celle  transversale  avec 
les   quatre  côtés  du  quadri- 
latère  formé  par   les  quatre 
points  fixes  a,  0,  c,  d. 
558.  Le  lieu  du  point  d'intersection  de  deux  droites 
homologues,  appartenant  à  deux  faisceaux  homorjrapfiiffies 
donnés,  est  une  conique. 

Soit  L  une  droite  quelconque  (fig.  287). 
Les  deux  faisceaux  homographiques  donnés,  0, 0',déler- 

niinenl  sur  celte  droite 
les  deux  systèmes  ho- 
mographiques 

(a'a"),(^7/'),(c'c").. 

Les  deux  droites  ho- 
mologues Oc/,  O'd,  qui 
se  coupent  sur   cette 
droite  L,  forment  un 
pointdoubIe;etcomme 
il  n'y  a  sur  la  droite  L  que  deux  points  doubles  d,  e,  il  s'en- 
suit que  la  droite  L  rencontre  le  lieu  seulement  en  deux 
points  réels  ou  imaginaires  :  ce  lieu  est  du  2™"  degré.  On 
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peut,  d'après  cela,  chercher  le  point  de  rencontre  d'une 
droite  L  avec  une  conique  représentée  par  cinq  points  don- 
nés a,  6,  c,  0,  0'.  Si  l'on  joint  les  points  a,  b,  c  aux  deux 
points  0,  0',  on  a  deux  faisceaux  homographiques  0,  0' 
qui  déterminent  sur  la  droite  les  trois  couples  de  points 

{a'a"),  {h'b"},  {c'c"). 

Le  lieu  du  point  d'intersection  des  droites  homologues 
est  la  conique  passant  par  les  cinq  points. 

On  trouvera  les  points  doubles  d,  e,  comme  on  l'a  vu 
précédenntient. 

553.  Étant  données  deux  droites  D,  D',  et  deux  systèmes 
de  points  homographiques  situés  sur  ces  deux  droites,  la 
droite  mobile,  qui  joint  deux  points  homologues  quelconques 
de  ces  deux  systèmes,  décrit  une  conique  tangente  aux  deux 
droites  fixes  D,  D'  (fig.  288). 

Fig.  288. 


Soit  M  un  point  quelconque  du  plan  des  deux  droites. 
Joignons  ce  point  aux  deux  points  homologues  a,  a' . 
Les  deux  droites  Ma,  Ma',  en  tournant  autour  du  point 
M,  forment  deux  faisceaux  homographiques. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX   DIMENSIONS.       601 

Lorsque  la  droite  mobile  aa'  passe  par  le  point  M ,  elle 
devicMit  une  droite  double  des  deux  faisceaux;  et  comme  il 
ne  i)eut  exister  que  deux  droites  doubles  RU,  Mf,  le  lieu 
est  tel  que,  par  un  point  M,  on  peut  mener  seulement  deux 
tangentes  réelles  ou  imaginaires  :  le  lieu  est  donc  du 
deuxième  degré. 

Au  point  0,  considéré  comme  situé  sur  la  droite  D',  cor- 
respond le  point  de  contact  T  de  la  droite  D;  et  au  point  0, 
considéré  comme  situé  sur  la  droite  D,  correspond  le  point 
de  contact  T'  de  la  droite  D', 

Si  la  courbe  du  2""'  degré  est  délerminée  par  cinq  tan- 
gentes, on  peut,  d'après  ce  qui  précède,  mener  par  un 
point  M  des  tangentes  à  cette  courbe.  11  suffît,  en  effet,  de 
joindre  ce  point  aux  points  de  rencontre  des  deux  tangentes 
D,  D'  avec  les  trois  autres;  ce  qui  donne  trois  couples  de 
droites,  deux  faisceaux  bomograpliiques  dont  les  droites 
doubles  seront  les  tangentes. 

354.  Les  sommets  (a,  b,  c.)  d'un  polygone  glissent  sur 
une  conique,  n  —  \  de  ses  côtés  tournent  autour  de  n  —  1 
points  fixes  :  le  côté  libre  enveloppe  une  conique  ayant  un 
double  contact  avec  la  conique  donnée. 

Soient  abc...,  a'b'c'...,  a"b"c"...,  a"'b"'c"'...,  quatre  posi- 
tions du  polygone. 

On  aura  les  égalités  : 

{aa'a"u"')  =  [hb'f/'b'")  =  {cc'c'c'")  ; 

la  question  revient  à  celle-ci  : 

Étant  données  trois  couples  de  points  aa'a",  dd'd", 
trouver  l'enveloppe  de  a"'d''',  de  sorte  que  l'on  ait  : 

{au'a"a"')  =  {dd'd"d"'). 
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CHAPITRE  XXVI. 


COURBES  e:«vki.oppes. 


.^55.  Soit  ¥{x,y,a)  =  Q 

1  équation  d'une  courbe  plane  quelconque  renfermant  une 
constante  arbitraire  a  que  Ton  désigne,  en  général,  sous 
le  nom  de  paramètre. 

En  donnant  à  la  quantité  a  des  valeurs  particulières  et 
déterminées,  «j,  «2,  a^,  ...an,  la  courbe  représentée  par 

l'équation 

F  {x ,  y,  a)  =  0 

prendra  dans  le  plan  des  positions  de  grandeur  et  de  forme 
également  déterminées. 

Enfin,  si  l'on  fait  passer  l'arbitraire  a  par  tous  les  états 
de  grandeur  possibles  depuis  zéro  jusqu'à  ±  l'infini,  la 
courbe  prendra  dans  le  plan  toutes  les  positions  de  gran- 
deur et  de  forme  possibles. 

On  peut,  dans  ce  mouvement,  se  proposer  de  chercher 


I 


le  lieu  ou  la  courbe  décrite  par  l'intersection  de  la  courbe 
mobile  F  (x,  y,  a)  dans  ses  positions  consécutives  et  infini- 
ment rapprochées. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX   niMENSIOîNS.       G03 

Supposons  que,  pour  une  valeur  parlieulièrc  et.  délcr- 
uiinéc  de  a,  la  courbe  mobile  soit  AMB  (fig.  289).  Si  l'on 
change  dans  F  (x,  y,  a)  =  0,  a  en  a  —  /*,  la  courbe  AMB 
prendra  la  position  A"M"B";  si  Ton  change  a  en  «  -f-  h, 
la  courbe  AMB  prendra  la  position  A'M'B'. 

Admettons  que  M",  M'  soient  les  points  d'intersection 
de  la  courbe  AMB  dans  sa  position  antérieure  et  dans  sa 
position  consécutive  avec  elle-même. 

Si  raccroissement  h  devient  de  plus  en  plus  petit,  les 
points  d'intersection  M",  M'  se  rapprocheront  de  plus  en 
plus  du  point  M  et,  à  la  limite,  c'est-à-dire  lorsque  h  =  0, 
les  deux  points  M",  M'  se  confondront,  et  la  sécante  M"M' 
deviendra  tangente  à  la  courbe  F  (x,?/,a)  =  0,  au  point  M  : 
c'est  pourquoi  l'on  a  donné  à  la  courbe  ou  lieu  cherché  le 
nom  iV enveloppe.  De  sorte  que  l'on  a  poui-  le  point  M,  à  la 
limite,  les  deux  équations  : 

F(.r,î/,  a)-=0,     ~ =  0 

ou  F  (x .  y,  a)  =  0 ,     V'„  [x ,  y,  u)  =  0. 

En  éliminant  entre  ces  deux  équations  la  constante  arbi- 
traire a,  qui  est  ici  la  seule  variable,  on  obtiendra  l'équa- 
tion de  la  courbe  enveloppe  cherchée. 

55©.  Problème  I.  Proposons-nous  de  trouver  la  courbe 
enveloppe  de  la  parabole 

y  =  ma  —  «^x* (1), 

lorsque  la  constante  arbitraire  a  passe  par  tous  les  états  de 
grandeur  possibles  depuis  zéro  jusqu'à  =b  oo  . 
A  cette  fin,  changeons  a  en  a  -t-  h,  il  viendra  : 

y  =  m  (a  -I-  h)  —  {a-i-  hfx-  ....     (2). 

En  soustrayant  (i)  de  (2),  on  obtient  : 

m  —  2x^a  —  x^h  =  0 
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et,  en  passante  la  limite,  c'est-à-dire  en  faisant  h  =  0,  on 

trouve  : 

m 
^lxa  =  m     et     a  =  — ,   ....     (2'). 

Les  deux  équations  (1)  et  (2')  font  connaître  la  courbe 
demandée. 

En  remplaçanl,  dans  (1),  a  par  sa  valeur,  il  vient  :         m 

ix^y  ==  m^ (5), 

qui  est  l'équation  d'une  hyperbole  cubique. 

55'?.  Problème  II.  Cherchons  la  courbe  enveloppe 
formée  par  les  intersections  consécutives  d'une  droite  qui 
coupe  deux  droites  fixes  OX,  OY,  de  manière  que  la 
somme  des  segments  OX  h-  OY  soit  constante  et  égale  à  s. 

Soient  OX  =  a  et  OY  =6-  —  a  ;  on  aura  l'équation 

y  X 

s  —  a       a 

En  changeant,  comme  précédemment,  a  en  a -^  h  et 
passant  à  la  limite,  ou  en  prenant  la  dérivée  de  l'équation  (4) 
par  rapport  à  la  variable  a,  on  trouve  : 

y—x  =  s  —  2a '    .    (o); 

,,   ,  s  -4-  X  —  y 

d  ou  a  = ^• 

2 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  a  dans  (4),  on  obtient 
pour  la  courbe  enveloppe  demandée  : 

qui  est  l'équation  d'une  parabole. 

558.  Problème  III.  Soit  à  déterminer  l'enveloppe 
des  ellipses  dont  la  somme  des  demi-axes  est  constante 
(fig.  290). 
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Désignons  celte  somme  par  s,  on  aura  les  deux  équa- 
tions : 

a  -i-  b  =  s (i), 

ay-+-6V  =  a^6* (2), 

a*t/*  ■+■  {s  —  a)V  =  a^  [s  —  a)-     .     .     .  (5) 

j       a*  (s  —  af  —  (s  —  afx^ 


En  prenant  la  dérivée  de  cette  équation  par  rapport  à  la 
variable  a,  il  vient  : 

a'  —  SX*  =  0     et     a  =  l/sx*. 

Substituant  cette  valeur  de  a  dans  l'équation  (5),  on 
trouve  pour  l'équation  de  la  courbe  enveloppe  demandée 


(s-V'sx'y      ^'s'x 


d'où 
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559.  Supposons  que  Téqualion  de  la  courbe  mobile 
renferme  deux  paramètres  variables  a  et  b,  et  soit 

/■(x,  y,  a,  b)=^0 
cette  équation. 

La  variation  de  ces  deux  paramètres  devant  être  soumise 
à  une  loi  de  mouvement  quelconque,  soit  ç  (a,  6)  =  0 
l'équation  qui  exprime  cette  loi,  cette  condition. 

On  peut  faire  varier  a  et  6  dans  ces  deux  équations,  en 
considérant  6  comme  une  fonction  de  a. 

Si  l'on  prend  les  dérivées,  par  rapport  à  chacune  de  ces 
variables,  dans  les  deux  équations,  il  viendra  : 

,db 
et     y„-+-ç,4  — =0; 
uu  ita 

d'où  l'on  tire  : 

û ?l 

fâ  étant  la  dérivée  de  f(x,  y,  a,  6)  =  0  par  rapport  à  a,  etc.. 

560.  Cherchons,  d'après  cela ,  la  courbe  enveloppe  des 

normales     à     l'ellipse 


db 


Fig.  291. 


(fig.   291).    On    a    les 
équations  : 


i  ■  (1). 


X         y 

représentant  celles  de 
l'ellipse  et  de  la  nor- 
male à  celle  courbe  au 

point  (x',  y').  Les  coordonnées  de  celui-ci  sont  ici  les  deux 

paramètres  variables  liés  par  l'équation 

'•1  f9 

y         X  * 
0*         a* 
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En  considérant,  dans  ces  deux  dernières  équations ,  y' 
comme  une  fonction  de  x' ,  on  a,  en  égalant  les  coelïieienls 
difl'érentieis  -/,  : 

dix' 


X 


y 


f_       y_ 

Si  l'on  multiplie  les  deux  termes  du  1""  rapport  par  x  et 
ceux  du  second  par  y\  on  obtient  : 

tt*x       6*1/       o*x  b^y 

x'        y'        x'  y' 


x'*       y""        x"         y" 
a'   ■*"   b'         a*            6^ 

et 

c'       a*x            b*y 

l~   X''~          1/'^' 

d'où 

x"        (ax\l       y"       Iby^ 

En  remplaçant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  l'ellipse, 
il  vient  pour  la  courbe  enveloppe  cberchée 

Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  coor- 
donnés, et  rencontre  ceux-ci  à  des  distances  de  l'origine 
a;=d=cX^elî/  =  dbcX^,  qui  sont  en  même  temps 
des  points  de  rebroussement,  comme  le  montre  la  dérivée 
du  1"  ordre  : 

(f^  6  Vax 

Lorsque  le  pied  de  la  normale  décrit  l'arc  AB  de  Tel- 
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lipse,  la  normale  engendre  l'arc  CD  de  l'enveloppe  sur 
laquelle  elle  roule. 

Quand  on  considère  un  point  P  à  l'intérieur  de  cette 
enveloppe,  on  peut  mener  par  ce  point  quatre  tangentes  à 
cette  courbe  et,  par  conséquent,  quatre  normales  à  l'ellipse. 
Si  le  point  P'  est  extérieur  à  l'enveloppe,  on  ne  peut  plus 
mener  que  deux  tangentes  à  celle-ci  et,  par  suite,  deux  nor- 
males à  l'ellipse. 

561.  Cherchons  la  courbe  enveloppe  des  hyperboles  repré- 
sentées par  l'équation  a^v^  —  aKx2  =  —  a^K^,  dans  laquelle 
K  est  une  arbitraire  quelconque. 

On  trouve 

(2aî/  -+-  x^)  {^ay  —  x^)  =  0     ou     x^=  ''lay     et     x^=  —  2ai/, 

qui  sont  les  équations  de  deux  paraboles  symétriques  par 
rapport  à  l'axe  des  y,  et  très-faciles  à  construire. 

50».  La  somme  s^  des  carrés  de  deux  diamètres  conju- 
gués d'une  ellipse  est  constante,  ainsi  que  leur  direction. 

On  demande  l'enveloppe  de  l'ellipse. 

On  a  pour  l'équation  de  celle-ci 

a'Y  -+-  6'V=a'V^     et     a  Y  +  [s"  — a"")  x^=  a'^{s^  —  a'^); 

d  ou  a^= -      • 

2 

Il  vient,  après  les  réductions,  pour  l'enveloppe, 

x±y  ±:s  =  0, 

c'est-à-dire,  quatre  droites  tangentes  à  la  courbe. 

563.  P=  0,  Q  =0  étant  les  équations  de  deux  tan- 
gentes partant  d'un  même  point  à  une  conique,  et  R  =  0 
celle  de  leur  corde  de  contact,  on  a  vu  (515)  que  la 
conique  a  pour  équation 

PQ  =  R«  ;     K^P  —  2KR  -t-  Q  =  0 

est  l'équation  d'une  droite  constamment  tangente  à  celte 
conique,  K  étant  une  indéterminée  quelconque. 
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l)o  lïiêine,  si  les  coordonnées  /,  m,  n  de  la  droite 
h.  -+-  w[B  -h  ny  =  0  sont  soumises  à  la  condition  exprimée 
par  l'équation 

AP  -t-  Bm*  -+-  Cw'  -h  2Fm«  h-  2G/n  -4-  2H/m  =  0, 
celte  droite  a  pour  enveloppe  une  conique. 

Si  l'on  preiid  la  valeur  de  n  dans  l'équation  de  la  droite, 
qu'on   la   substitue  dans  l'équation   suivante,   et   »i   l'on 
exprime  ensuite  l'égalité  des  deux  racines,  on  obtient,  après 
simplification  : 
(Ht;  -  F'^)  a^  -t-  (AC  -  G*)  i3*  -4-  (AB  -  H^)  r'  -t-  2  (GH  ~  AF)  pr 

-h2(HF— BG)ar  -+-2(FG— CH)ap  =  0, 
qui  est  l'équation  d'une  conique. 

564.  Si  a  =  0,  [3  =  0  représentent  les  deux  cordes 
d'intersection  de  deux  coniques  données  S=0,  S'=0, 
l'équation  d'une  conique  ayant  un  double  contact  avec  ces 
deux  courbes  est 

KV— 2K(S-»-  S')  -+-  p^=0. 

11  vient,  en  effet, 

(Ka  +  f5f  =  4KS     et     [Koc  —  p)«=  4KS', 
puisque  S  —  S'==a(3.  On  a,  de  même,  pour  la  conique  tan- 
gente aux  quatre  côtés  a,^,y,  à  d'un  quadrilatère  dont  A, 
A'  sont  les  deux  diagonales  : 

R^A^—  2K  (ar  H-  .S^)  -+-  A'*  =  0. 
5«5.  Si  C=  0,  C'  =  0  sont  les  équations  de  deux  cer- 
cles, l'équation  de  la  conique  ayant  un  double  contact  avec 
ces  deux  cercles  est 

K^  —  2K  (C  -^  C)  -+-  (C  —  C'f  =  0. 
Les  deux  cordes  de  contact  sont  : 

C  — C'-+-K  =  0,     C  — G'  — K--=0; 
elles  sont  parallèles,  et  à  égale  distance  de  l'axe  radical  des 
deux  cercles. 

59 
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CHAPITRE  XXVII. 


Fig.  292. 


POL/tlRES   RI<:CIPR091K.<9. 

566.  Soit  C  une  courbe  quelconque,  et  MT  sa  tangente 
en  un  point  M.  On  peut  prendre  le  pôle  P  de  celte  tangente 
MT  par  rapport  à  une  conique  S  (fig.  292).  Si  Ton  prend 
(le  la  même  manière  le  pôle  P'  de 
la  tangente  M'T',  qui  passe  par  le 
point  M'  de  la  courbe  C,  on  aura 
ainsi  un  deuxième  point  P';  de  sorte 
que  la  tangente  à  la  courbe  C  con- 
tinuant à  se  mouvoir,  son  pôle  par 
^r  rapport  à  la  conique  S  continuera 
à  se  mouvoir  et  engendrera  une 
courbe  C,  à  laquelle  on  a  donné  le 
nom  de  polaire  de  la  courbe  C. 

Réciproquement,  la  courbe  C  est 
la  polaire  de  C. 
En  effet,  un  point  quelconque  de  la  courbe  C  peut  être 
considéré,  à  la  limite,  comme  l'intersection  de  deux  tan- 
gentes P^,  P'^',  qui  sont  les  polaires  des  deux  points  M,  M', 
de  la  courbe  C. 

Lorsque  la  tangente  M'T'  se  rapproche  de  plus  en  plus 
de  la  tangente  MT,  le  point  I,  qui  est  le  pôle  de  la  droite 
PP'  et  l'intersection  de  ces  deux  tangentes,  se  rapproche  de 
plus  en  plus  du  point  de  contact  M  ;  mais,  en  même  temps, 
la  sécante  P'P  se  meut  autour  du  point  P,  et  finit  par  èire 
tangente  en  ce  même  point:  donc,  la  courbe  C  est  la 
polaire  de  C. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que, si  une  tangente  à  la  courbe 
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Ci  correspond  au  point  P  de  la  courbe  (V,  le  point  de  con- 
tact de  celle  tangeiiie  corresj)ond  à  la  (angenle  menée  à  C 
par  le  point  P;  la  relation  est  donc  réciproque,  et  la  courbe 
C  peut  se  déduire  de  la  courbe  C',de  la  même  manière  que 
C  se  déduit  de  C. 

Comme  les  deux  courbes  C,  C,  sont  réciproques,  s'il 
existe  un  théorème  de  position  par  rapport  à  la  courbe  C, 
on  en  conclura  un  autre  relatif  à  la  courbe  C.  Si  plu- 
sieurs points  de  la  courbe  C  sont  en  ligne  droite,  les  points 
correspondants  de  la  courbe  C  sont  des  droites,  qui  sont 
les  polaires  des  premiers;  partant,  ces  droites  doivent 
toutes  passer  par  un  même  point,  qui  est  le  pôle  de  la  droite 
unissant  les  points  de  la  courbe. 

Le  decjré  de  la  courbe  C  est  déterminé  par  le  nombre 
(les  points  d'intersection  réels  ou  imaginaires  de  cette 
courbe  et  d'une  droite. 

La  classe  d'une  courbe  est  le  nombre  des  tangentes 
réelles  ou  imaginaires  qu'on  peut  lui  mener  par  un  point 
donné. 

SGI.  Le  degré  de  la  polaire  réciproque  d'une  courbe  est 
égal  à  la  classe  de  celte  courbe. 

Puisque  le  degré  de  C  est  égal  au  nombre  de  points  de 
rencontre  de  cette  courbe  par  une  droite,et  qu'à  un  nombre 
de  points  en  ligne  droite  de  la  courbe  C  correspondent 
autant  de  tangentes  de  la  courbe  C  passant  par  le  même 
|)oint,  il  s'ensuit  que  le  degré  de  la  polaire  réciproque  d'une 
courbe  est  égal  à  la  classe  de  cette  courbe.  Si  la  courbe  C 
est  une  conique,  on  peut  lui  mener  deux  tangentes  partarU 
du  même  point  :  donc,  la  j)olaire  réciproque  C  est  du 
deuxième  degré,  car  une  droite  ne  peut  la  rencontrer  qu'en 
deux  points. 

5«8.  Les  théorèmes  de  Pascal  et  de  lirianchon  sont  cor- 
rélatifs :  les  cotés  opposés  de  l'hexagone  inscrit  se  rencon- 
trent deux  à  deux  en  trois  points,  qui  sont  en  ligne  droite. 
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Ces  irois  points  onl  pour  polaires  les  trois  diagonales  de 
l'hexagone  circonscrit;  partant,  ces  trois  droites  doivent  se 
couper  en  un  même  point,  le  pôle  de  la  droite  qui  unit  les 
trois  points. 

Ainsi,  à  des  points  de  la  première  figure  qui  sont  en  ligne 
droite,  correspondent  dans  l'autre  figure  des  droites  pas- 
sant par  un  même  point. 

56».  On  a  vu  (164)  comment  l'équation  trilinéaire  ou 
cartésienne  d'une  droite  se  transforme  en  équation  dite 
tangeniielle  de  celle  droite,  et  de  quelle  manière  cette  der- 
nière peut  représenter  soit  un  point,  soit  une  droite. 

Les  équafions  qui  démontrent  certains  théorèmes  sont 
donc  susceptibles  de  deux  acceptions  difïérentes,  suivant 
que  les  points  et  les  lignes  que  l'on  y  considère  sont  rap- 
portés, soit  à  des  coordonnées  trilinéaires  ou  cartésiennes, 
soit  à  des  coordonnées  tangentielles. 

Ainsi,  on  a  démontré  (329),  avec  les  équations 

au  moyen  des  coordonnées  trilinéaires  ou  cartésiennes, 
que  trois  coniques  passant  par  deux  points  se  coupent 
deux  à  deux  suivant  (rois  droites,  qui  se  rencontrent  en  un 
même  point. 

En  coordonnées  tangentielles,  l'équation  d=0  est  l'équa- 
tion du  point  de  rencontre  de  deux  tangentes  communes  à 
ces  trois  coniques,  et  les  trois  équations 

sont  les  intersections  des  tangentes  communes  à  ces  trois 
coniques,  prises  deux  à  deux  :  elles  prouvent  que  ces  trois 
intersections  sont  en  ligne  droite. 

oî'O.  La  théorie  des  polaires  réciproques  a  de  nom- 
breuses applications.  Telle  est  la  suivante  : 
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On  peut  toujours  construire  une  conique  tangente  à  cinq 
droites  données,  et  Con  n'en  peut  construire  qu'une  seule. 

Soient  D,  Dj,...  etc.  les  cinq  droites  données,  et  P, 
P,,...elc...  les  pôles  de  ces  droites  par  rnpporl  à  une  conique 
directrice  S.  Par  les  cinq  points  P,  P|,  ..  etc..  on  peut  l'aire 
passer  une  conique  C,  et  Ton  n'en  peut  faire  passer  qu'une 
seule. 

La  courbe  polaire  réciproque  de  la  coni(|ue  C  sera  une 
conique  C,  tangente  aux  cinq  droites  D,  D,,...  etc.. 

S71.  Soit 

l'équation  des  sections  coniques  rapportées  à  leur  centre 

et  à  leurs  axes.  La  tangente  en  un  point  (x',  y')  de  la  courbe 

a  pour  équation 

My'y  -t-  Nx'x  =  F' (a). 

Désignons  par  Xj,  y,  les  coordonnées  du  point  P  de 
cette  tangente  par  rapport  au  cercle  directeur 

La  polaire  de  ce  point  P  (x,,  y^)  par  rapport  au  cercle 
est,  comme  on  l'a  vu  (263), 

y,y  -+-  XiX  ==  U^ (6). 

Les  deux  équations  (a)  et  (6)  devant  représenter  la  même 
droite,  on  a  : 

^*-=i^ (I), 


, (2), 


Nx'_  X 

et  comme  la  conique  passe  par  le  point  de  contact  (x',  //'), 

il  vient  : 

My"  -t-  Nx'*  =  F' .     .     •     .     .     .     (3). 

En  substituant  les  valeurs  de  x',  y',  tirées  de  (1)  et 
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de  (2)  dans  Téquation  (5),  on  trouve  pour  la  polaire  réci- 
proque : 

M  "^  N       F'  '    • 

on  voit  que  c'est  une  conique  de  la  même  forme  dans  son 
équation  que  celle  des  coniques  proposées. 

Si  l'on  prend  l'ellipse  a'^y^  -+-  6%^  =^  ^2^2  ^i  le  cercle 
directeur  1/2 -+-  x^^^R^,  on  trouve  pour  la  polaire  réci- 
proque : 

by  -+-  a^x^  =  R*, 

qui  est  une  seconde  ellipse. 

5'î2.  Prenons  pour  cercle  directeur  celui  que  repré- 
sente l'équation 

y^  =  mx  —  x\ 

L'équation  générale  des  sections  coniques,  l'origine  des 
axes  rectangulaires  étant  au  sommet  de  ces  courbes,  et  l'un 
des  axes  coordonnés  dirigé  suivant  l'axe  de  la  courbe,est  : 

y^  =  '2px  ■+■  qx^. 

On  a  pour  l'équation  de  la  tangente  au  point  {x  ,  y')  ; 

y'  [p  4-  qx') 

■ — y  — —  x  =  \. 

px'  px 

Soient  x,,  y^  les  coordonnées  du  pôle  de  cette  droite  par 
rapport  au  cercle  directeur. 

La  polaire  de  ce  point  a  pour  équation  : 

y,  (R  —  X,) 

—  y x=  '• 

Rxi  Rxj 

Ces  deux  équations  étant  celles  d'une  même  droite,  il 
vient  : 

y^^_y±_    p  -^ 9^'  _^  —  ^i 

px'       Rar,  px'  Rar, 
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Les  valeurs  de  x'  et  de  y',  que  l'on  en  déduit,  étant  sub- 
stituées dans  ré(iuation  des  coniques 

f/'^==  "Ipx'  -+-  qx'* 

au  point  de  coutaet  (x\  y'),  on  obtient  pour  la  polaire  réci- 
proque: 

,       '2R'  R 

î/,  =  -—  .r,  —~  (2p  -+-  R7)  arî, 

laquelle  est  une  conique  dont  l'équation  est  de  même 
forme  que  celle  des  coniques  proposées. 

Puisque  les  polaires  réciproques  des  coniques  proposées 
ont  une  équation  tout  à  fait  de  même  forme  que  ces  der- 
nières, il  en  résulte,  d'après  ce  qui  a  été  dit  sur  le  contact 
de  ces  courbes,  que  si  celles-ci  se  touchent  ou  ont  un 
double  contact,  leurs  polaires  réciproques  doivent  se  tou- 
cher ou  avoir  un  double  contact. 

593.  D'ailleurs,  si  les  coniques  proposées  ont  un  point 
conunun  et  une  tangente  commune  en  ce  point,  leiu's  po- 
laires réciproques  doivent  avoir  une  tangente  commune 
qui  passe  par  ce  point  :  il  en  est  de  même  si  les  courbes 
données  ont  un  double  contact. 

Soient  S,  S',  deux  coniques  qui  passent  par  quatre 
points  A,  B,  C,  D,  et  s,  s'  les  polaires  réciproques  de  ces 
courbes.  Aux  quatre  points  A,  B,  C,  D,  communs  à  S  et  à 
S',  correspondent  quatre  tangentes  communes  à  s,  s';  aux 
six  cordes  d'intersection  de  S  et  de  S',  à  savoir  :  AB,  CD, 
AC,  BD,  AD,  BC  correspondent  les  six  point'  d'intersec- 
tion des  quatre  tangentes  communes  à  s,  s',  à  savoir  :  «6, 
cd,  ac,  bd,  ad,  bc. 

Sî'â.  Cherchons  la  polaire  réciproque  d'un  cercle,  de 
centre  C  et  de  rayon  R,  par  rapport  à  un  autre  cercle,  de 
centre  0  et  de  rayon  r  (fig.  293). 
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On  aura  pour  déterminer  ce  lieu  les  équations  : 
1°  Du  cercle  C 

2°  Du  cercle  0 

y'^  -f-  {x  —  af  =  r*, 

a  étant  égal  à  la  distance  OC  dos  centres. 

La  tangente  au  point  {x',  y')  du  premier  cercle  est 

y'        ^' 

Xi^,  1/j  étant  les  coordonnées  du  pôle  de  cette  droite  par 
rapport  au  cercle  0,  on  a  pour  la  polaire  de  ce  point  : 


«074  -+-  r  —  Cf. 


Ces  deux  équations  (1)  et  (2)  représentant  la  même 
droite,  en  remplaçant,  dans  l'équation 

y'^  -+-  x'^  =  R*, 

1  es  valeurs  de  x'  et  de  y'  qui  s'en  déduisent,  on  obtient 
pour  la  polaire  réciproque  de  la  circonférence  C  par  rap- 
port à  la  circonférence  0,  l'équation 


«2  r         1^^  _  ,,n 


y\  +  (x,  —  af  =  -- 


Cette  équation  montre  que  la  polaire  réciproque  cherchée 
est  une  conique  ayant  pour  foyer  le  centre  0  du  cercle 
directeur,  et  pour  directrice  la  droite  x,i  =  a  —  —  ,  c'est- 
à-dire,  la  polaire  du  centre  C.  Au  moyen  de  cette  équation, 
qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

R'y\  H-  (R*  -  a^)  xl -  2a  (RVr^-a^)  x, -H  RV-(a*-rY  =  0  (a). 
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on  voil  aussi  que  la  conique  trouvée  est  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que  l'on  a  : 

1»  a  <R;      2°  a  >  R;      5°  a  =  R  , 

e'est-à-dirc,  suivant  que  le  centre  0  du  cercle  directeur 
est  en  dedans,  en  dehors  du  cercle  C  ou  bien  sur  celui-ci. 
Cette  dernière  équation  nous  apprend  que  la  nature  de 
la  courbe  est  indépendante  du  rayon  r  du  cercle  directeur, 
et  que  la  polaire  réciproque  d'un  cercle  C,  de  rayon  R,  par 
rapport  à  un  cercle  directeur,  de  rayon  r  infiniment  petit 
ou  nul,  est  encore  une  conique  se  réduisant  alors  au  sys- 
tème de  deux  droites  réelles  ou  imaginaires,  ou  à  une  seule 
droite,  la  ligne  des  centres  OC,  suivant  que  le  point  O  est 
en  dehors,  en  dedans  du  cercle  C  ou  sur  ce  dernier.  Les 
deux  droites  réelles  sont  alors  les  deux  asymptotes  de 
l'hyperbole,  représentées  par  l'équation 


.V  =  (x-a)\/(l)'-l 
Si  a  =  0,  l'équation  (a)  devient 


r 


et  elle  représente  un  cercle  concentrique  au  premier. 

Enfin,   lorsqu'on  a  en  même  temps  r  =  0,  a  =  0,on 
arrive  au  système  de  deux  droites  imaginaires. 

&95.  L'équation 


peut  se  mettre  sous  la  forme 


\/^t  -+-  (Xi  —  «)*_« 
"R* 
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Fig.  295. 


alors,  elle  signilie  que  la  polaire  réciproque  du  cercle  de 
rayon  R,  relativement  à  un  cercle  directeur  O  de  rayon 
r,  est  une  courbe  telle  que  le  rapport  des  distances  de  l'un 
quelconque  M  (x„  y,)  de  ses  points  à  un  point  fixe  0  (a,  0) 
et  à  une  droite  fixe  LNL',  x,  =a  —  *!',  est  constant  et  ér/al 
'^  "ôiT  =  1  '  ^^  î^'^'  ^'on  a  ••  ^  =  -(j^ ,  le  poin  t  M  étant  le  pèle 
de  la  tangente  niT  (fig.  293).  Le  point  0  est  donc  bien  le 
foyer  de  laconique;  la  perpendiculaire  LNL',  la  directrice, 
est  la  polaire  du  centre  C,  et  le  rapport  ^  l'excentricité. 
Ce  rapport  est  plus  petit,  plus  grand  que  l'unité  ou  égal 

à  celle-ci,  suivant 
que  le  point  0  est 
inlérieur,exiérieur 
au  cercle  C  ou  si- 
tué sur  ce  dernier, 
ce  que  nous  avons 
déjà  dit.  Le  cen- 
tre 0  du  cercle 
donné,  qui  est  le 
foyer  de  la  coni- 
que, prend  alors 
le  nom  d'origine,  la  droite  LNL',  la  polaire  du  centre  C, 
celui  de  directrice. 

S'î'G.  Soit  un  point  quelconque  0  pris  pour  origine  dans 
le  plan  d'une  courbe  S  (fig.  294). 

Abaissons  de  ce  point  les  perpendiculaires  OT,  OT'  sur 
les  deux  tangentes  MT,  M'T'  aux  points  M,  iM'  de  cette 
courbe. 

Si  l'on  prend  sur  OT  un  point  m  tel  que  l'on  ait  : 

OT  X  Om  =  r^     et     OT'  X  Ont'  =  r\ 

les  deux  points  m,  m' ,  qui  sont  les  réciproques  de  T  et  de 
T',  appartiendront  à  la  polaire  réciproque  de  S.  La  quantité 
r2  est  évidemment  une  constante  arbitraire  quelconque. 
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En  répétant  cette  construction,  on  mira  autant  de  points 


Fig.  294. 


qu'on  en  voudra  de  la  courbe 
réciproque  s  de  S,  par  rapport 
à  l'origine  0.  Traçons  les  tan- 
gentes ml,  m't'  aux  points  w?, 
m',  correspondants  de  M  et  de 
M'.  Soit  /  leiu-  inlerseciion,  cl  I 
le  point  de  rencontre  des  deux 
tangentes  MT,  M'T';  l'angle 
TIT',  compris  entre  deux  tan- 
gentes à  S,  est  égal  à  l'angle 
mOm'  de  deux  rayons  vec- 
teurs menés  de  l'origine  aux 
points  m,  m',  correspondant 
à  M  et  à  M':  ces  deux  angles 
ont  leurs  côtés  respectivement  perpendiculaires. 

L'angle  formé  par  une  tangente  IT  et  par  la  corde  de  con- 
tact MM'  est  égal  à  l'angle  sous  lequel  est  vue,  du  foyer  O,  la 
droite  im,  qui  joint  les  points  correspondants  m  et  /;  l'angle 
IM'M  est  égal  à  l'angle  sous  lequel  est  vue  la  droite  ni'i. 
Mais  IMM'=1M'M;  d'où  l'on  conclut 

mOi=  m'Oi. 

579.  On  peut,  au  moyen  de  cette  proposition,  transfor- 
mer non-seulement  des  théorèmes  de  position  ,  nuu's  aussi 
des  théorèmes  par  rapport  aux  grandeurs  des  lignes  et  des 
angles. 

1.  La  tangente  au  cercle  est  perpendiculaire  au  rayon 
qui  passe  par  le  point  de  contact. 

\' .  L'angle  sous  lequel  est  vue  du  foijer  la  droite  qui 
joint  un  point  d'une  conique  à  l'intersection  de  la  direc- 
trice avec  la  tangente  en  ce  point,  est  un  angle  droit. 

Il  faut  se  rappeler  que  la  directrice  de  la  conique  corres- 
pond au  centre  du  cercle. 
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2.  La  ligne  qui  joint  le  pôle  d'une  droite  au  centre  du 
cercle  est  perpendiculaire  à  cette  droite.  '^ 

2'.  La  droite,  qui  joint  à  un  point  l'intersection  de  la 
directrice  avec  la  polaire  de  ce  point,  est  vue  du  foyer  sous 
un  angle  droit. 

3.  La  droite  qui  joint. un  point  au  centre  du  cercle  fait 
des  angles  égaux  avec  les  tangentes  menées  au  cercle  par  ce 
point. 

3'.  La  droite  qui  joint  au  foyer  l'intersection  d'une  corde 
avec  la  directrice  est  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les 
rayons  vecteurs  menés  du  foyer  aux  extrémités  de  la  corde. 

4.  Le  lieu  des  intersections  des  tangentes  au  cercle  qui 
se  coupent  sous  un  angle  donné  est  un  cercle  concentrique  au 
premier. 

4'.  L'enveloppe  des  cordes  vues  du  foyer  d'une  conique 
sous  un  angle  constant  est  une  autre  conique,  ayant  avec  la 
première  une  directrice  et  un  foyer  communs. 

5.  L'enveloppe  des  cordes  de  contact  des  tangentes  qui  se 
coupent  sous  un  angle  constant  est  un  cercle  concentrique. 

5'.  Le  lieu  de  l'intersection  des  tangentes  dont  la  corde 
de  contact  est  vue  du  foyer  sous  un  angle  donné  est  une 
conique,  ayant  avec  la  première  une  directrice  et  un  foyer 
communs. 

6.  Lorsque  par  un  point  fixe  on  mène  des  tangentes  à 
une  série  de  cercles  concentriques,  le  lieu  des  points  de  con- 
tact est  un  cercle  qui  passe  par  le  point  fixe  et  le  centre  des 
cercles. 

6'.  Si  une  droite  fixe  coupe  une  série  de  coniques  ayant 
une  directrice  et  un  foyer  communs ,  l'enveloppe  des  tan- 
gentes aux  coniques  menées  par  les  points  de  rencontre  est 
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une  conique,  tangente  A  la  droite  fixe  et  à  la  directrice 
commune,  et  ayant  avec  les  coniques  proposées  un  foyer 
commun. 

Si  l'on  suppose  la  droite  fixe  à  l'infini,  on  voit  que  : 
L'enveloppe   des    asymptotes   d'une   série   d'hyperboles 
ayant  une  directrice  et  un  foyer  communs  est  une  parabole, 
tangente  à  la  directrice,  et  qui  a  pour  foyer  le  foyer  commun. 

7.  Si ,  par  un  point  d'une  circonférence ,  on  mène  deux 
cordes  perpendiculaires,  la  droite  qui  Joint  leurs  extrémités 
passe  par  le  centre. 

7'.  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit  à  la 
parabole  est  la  directrice. 

8.  L'enveloppe  des  cordes  d'un  cercle  qui  sont  vues  sous 
un  angle  constant,  d'un  point  fixe  de  la  circonférence,  est  un 
cercle  concentrique. 

8'.  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante, 
circonscrit  à  la  parabole,  est  une  conique  ayant  même  foyer 
et  même  directrice. 

9.  Le  lieu  des  sommets  des  triangles  ayant  même  base  et 
même  angle  opposé  à  cette  base  est  un  cercle  cpii  passe  par 
les  extrémités  de  cette  base. 

9'.  Étant  donnés  de  position  deux  côtés  d'un  triangle 
et  l'angle  sous  lequel  le  troisième  est  vu  d'un  point  fixe,  ce 
troisième  côté  enveloppe  une  conique  qui  a  pour  foyer  le 
point  fixe  et  qui  est  tangente  aux  deux  côtés  donnés. 

1 0.  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à 
une  ellipse  ou  à  une  hyperbole  est  un  cercle. 

10'.  Dans  une  conique,  l'enveloppe  de  la  corde  vue  sous 
un  angle  droit,  d'un  point  de  la  conique,  est  une  conique 
ayant  ce  point  pour  foyer. 
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578.  L'équalion  de  la  tangente  aux  courbes  du  deuxième 
degré  est  : 

(2Cx'-+-B?/'-+-E)x-t-(2Ai/'-t-Bx'-f-  D)  î/-f-Dy'-t- Ex'-+- 2F=0. 

Les  coeffîci(!nts  de  x  et  de  y  sont  les  dérivées  de  l'équa- 
tion générale 

Ai/  -h  Bxy  -f-  Cx'  -+-  D»/  -+-  Ex  -+-  F  =  0, 

j3ar  rapport  à  x'  et  à  y'.  Si  Ion  rend  cette  dernière  homo- 
gène en  y  changeant  ac  et  ;?/  en  ^,  |,  on  aura  pour  l'équa- 
tion trilinéaire  de  ces  courbes  : 

Xy^  -+-  Hxy  H-  Cx^  -+-  Dyz  +  Exz  -t-  Fz^  =  0, 

et  l'équation  de  la  tangente  pourra  se  mettre  sous  la 
forme  : 

dS  (IS  dS 

z  ~:=0     .     .     .     .     (a\ 


X +-  y 

dx'       ''  dy' 


dz' 


S  =  0  représentant  l'équation  précédente,  et  ^, ,  ^,  ^ 
étant  les  dérivées  de  cette  équation  par  rapport  au  point 
de  contact  (ac',  y\  z')  par  lequel  elle  passe. 

Soit  F  (x,  y)  =  0  l'équation  d'une  courbe  algébrique,  et 
?  i^i  2/)  =  0  celle  de  la  courbe  directrice.  La  tangente  à  la 
première  courbe  au  point  (x',  y)  a  pour  équation 


xF' 


2/f;,  -f-  zY\,  =  0 


(c). 


Soient  (x,,  y/,,  z^)  le  pôle  de  cette  tangente  par  rapport 
à  la  courbe  directrice;  il  viendra 

Les  deux  équations  (c),  (d)  sont  identiques,  puisque  les 
deux  droites  qu'elles  déterminent  se  confondent;  d'où  l'on 
tire  : 

f;.     fl,     f:.- 

(')• 


?x. 


fy. 


fx. 
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La  combe  passe  évidemment  par  le  point  de  contact 
(x'j  y');  ce  qm'  fournit  1  équation  : 

V{x\y')  =  0 (-2). 

Les  deux  équations  (1)  serviront, en  y  faisant  z'==z,=  l, 
«n  trouver  les  valciu's  de  y'  et  de  x' . 

En  les  remplaçant  dans  (2),  on  aura  la  polaire  réciproque 
de  Y  (x,  y)  -=  0. 

579.  Prenons,  comme  Ta  fait  Chasles,  la  parabole  pour 
courbe  directrice,  et  pour  les  coniques  Téquation 

y^  ==  2px  -f-  (/x^. 

L'équation  de  la  tangente  à  ces  courbes  au  point  (x',  y') 
est 

y'        ip-^qx')        . 
-—y ; — x  =  1, 

px  JiX 

et  celle  de  la  polaire  du  point  (xi^,  y^)  par  rapport  à  la 
l)arabole  ?/2  =  2x  : 

y.        I        , 

—  y  —  — X  =  1. 

Xi  a-, 

Ces  deux  équations  devant  être  identiques,  on  en  tire; 

y'        .'/i       P  "^  7^'       '' 
px'        Xi  px'  Xi 

Si  l'on  remplace  dans  l'équation  de  la  courbe  î/'^=2px'-t  (jx"^ 
passant  par  le  point  de  contact  (.x',  y'),  on  trouve  pour  la 
polaire  réciproque  : 

2.r,        qx] 
■^'         p  p^  ' 

équation  qui  prouve  que  la  polaire  réciproque  d'une  conique 
par  rapport  à  la  parabole,  comme  directrice,  est  une  conique. 
Si  la  conique  proposée  est  une  byperbole,  la  polaire  réci- 
proque est  une  ellipse. 
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580.  Soient  F  =  0,  (p  =  0  les  équations  de  deux  coni- 
ques. La  conique  qui  passe  par  les  quatre  points  d'intersec- 
tion de  ces  deux  courbes  est,  comme  on  l'a  vu  : 

F  +  KîP  =  0 (1). 

Désignons  par  ac, ,  ?/,  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque P  :  la  polaire  de  ce  point,  par  rapport  aux 
courbes  (1),  est  : 

Xi  (FI-  -H  K.;,)  +  y,  (f;,  -+-  Kî>;,)  -+-  z,  (f;.  +  k.;,)  =-  o, 
ou    x,f;.  -+-  î/,f;,  -f-  ziF;,  -t-  k  (^i-fi.  -t-  .vi?.^  -^  ^liz)  =  o  ; 

ce  qui  prouve  que  toules  les  polaires  du  point  P,  par  rap- 
port à  toutes  les  coniques  F  H-  K^p  =  0,  passent  par  un 
même  point  P',  intersection  des  deux  droites 

xjF;,  -+-  »/iF;,  -+- z,f;,  =  o,   xi^',.  +  î/j-^j. -+- z^'^',,  =  o, 

et  réciproquement  :  toutes  les  polaires  de  P',par  rapport  à 
toutes  les  coniques,  passent  par  P. 

Le  théorème  corrélatif  est  le  suivant  :  Le  lieu  des  pôles 
d'une  même  droite  p,  par  rapport  à  toules  les  coniques 
inscrites  dans  un  quadrilatère  donné,  est  une  droite. 

Lorsque  la  droite  p  est  à  l'infiru",  son  pôle  est  le  centre 
de  la  courbe;  d'où  il  suit  que  le  lieu  des  centres  des  courbes 
du  2"^  degré  tangentes  à  quatre  droites  données  est  une 
droite,  laqtielle  passe  par  les  milieux  des  trois  diagonales  du 
quadrilatère,  comme  on  Va  déjà  vu  (268). 

581.  La  théorie  des  polaires  réciproques  fournit  une 
solution  bien  simple  du  problème  : 

Construire  un  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés 
C,  C,  C". 

On  a  vu  (458)  que  le  lieu  décrit  par  le  centre  d'un  cercle 
mobile,  tangent  extérieurement  à  deux  cercles  donnés,  est 
une  hyperbole.  Les  polaires  des  centres  des  cercles  tan- 
gents à  C  et  à  C,  par  rapport  au  cercle  C,  enveloppent  un 
autre  cercle  0  que  l'on   sait  construire;  de  même,  les 
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polaires  des  centres  des  cercles  tangents  à  C  et  à  C",  par 
rapport  au  cercle  C,  enveloppent  un  cercle  0'. 

La  tangente  commune  à  ces  deux  cercles  0  et  0',  par 
rapport  au  cercle  C,  aura  pour  pôle  le  centre  du  cercle 
langent  aux  trois  cercles  donnés  C,  C,  C". 

3H2.  Le  lieu  des  points  dont  les  polaires  par  rapport  h 
trois  coni(pies  C,  C,  C"  sont  concourantes  est  une  courbe 
du  3""°  degré  qu'on  appelle  le  Jacobien  des  trois  coniques. 

On  a  vu  (266)  que  la  polaire  du  point  M,  dont  les  coor- 
données sont  X],  ?/|,  Zi,  par  rapport  à  la  conique 

C  . . .  \if  -+-  Rr?y  -t-  Cx'  -f-  Dijz  -t-  Exz  -»-  Fz*  =  0 

est 

(2Cx, -4- B(/,  +  E)  x -H  (2  At/i -4- Bx4  +  D)  1/ -+- (2Fz -+- Ex -t- D^)  z  =  0. 

En  représentant  par  l)i,  D2,  D5  les  coefïicients  de  x,  y, 
z,  qui  sont  les  dérivées  ^,  ^,  ^^  de  la  conique,  on  a  les 
trois  équations  : 


C    .. 

C  .. 
C".. 
dont  le  déterminant 


D,x 

d;x 
d;'x 

or 


d; 

d; 


DîZ 
Djz 

D5Z 


0. 
0. 
0. 


0), 

(2), 
(5), 


d; 


est  connu,  d'une  manière  générale,  sous  le  nom  du  Jacobien. 
On  obtient  pour  l'équation  du  lieu 

I);(D,D;-D3D,)  -t-  D;(DiD5-D,D5)-t-D;(D,D;-DîI)i)  =  0, 

qui  est  du  S""  degré. 


io 


626 


SECONDE    PARTIE. 


CHAPITRE  XXVIII. 


COi-VIQUGS    IIAPPOKTËES    AVX.    COTKS    D'IJIV     TKI.%]«OI>: 
AUTOPOL.'IIUE. 

583.  Soient  un  triangle  quelconque  ABC  et  un  cercle 

Pi„  295  donné,  de  grandeur  et 

de  position,  dans  le  plan 
de  ce  triangle.  Si  nous 
construisons  les  polai- 
res B'C,  A'C,  A'B' des 
points  A,  B,  C,  on  ob- 
tiendra un  second  trian- 
c  gle  A'B'C  dont  les  som- 

mets A',  B',  C  seront  respectivement  les  pôles  des  côtés 
BC,  AC,  AB.  Ce  second  triangle  A'B'C  se  nomme  le 
polaire  du  triangle  ABC. 

Lorsque  les  polaires  des  trois  sommets  A,  B,  C  soni 
respectivement  les  côtés  opposés  BC,  CA,  AB ,  le  triangle 
A'B'C  se  confond  avec  ABC ,  qui  prend  alors  le  nom  de 
triangle  autopolaire:  dans  ce  cas.  le  triangle  ABC  est  lui- 
même  son  polaire. 

584.  Les  droites  A  A',  BB',  CC  qui  joignent  les  sommets 
d'un  triangleàceux  de  sonpolaire, passent  parunmèmepoint. 

Soient  x',  y',  x",  y",  x"',  y'",  les  trois  sommets  A,  B,  C. 

Les  polaires  des  points  B  (x",  y")  et  C  (x'",  ?/'")  sont 
respectivement  : 

xx"  -f-  yy"  ==  R%     xx'"  -+-  yy'"  =  R^ 

La  droite  AA',  qui  passe  par  le  point  de  rencontre  de 
ces  deux  droites  et  par  A  (x',  y'),Si  pour  équation 

{x'x'"  -f-  rj'y'"  —  R')  {xx"  -f-  yy"  —  R') 
=  [x'x"  -t-  y'y"  —  R^)  {xx'"  -+-  yy'"  —  R^). 
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L'équalion  de  BB'  esl 

{x'x"  -f-  y'y"  —  R*)  {xx'"  -t-  yy"  —  R'') 
=  {x"x"'  H-  »/"/y"'  —  R*)  {xx'  -+-  </»/'  —  R^); 

011  iroiive  pour  celle  de  CC  : 

{x"x"'  -+-  y"y"'  —  R*)  {xx'  h-  yy'  —  R*)    • 
==  (x'x'"  -+-  yy'"  —  R*)  {xx"  -+-  yy"  —  R*). 

On  voit  que  ces  Dois  droites  se  coupent  en  un  même  point. 

585.  Deux  coniques  ont  toujours  un  triangle  auto- 
polaire commun. 

A,  B,  C,  D  étant  les  quatre  points  d'intersection  réels  ou 
imaginaires  des  deux  coniques,  on  pourra  toujours  tracer 
le  triangle  MINP,  formé  par  les  points  de  rencontre  des  trois 
couples  de  droites  qui  unissent  les  points  d'intersection. 

Ce  triangle  est  aulopolaire  par  rapport  à  chacune  de  ces 
coniques,  comme  on  l'a  vu  (257);  lorsque  les  points  A,  B, 
(',,  D  sont  imaginaires,  le  triangle  MNP  peut  néanmoins 
être  construit. 

Kn  effet,  la  droite  qui  joint  les  points  : 


X  -■ 

=  a  ^-  a!V  —  I  , 

V  = 

b-^- 

b'  V-  1 , 

X  - 

=^a  —  a'  V—  \  , 

y  = 

-b  — 

6'  V-  1 , 

esl  réelle  et 

a  pour  équation 

y-h^ 

a 

-a). 

On  irouvcra,  de  même,  pour  la  droite  réelle  qui  joini  les 
deux  autres  points  imaginaires, 


X  =- a.  -\-  v!  \/ —  1  ,      ?/  =  ^  -+-  ^'  V/ —  I  , 
j:  =  a  —  «'  V^^\  ,       .V  =  S  —  fi'  V~\, 


l'équalion  :  y  —  p 


628  SECOiNDE    PARTIE. 

Il  y  a  donc  deux  cordes  communes  réelles  et  quatre 
cordes  imaginaires,  dont  les  équations  sont  de  la  forme  : 


Ces  quatre  droites  se  coupent  aux  deux  points  réels 
(Q,  R).,  (Q',  R'),  et  les  sommets  du  triangle  autopolaire 
MNP  sont  réels  et  déterminés  de  position  :  ainsi,  deux  coni- 
ques ont  toujours  un  triangle  autopolaire  commun. 

Si  nous  désignons  para,  (3,  y,  les  trois  côtés  de  ce  triangle, 
les  deux  coniques  auront  pour  équations  : 

Si  deux  points  d'intersection  sont  réels  et  deux  imagi- 
naires, il  n'y  a  plus  que  deux  cordes  réelles  et  quatre  ima- 
ginaires ;  le  triangle  autopolaire  a  deux  de  ses  sommets 
imaginaires  et  un  seul  réel. 

58©.  Comme  application,  soit  à  résoudre  le  problème 
suivant  : 

Un  triangle  est  tangent  à  la  conique  x^H-  y^  =  z^.  Deux 
de  ses  sommets  glissent  sur  la  conique  ax^  -+-  by^  =  cz^. 
Chercher  le  lieu  décrit  par  le  3™"  sommet. 

Les  côtés  a  et  y  étant  tangents  à  la  conique  x^-hy'^=^z'^, 
on  a,  pour  déterminer  les  coordonnées  du  point  d'intersec- 
tion de  ces  deux  tangentes,  les  deux  équations  : 

X  cos  a  -»-  3/  sin  a  =  1  ,      X  cos  r  -h  t/  sin  <y  =  \  ; 

d'où  Ton  tire  : 

cos  i  (a  -4-  r)                  sin  i  (a  -t-  r) 
X  == ; ->     y  == • 

ces  i  [a  —  y)  cos  2  (a  —  ■y) 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation  ax'^-i-by'^=cz'^y 
on  obtient  : 

a  cosH  (a  -h  'y)  -\-  b  sin^  (a  -4-  r)  =  c  cos*^  (a  —  y); 

en  remplaçant  les  arcs  simples  parles  arcs  doubles,  il  vient: 

a  -\-b  —  C4-  (a  —  6  —  c)cosacosr-»-(6  —  a  — c)sinasinr  =  0. 
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On  aura  de  même  : 
a  -+-6  — C-+-  (a  — /;— c)cospcosr-+-(6  — c— a)sin(3sinr  =0. 

En  éliminant  successivement  sin  y  et  cos  y  onde  ces 
deux  équations ,  on  trouve  : 

(a-i-b-  c)  cos  i  (a  -+-  p)  =  (/;  -+-  c  —  a)  cos  i  (a  —  p)  cos  y, 

(a -4-  b  —  c)»\n  i(a-+-p)  =  («  -+-C  — 6)cosi(a  — S)siiir; 

et,  puisque  les  coordonnées  du  lieu  sont  : 

cos  i  («  -+-  8)  ,•      sin  i  (a  4-  8),      cos  i(a  —  p) , 

on  obtiendra  pour  l'équation  de  ce  dernier,  en  ajoutant  les 
équations  précédentes  après  les  avoir  élevées  au  carré  ; 

X^  if  £* 

(6  -4-  C  —  af       [a  -^  c—  hf       (a  -t-  />  —  cf 

On  trouvera,  de  la  même  manière,  le  lieu  décrit  par  l'en- 
veloppe du  côté  d'un  triangle  inscrit  dans  la  conique 
x/^-4-  y'^=z^,  et  dont  deux  côtés  sont  tangents  à  la  courbe 
ox^  H-  6î/^  =  cz^. 

On  a  pour  l'enveloppe  : 

[ab  -¥-  uc  —  bcfx^  -+-  [ab  -+-  bc  —  acfif  =  {bc  -h  ac  —  abfz'*. 

587.  Proposons-nous  de  rechercher  les  propriétés  de 
la  conique  a^a^  h-  b'^Çù'^  =  c^y-,  rapportée  à  son  triangle 
aulopolaire  a,  (3,  y.  On  peut  donner  à  cette  équation  les 
différentes  formes  : 

(cr  -+-  bp)  [cv  —  6|3)  =  a^a.^       {('y  ■+-  aa.)  {cy  —  aa)  =  //5*, 


(«a  -f-  Api/  -  \)  ((/a  —  /jSV/—  I)  =  cV. 

La  première  prouve  que  les  deux  droites  r/  +  6(3, 
ry  —  6(3,  qui  se  coupent  en  ((3,  y),  sont  tangentes  à  celle 
conique  :  a  est  la  corde  de  contact  dont  ((3,  y)  est  le  pôle. 
La  deuxième  équation  fait  voir  que  les  deux  droites 
cy  H-  aa,  cy  —  aa  sont  aussi  tangentes  à  cette  courbe,  et  que 
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(3  est  la  corde  de  contact  dont  (a,  y)  est  le  pôle,  (a,  (3)  est 
le  pôle  de  y ,  comme  l'indiquent  d'ailleurs  les  deux  tan- 
sentes  imaginaires 


ace. 


-f-  hp  V—  \,      aoi  —  b[i  V—  I  ; 


celles-ci  se  coupent  en  un  point  réel  (a,  fi),  pôle  de  la 
corde  de  contact  y. 

Si  nous  posons,  comme  précédemment, 

t/a  =  cr  cos  03 ,      6p  =  crsinw, 

il  viendra  pour  l'équation  de  la  sécante  qui  joint  deux 
points  M,  &)'  : 

aa  cos^  (co  -t-  a)  -v-  hp  sin  i  (w  h-  w')=  c?-'  cos  -^  (w  —  w'). 

Si  l'on  fait  w'==w,  on  aura  pour  l'équation  de  la  tan- 
gente : 

«a  COS  »  -4-  6jS  sin  w  =  cy. 

Cette  équation  devient,  en  éliminant  cos  w  et  sin  w  et  en 
désignant  le  point  de  contact  par  (a',  (3',  y')  : 

tt^ajt'  -4-  6^(5(3'  =  c^rr'- 

Il  est  évident  que,  si  la  conique  a  pour  équation  : 

aa^  -+-  bp'  -+-  cr^  =  0 , 
sa  tangente  est 

aoLx  -t-  bpp'  +  crr'  =  0. 

Cette  équation  est  aussi  la  polaire  du  point  (a,  [3',  y'). 

588,  ma  H- «[3-1- /)y=0  étant  l'équation  d'une  droite 
quelconque,  les  conditions  pour  que  cette  droite  soit  iden- 
tique avec  la  polaire  du  point  (a',  (3',  y')  sont  : 

m  =  act\     Il  =  6j3',     p  =  cy'; 

ce  qui  donne  pour  les  coordonnées  du  pôle  de  celte  droite: 

m       n       p 
abc 
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Si  l'oirsubstiiuc  ces  valeurs  dans  lequalion 

011  oblionl  : 

a  I)         c 

é(jiialion  exprimanl  la  condition  voulue  pour  que  la  droite 
niy.  -h  n|3  -+-py:^0  soit  tangente  à  la  courbe 

aa}  -+-  6S*  -+-  cy*  =  0  ; 

ce  (ju'ii  est  facile  de  prouver  directement  en  prenant  la 
valeur  de  ~  dans  l'équation  de  la  droite,  et  en  la  substituant 
dans  celle  de  la  courbe,  puis  en  exprimant  que  les  deux 
racines  de  ^  sont  égales. 

D'après  la  condition  de  tangence  ci-dessus  exprimée,  il 
est  évident  que  les  quatre  droites  nia±  m(3  ztpy=0  tou- 
chent la  conique;  alors,  les  trois  diagonales  du  quadri- 
latère formé  par  ces  quatres  droites  donnent  le  triangle 
aulopolaire,  c'est-à-dire,  le  triangle  de  référence. 

58».  Trouver  le  lieu  du  pôle  d'une  droite  iJ.o'.-i-v^-hT:y=0 
jtar  rapport  aux  coniques  tangentes  à  quatre  droites  don- 
nées ma  rb  UjS  db  p'/  =  0. 

Pour  que  ces  coniques  soient  tangentes  à  ces  droites,  on 
a  la  condition 

_  ^  _  -+-  L-  =  0. 
abc 

.Mais 


=  ^,      b 


-,      c  =  —  : 

P  y' 


ce  qui  donne  pour  le  lieu  cherché  : 

dette  dernière  équation  fait  connaître  immédiatement 
le  lieu  des  centres  des  courbes  du  2"'"  degré  tangentes  à 
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quatre  droites  données.  II  suffît,  à  cette  fin,  de  prendre 
pour  droite 

a  sin  A  H-  p  sin  B  4-  r  sin  C  =  0, 

qui  est  située  à  l'infini,  et  dont  le  pôle  est  le  centre  de  la 
courbe;  ce  qiii  donne  pour  le  lieu  : 

m^a         n^S         »V 


sin  A       sin  B       sinC 

5»0.  Considérons,  comme  cas  particulier  de  l'équation 
générale  des  coniques  rapportées  à  leur  triangle  autopo- 
laire, l'équation  x^  h-  y^=c-y'^.  Comme  on  le  verra  (612), 
le  foyer  de  celte  conique  se  trouve  à  l'origine,  et  y  est 
l'équation  de  la  directrice  de  cette  conique,  c  représentant 
l'excentricité. 

De  l'équation  précédente,  on  tire  : 

(cy  -^  x){cr-~x)^y^; 

ce  qui  prouve  que  les  deux  droites  cy-hx,  cy  —  x,  partant 
du  point  (y,  x) ,  sont  tangentes  à  la  courbe. 

591.  Si  l'on  pose,  comme  précédemment,  x  =  cy  cos  co, 
y  z=z  cy  sin  w,  il  vient  : 

V 

-  =  tgco; 

X 

(ù  est  l'angle  que  le  rayon  vecteur,  partant  du  foyer,  fait  avec 
l'axe  des  x. 

Il  s'ensuit  que  la  corde  passant  par  co  et  w'  a  pour  équa- 
tion 

X  cos  i  («'  -f-  co)  -»-  y  sin  i  (w'  H-  w)  ==  cr  cos  ^  (w'  —  u). 

Si  la  corde  qui  joint  les  deux  points  w',  co  est  vue  du  foyer 
sous  un  angle  constant,  la  quantité  co' —  co  reste  constante; 
alors ,  la  corde 

X  cos  i  {a   -+-  «)  +  y  sin  i  {a    -h  u)  =  cy  COS  i  (w'  —  cS) 
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esl  toujours  tangente  »  la  conique 

a;*  -I-  t/*  ==  cV*  COS^  {u   —  «), 

celle-ci  ayant  le  même  foyer  et  la  même  directrice  que  la 
conique  proposée. 

Ainsi,  toute  corde,  vue  du  foyer  d'une  conique  sous  un 
angle  constant,  enveloppe  une  conique. 

59».  Les  équations  des  tangentes  aux  points  w  et  w' 
sont 

jc  cos  <^  -*-  y  sin  u  =  C'y,     x  ces  u>'  -\-  y  sin  «'  =^  cy; 

en  les  retranchant  on  obtiendra  Téqualion  de  la  droite 
qui  joint  leur  point  de  rencontre  au  foyer,  c'est-à-dire, 

X 

ce  qui  prouve  que  la  droite  qui  unit  le  foyer  d'une  conique 
aux  points  de  rencontre  de  deux  tangentes  est  bissectrice 
de  l'angle  formé  par  les  deux  rayons  vecteurs  menés  aux 
points  de  contact. 

La  corde  de  contact  de  deux  points  w,  w'  étant 

X  cos  5  (w'  H-  cj)  -4-  y  sin  ^  («'  -f-  w)  =  cr  cos  { (w'  —  »), 

il  esl  évident  que  l'équation  de  la  droite,  qui  joint  le  point 
de  rencontre  de  la  directrice  et  de  celle  corde  au  foyer,  est 

X  cos  ^  (&)'-«-  oj)  -f-  1/  sin  \  («'  -»-  co)  =  0; 

ce  qui  prouve  que  cette  droite  est  perpendiculaire  à  la  bis- 
sectrice précitée. 

Les  deux  tangentes,  menées  d'un  point  quelconque  de 
la  directrice  de  la  parabole  à  cette  courbe,  se  coupent  à 
angle  droit,  puisque  les  deux  tangentes  c/-\-x,c/  —  x 
deviennent,  lorsque  c=1  :y  -+  x,y  —  x. 


634  SECONDE    PARTIE. 


CFIAPITRE  XXIX. 

5»3.  Soient 

S  =  atf  -+-  'îLbxy  -t-  ex*  -t-  Idy  -»-  2ex  -}-  f  =  0, 
S'  =  a'?/*  -H  26'xy  -+■  cV  -H  2(r*/  -t-  2e'x  m-  /'  =  0, 

les  équalions  de  deux  coniques. 

On  a  vu  (325)  que  Sh-  KS'=0  représente  la  conique 
passant  par  les  quatre  points  d'intersection  réels  ou  imagi- 
naires des  deux  premières;  puisque  K  est  une  constante 
arbitraire,  on  peut  évidemment  faire  passer  par  les  quatre 
points  autant  de  coniques  qu'on  veut.  On  sait  à  quelles  con- 
ditions chacune  de  ces  coniques  représente  le  système  de 
deux  droites  (197). 

Si  A  et  A'  sont  leurs  discriminants,  on  doit  avoir  A=0, 
A'=0;  on  peut  alors  se  proposer  de  rechercher  à  quelles 
conditions  la  conique  S-f-  KS'  =0  représentera  aussi  le 
système  d'une  ou  plusieurs  couples  de  droites.  Il  est  évi- 
dent que  l'on  doit  changer,  dans  le  discriminant  A,  les  coef- 
ficients a,  b,  c ....  en  a-hKa',  6-t-K6'....,  etc....;  ce  qui 
donne  pour  le  discriminant  de  la  conique  S-i-KS'=0, 

l'équation 

aK^  -+-  6K'  -+-  e'K  -V-  a'=  0, 

dans  laquelle 

A  ==  arf-\-  'ibde  —  ae^  —  cd^  —  fb^,     a'  :=  a'c'f  -+-•••, 

rfA  d^  c/a' 

9  =  — a' -{ — —b'-i — ,      e'  =  —~a-\--" 
da  db  da' 

Les  valeurs  de  K,  qui  satisfont  à  l'équation  précédente, 
substituées  dans  l'équation  S  -+-  KS'  =0,  transforment  cette 
conique  en  un  système  de  deux  droites. 
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Il  est  cviclem  que  les  poinls  d'interseclion  des  deux 
coniques  S  =  0,  S'  =  0  dépendent  seulement  de  la  nature 
(les  deux  coiubcs,  de  leurs  positions  respectives  et  de  leurs 
iliuiensions;  ces  points  ne  peuvent  jamais  dépendre  de  la 
position  des  axes  coordonnés  auxquels  ces  coniques  sont 
rapportées;  de  sorte  que,  si  par  une  transformation  d'axes, 
les  équations  de  ces  courbes  deviennent  S,  =  0,  Si  =  0, 
1  équation  S]  -f-KS,  =  0  sera  (elle  <pie  le  coelïicient  de  K, 
correspondant  au  cas  où  celte  quantité  représente  des  lignes 
droites,  est  tout  à  fait  indépendant  du  choix  des  axes, 
puisque  K  reste  alors  constant. 

Le  rapport  des  deux  coclHcients  de  K  dans  l'équation 

aK^  -4-  cK^  -^  o'K  -^-  à'  =  0 

doit  donc  élre  invariable  :  c'est  pourquoi  l'on  a  donné  aux 
(juantités  A,  0,  G',  A'  le  nom  d'invariants. 

D'ailleurs,  dans  le  calcul  de  la  transformation  des  axes, 
les  coordonnées  d'un  point  (x,  y,  z)  de  la  courbe  sont  rem- 
placées par  px-f-  (jy-hrz,  p'x  -i-c/ij  -i-  r'z,  p"x~{-q"!/-+-r"z, 
cl  les  coefïicienis  A,  0,0',  A',  par  rapport  aux  nouveaux 
axes,  dérivent  des  mêmes  quantités  relatives  aux  anciens, 
en  les  multipliant  par  des  quantités  constantes.  Il  s'ensuit 
(|ue,  si  l'on  trouve  pour  deux  coniques,  ramenées  à  leur 
forme  la  plus  simple,  une  relation  entre  A,  0,  0',  A',  celte 
relation  subsistera  encore  pour  ces  courbes  ramenées  à  des 
axes  queIcon(|ues. 

5»4.  On  nomme, en  général,  /«mnan^  toute  fonction  des 
coelïicieiils  d'une  forme  telle  que,  si  l'on  effectue  dans  la 
forme  une  substitution  linéaire,  la  fonction  semblable  des 
coeflicients  de  la  transformée  soit  égale  à  la  fonction  pri- 
mitive multipliée  par  une  puissance  du  module  de  la  trans- 
formation, c'est-à-dire  que  l'on  ait  : 

?(«',  6',  c'. ..)  ==  ^''5?  («,6,c...), 
A**  ('tant  le  module  de  la  Iransforniation. 
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Le  discriminant  de  ax^  -h  26x/y  -h  cij'^  est  ac  — 6^. 
Si  Ton  y  remplace  x  par  Ix  -i-my  et  y  par  l'x  -h  m^,  il 
viendra  pour  la  transformée  : 

(af-i-  IhW  -^  ci^)  x^  -+-  2  [alm  -+-  6  (/m'  -+-  l'm)  -+-  c/'m']  xî/ 
-f-  [am^  -t-  %nim'  -4-  cm'^)  y^; 

et,  en  désignant  par  a',  26',  c',  les  coefficients  de  celle-ci, 
il  vient  : 

dont  le  discriminant  est  a'c'  —  b'^.  On  peut  aisément  véri- 
fier que  a'c' — b"^=-(ac  —  6^)  (/m' — /'m)2;  ce  qui  signifie 
que  le  discriminant  de  la  tranformée  est  égal  à  celui  de 
la  forme  primitive  multiplié  par  le  carré  du  déterminant 
(/m'  —  l'm)  :  ce  dernier  est,  dans  ce  cas,  le  module  de  la 
transformation, 

La  recherche  des  invariants  pour  deux  coniques  quel- 
conques S,  S'  ne  présente  aucune  difficulté;  c'est  pourquoi 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

sas.  Il  est  facile,  d'après  l'équation 

AK'-t-eK'-f-e'K  -+-  a'=-0, 

d'exprimer  entre  les  invariants  des  deux  coniques  S=0, 
S'  =  0,  la  condition  de  tangencc  de  ces  deux  courbes. 

Pour  que  les  deux  coniques  soient  tangentes,  deux  des 
quatre  points  d'intersection  doivent  se  réunir  en  un  seul; 
l'équation  précédente,  qui  les  représente  tous  deux,  devra 
donc  avoir  alors  deux  racines  égales,  ce  qui  réduira  à 
deux  les  trois  couples  de  deux  droites. 

Si  l'on  recherche  entre  cette  équation  et  sa  dérivée,  par 
rapport  à  K,  leur  plus  grand  commun  diviseur,  on  trouve 
par  élimination  : 

{66'  _  9aa')*=  4  (6^—  5 M')  (9'*—  ÔA'e), 
qui  est  la  condition  de  tangencc  des  deux  courbes. 


fflr 
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5oe.  Appliquons  celte  méthode  aux  deux  cercles 

x*  H-  .v"  =  r\      {x  —  af  -f-  (y  —  pf  =  r'\ 
On  a  pour  les  invariants  : 

ô'=  a*-f-  [i^—  7'*—  2r'*,      A'=  —  r'*; 
ce  qui  donne  l'équation 
7-*K'-+-  (2r*  -+-  ■/•"'—  D^)  K^  -+-  (2r'*  -t-  r*~  D*)  K  -4-  r'*=  0, 

D  étant  la  distance  des  centres  des  deux  cercles. 

Cette  équation  admet  évidemment  pour  K  la  racine 
K  =  —  \,  puisque  les  deux  cercles  S —  S'=0  se  coupent 
suivant  deux  droites,  dont  une  réelle  et  la  seconde  à  Tin- 
fini. 

En  divisant  l'équation  précédente  par  K  -f- 1,  on  obtient  : 

r*K*  +  (r*  -+-  r"—  D^)  K  -f-  r"=^  0; 

pour  que  les  deux  racines  soient  égales ,  c'est-à-dire  pour 
que  les  deux  cercles  soient  tangents,  il  vient  : 

r*  ^  r'^  —  D*  =  =h  ^rr'  ; 

d'où  D=r±r',  comme  on  le  démontre  en  Géométrie. 
50Î'.  Soit  à  trouver  les  invariants  de  la  conique 

y'       a;- 
6        a 
et  du  cercle 

S'    ou     {x  —  oLf  -\-  {y  —  pf  =  R*. 
On  aura  : 

1  i 


A'=-Rl 
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A9S.  Cherchons  les  valeurs  de  0  et  de  0' ,  lorsque  la 
conique  S'  représente  deux  droites.  On  obtient  évidemment 
alors  : 

Comme  les  invariants  sont  indépendants  des  axes  coor- 
donnés, on  peut  prendre  pour  ces  deux  droites  ac  =  0, 
y  =  0. 

Pour  obtenir  le  discriminant  de  S-^kxy,  il  est  évident 
qu'il  faut  changer,  dans  A,  le  coefficient  b  de  xy  vn  h-h  k; 
ce  qui  donne  directement 

A  -4-  2  {de  —  bf)  k  ~  fk'  --=  0. 

Si/'^O,  la  conique  S  passe  par  le  point  de  rencontre 
des  deux  droites,  et  si  de —  bf=0,  celles-ci  sont  conjuguées 
par  ra{)port  à  S. 

De  I  équation 

à  -^-  oK  -4   &'lv'  =  0, 


on  tu'e 


4^9', 


pour  exprimer  que  Tune  des   droites  de  S'  est  tangente 
à  S. 

Ainsi,  lorsque  S'  représente  deux  droites,  A'=0,  l'équa- 
tion G'  =  0  indique  que  ces  deux  droites  se  coupent  sur  S, 
et  0=0  signifie  que  ces  droites  sont  conjuguées  par  rap- 
port à  S. 

5S9.  Comme  application  de  ce  qui  précède,  proposons- 
nous  de  résoudie  le  problème  suivant  : 

Déterminer  les  cinq  arbitraires  1^,  l^,...]^^,  de  sorte  ([u'on 
ait 

/iS,  -4-  /,S,  -1-  . .    +  l,%  =  L-  =  MN , 

S),  S2,  ...  Sg  représentant  les  équations  des  cinq  coniques. 
Les  droites  M,  i\   sont  tangentes  à  une  conique  E;  les 
droites  sont  conjuguées  par  rapport  à  celle-ci. 


GKOMÉTUIE  ANALVTIOIE  A  DEUX  DIMENSIONS.       655» 

Il  -s'agit,  pour  obtenir  ri'iivcl(){)j)e  E,  de  tlétenniiier  les 
eoellicicnts  A,  B,  C  ...  etc.,  de  I  equalioii  tangenticlle 

\J  -f-  lin'  -+-  (:•/  H-  2Ffiv  -+-  <iG-A  -+-  SHi/x  =  0. 

A  celte  lin,  on  peut  égaler  à  zéro  les  invariants  de  elia- 
cune  des  cinq  coniques  S|,  S,...,  comme  aussi  ceux  de 
Tenvcloppe  K;  ce  qui  donnera,  en  désignant  par  «,,  6,,  r, ..., 
«2>  ^2>  ^2  •.•,etc,,  les  coelTicienls  des  paramètres  variables 
de  ces  coniques,  les  cinq  équations  : 

Aa,  ^  Bbi  -+-  Ce,  -+-  2F/i  -v-  2G.9,  +  2H/t,  =  0 , 
A«î-t-  •  •  •  etc., 

et,  en  multipliant  par  les  cinq  arbitraires  /j,  I2,  etc.  : 

A  (/,a,  -f-  /./tj ...)-+-  «  (/,6,  -+-  /,/>, ...),..  =r  0. 

Les  cinq  premières  équations  serviront  à  déterminer 
les  coefficients  de  l'équation  de  l'enveloppe;  la  dernière 
exprime  que  l'invariant  du  système  est  aussi  nul. 

«00.    1"  Soient  deux  coniques 

Puisque  les  coclTicients  f,  çj,  h  de  la  première  sont  nuls, 
l'invariant  0  se  réduit  à 

0  =  l)C(t'  -+-  ucb'  -+-  abc'  ; 
et,  comme  a',  b',  c',  sont  nuls  dans  la  conique  S  ,  il  vient  : 

6  =  0. 

Mais  la  conique  S  est  rapportée  à  son  triangle  aulopo- 
lairc  xyz,  et  la  conique  S'  passe  évidemment  par  les  trois 
sommets  de  ce  triangle. 

eoi.  2°  Soient  les  deux  coniques 

S=  ax*M-  btj-  -i-  fz*-4-  "ifijz  -+-  'igxz  -h  ^hxtj  =  0, 
S'  ^=^  a'x^  -\-  b'if  -t-  cz^. 
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•     On  obtient  : 

6  ==  (fcc  —  P)  a'  -+-  {ac  —  g")  h'  -t-  {ah  —  h^)  c'. 

9  ne  peut  devenir  nul,  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
a,  b',  c',  à  moins  que  l'on  n'ait 

bc  =  f^ ,     ac  =  g^,     ab  =  /«*  ; 

alors,  il  vient  : 

S  =  aa;*-+-  by^-^cz^ -\-  1\/ bc yz -\-  2  V^ac  X2-+-2  \^ ab  xy  =  0, 

e'est-à-dire  que  le  triangle  xyz  est  circonscrit  à  S  :  dans  ces 
deux  cas,  l'invariant  0=0. 

On  peut  donc  dire  : 

i"  Que  l'invariant  0  est  égal  à  zéro,  lorsque  le  triangle 
inscrit  dans  S'  est  autopolaire  par  rapport  à  S. 

2"  Que  Q=0,  lorsque  le  triangle  circonscrit  à  S  est  auto- 
polaire  par  rapport  à  S'. 

Ce  que  l'on  vient  de  prouver  pour  0=0,  peut  se  prouver 
de  la  même  manière  pour  0'=O. 

Ainsi,  0'  =  0  indique  que  l'on  peut  inscrire  dans  S  un 
triangle  autopolaire  par  rapport  à  S',  et  circonscrire  à  S' 
un  triangle  autopolaire  par  rapport  à  S. 

Applications. 

«O».  Théorème  I.  Si  deux  triangles  sont  autopolaires 
par  rapport  à  une  même  conique,  les  six  sommets  de  ces 
deux  triangles  appartiennent  à  une  conique,  et  les  six  côtés 
de  ces  deux  triangles  sont  tangents  à  une  autre  conique. 

Soient  ABC,  A'B'C,  les  deux  triangles,  autopolaires  par 
rapporta  la  conique  C. 

Par  les  trois  sommets  A,  B,  C  du  premier  triangle  et  par 
deux  sommets  du  second,  pris  pour  triangle  de  référence, 
on  pourra  toujours  faire  passer  une  conique  entièrement 
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déterminée;  comme  celle  courbe  est  circonscrite  au  trian- 
gle ABC,  on  obtient  : 

o'  =  a  -t-  6  -H  c  =  0. 

Mais  cette  conique  passe  par  deux  sommets  du  triangle 
de  référence*A'B'C'.  On  a  aussi  : 

«  =  0,    6  =  0,    et  par  suite,    c  =  0, 

c'est-à-dire  que  la  courbe  passe  par  le  sixième  sommet. 

On  sait  déterminer  une  conique  tangente  à  cinq  droites 
données,  les  trois  côtés  du  triangle  ABC  et  deux  côtés  du 
triangle  de  référence  A'B'C;  puisque  cette  conique  est 
inscrite  dans  le  triangle  de  référence,  il  vient  : 

0  =  [l,c  —  f  )  a'  -\-  [ac  —  g^)  b'  -t-  {ab  —  h^)  c'=  0. 

Comme  on  a  déjà  : 

bc  :=  f"\    ac  =  5f*,    on  en  tire  :     ab  =  h^  ; 

donc,  la  conique  est  tangente  aux  six  côtés  des  deux  trian- 
gles. 

G03.  Théorème  II.  Le  carré  de  la  tangente,  menée  du 
centre  d'une  conique  au  cercle  circonscrit  à  un  triangle 
autopolaire,  est  constant  et  égal  «  a^  -4-  b^. 

Dans  ce  cas,  l'invariant  0  est  nul.  On  trouve  : 

«  =  ^[«'-*- P'- '•'- «'- ^']  =  0; 

d'où  a'  ^  [3*  —  r^  =  a^  -4-  6*. 

G04.  Tfiéorème  III.  Le  centre  du  cercle  inscrit  dans  un 
triangle  aulopolaire  par  rapport  à  une  hyperbole  équilatère 
est  situé  sur  la  courbe. 

On  obtient  :  e'  =  0, 

puisque  le  triangle,  qui  est  autopolaire  par  rapport  à  l'hy- 
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perbole  éqnilalère,  est  circonscrit  au  cercle.  Comme  l'inva- 
riant 0'  d'une  conique  ^-4--|i  —  1=0  et  d'un  cercle 

(x—ay  +  (y—  (3)2  =  r2  est  : 


il   suffit   d'introduire    dans    cette    équation    la   condition 
62  =  —  «2 .  d'où 

P 


ftï_./__a2 


ce  qui  prouve  que  le  centre  du  cercle  est  situé  sur  l'hyper- 
bole, 

605.  Problème  I.  Un  triangle  est  circonscrit  à  une 
conique;  le  rectangle  des  segments  que  cette  courbe  déter- 
mine sur  une  hauteur  est  égal  à  K^,  K  étant  constant.  On 
demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de  concours  des  hauteurs 
de  ce  triangle  mobile. 

Un  triangle  autopolaire  par  rapport  à  un  cercle  est  cir- 
conscrit à  la  conique  lorsque  6^==0. 
On  a  donc 

a^  -f.  p2  =  M^  H-  6^  -+-  r^     ou     x^  -4-  rf=a^-\-  h'^  -4-  K^ 
puisque  r2=K2^ 

606.  Problème  IL  Chercher  le  lieu  de  l'intersection  des 
hauteurs  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique  et  circon- 
scrit à  une  autre  conique. 

De  l'équation  précédente,  on  tire  : 

De  même,  le  lieu  de  l'intersection  des  hauteurs  d'un 
triangle,  inscrit  dans  une  conique  et  dont  les  segments  d'une 
hauteur  égalent  K^,  est 
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2a',  2/>' étant  les  axes  de  la  conique  circonscrite;  d'où 

I  1 


S  =  (x--t-  ?y^— a*— 6*)  ,     ,   . 

W^       b' 

et  x'  +  «^  —  a^  —  6^=     "  ^'    S, 

équation  d'une  conique  dont  les  axes  sont  parallèles  à  ceux 
de  S. 

OO'î.  A  quelle  condition  la  droite  ly  h-  mx  H-  nz  =  0 
passe-t-elle  par  un  des  points  d'intersection  de  S  e?  S'? 

On  résoudra  ce  problème  en  cherchant  l'équation  tan- 
gcntieile  des  quatre  points  d'intersection  des  deux  coni- 
ques. 11  faudra  donc  chercher  l'équation  tangenlielle  d'une 
conique  correspondante  à  l'une  des  coniques  S  H-  KS'=0, 
qui  représente  toutes  celles  passant  par  les  quatre  points  de 
rencontre  des  deux  courbes. 

Pour  cela,  changeons  dans  l'équation  tangenlielle  ("265) 

l  =  {cf- e-)l'-¥-2{(le-  bf)lm-\-{af- d')  m'-^^{be  -  cd)ln 
-+-  2  [bd  —  ae)  mn  -+-  {m  -  b"^)  n^=  0 , 

a  en  a  A-  Kn',  b  en  b-\-¥>.b',  etc.,  on  aura 

2  -4-  K<l>-t- K'2'=() (1), 

sachant  que 

-!-  =(c'/'-f-  cf—^te')  P  -f-  2  {d'e  -+-  de'—  b'f—  bf)  Im 

-t-  [a'f  -+-  af  —  2(/(/')  m^  -h  2  [b'e  -^-  be'  —  c'd  —  cd')  In 

-t-  2  {l)'d  -+-  bd  —  a'e  —  ae')  mn  ■+-  {a'c  ■+■  ac'  —  26//)  7t^  =  0. 

D'après  l'équation  (1),  l'enveloppe  du  syslènie  est  évi- 
demment 

**=422'; 

puisque  l'enveloppe  se  réduit  aux  quatre  points  d'intersec- 
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lion,  Tcqualion  précédente  indique  à  quelle  condition  la 

droite 

ly  -h  mx  -f-  wz  =  0 

passe  par  un  des  points  d'intersection  des  deux  coniques. 

L'équation  $=0  indique  aussi,  comme  on  l'a  vu,  que 
la  droite /?/H-TOoc  +  nz  =  0  est  divisée  harmoniquement 
par  les  deux  coniques. 

608.  11  est  facile  de  chercher  l'équation  des  tangentes 

communes  à  deux  coniques  données  par  leurs  équations 

tangentielles 

2  =  0,     2'==0. 
L'équation 

représente  alors  une  conique  quelconque,  inscrite  dans 
le  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes  com- 
munes. 

On  a  vu  comment  on  obtient  l'équation  langentielle 
d'une  conique  lorsqu'on  conn.aît  son  équation  trilinéaire. 
On  peut  réciproquement  retrouver  l'équation  trilinéaire 
lorsqu'on  connaît  l'équation  langentielle 

Si  l'on  divise  celle-ci  par  w^  et  que  l'on  y  rem- 
place ~  par  sa  valeur,  tirée  de  l'équation  de  la  droite 
ly  -+-  mx  -+-  nz  =  0 ,  en  exprimant  que  les  deux  valeurs 
de  —sont  égales,  il  viendra  : 

(C'F'  —  E'^)  «/'  H-  2  (D'E'  —  B'F')  xy  -t-  (A'F'  —  D'^)  x^ 
-»-  2(B'E'— C'D')î/z  -t-  2(B'D'— A'E')xz  -+-  (A'C  — B'')  z'  =  0. 

11  ne  reste  plus  qu'à  rendre  aux  coefficients  A',  B'...  leurs 
valeurs  respectives  cf —  e^,  de  —  bf...;  ce  qui  donne  pour 
la  conique  S  en  coordonnées  trilinéaires  : 

ou  AS,  A  étant  son  discriminant. 
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Si,  dans  l'équation  précédente,  on  change  A'  en  A'-»- A^K, 
B'  en  B'-t-l3,K,on  aura  de  même  pour  I  équation  irilinéaire 
correspondante  à  l'équation  tangentielle  2  -+-  Kl'  =  0  : 

aS  -+-  FK  -V-  A'S'r=  0 
dans  laquelle 

F  =  (C,F'-+- CF.-  2E'F,) î/ V 2(U,E'+  D'E,-  B,F'- B'F,)x2/ 
-t-  (A,F'  -H  A'F,  -  2D'D,)  x^  -+-  2(B,E'-^  B'E,  -  CjO'  -  CD,)  yz 
-i-  2(B,D'-+-  B'D,  -  x\,E'-  A'E,)  xz  +  (A,C'-+-  A'C.  -  SB'B,)  z\ 

ce  qu'il  est  facile  de  prouver,  en  rendant,  comme  précé- 
demment, aux  cocflicients  A',  B',  ...  leurs  valeurs  respec- 
tives ,  (/ —  e^,  de  —  bf, ... 

Si  l'on  élimine  l'arbitraire  K  de  l'équation 

âS  +  FK-+-  A'S'r  =  0, 

qui  représente  un  système  de  coniques ,  comme  on  l'a  vu 
pour  les  courbes  enveloppes,  on  trouve  : 

F^  =  4:sA'SS', 

c'est-à-dire  un  lieu  tel  que  la  conique  F  est  tangente  à  S 
et  à  S'. 

Il  s'ensuit  que  les  huit  points  de  contact  de  deux  coniques 
avec  leurs  tangentes  communes  sont  situés  sur  une  autre 
conique  F.  Réciproquement,  les  huit  tangentes  menées 
aux  points  d'intersection  de  deux  coniques  enveloppent  une 
autre  conique  *. 

D'après  cela,  l'équation  des  quatre  tangentes  communes 
aux  deux  courbes 

ax^  -+-  by^  -t-  cz^  =  0 ,     a'x^  -^  b'y"^  -\-  c'z*  =  0 
est 

ïaa'  {bc'  -^  b'c)  x'  -+-  66'  {ac  ■+■  a'c)  y^  -+■  ce'  {ah'  -\-  a' h)  z'J' 
=  iabca'b'c'  (ax*  -+-  by-  ■+-  cz^)  (a'jc^  -i-  b'y'^  ■+■  c'z'). 
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Covarlants. 

609.  Un  covariant  est  une  fonction  comprenant  non- 
seulement  les  coefficients  d'une  forme,  mais  aussi  les  va- 
riables; de  sorte  que  si  Ton  effectue  dans  la  forme  une 
substitution  linéaire,  la  nouvelle  fonction  des  coefficients 
et  des  variables  de  la  transformée  sera  encore  égale  à  la 
fonction  primitive,  multipliée  par  une  puissance  du  module 
de  la  transformation. 

Donc,  si  ay"-+-...  se  transforme  en  AY"4-...,  le  cova- 
riant satisfera  à  l'équation 

^(A,B...Y,X...)  =  A"',(a,  6...î/,a:...). 

©10.  En  Géométrie,  un  invariant  d'une  forme  ternaire 
ou  quaternaire  est  une  fonction  des  coefficients  qui,  égalée 
à  zéro,  exprime  une  propriété  de  la  courbe  ou  de  la  surface, 
indépendante  du  choix  des  axes,  tandis  que  le  covariant 
représente  une  autre  courbe  ou  une  autre  surface  dont 
tous  les  points  ont  avec  la  courbe  ou  la  surface  donnée 
quelque  relation  indépendante  du  choix  des  axes  :  donc, 
la  fonction  que  nous  venons  de  représenter  par  F  dans 

l'équation 

F^  =  4aa'SS' 
est  un  covariant. 

«11.  Si  l'on  place  l'origine  au  foyer,  l'équation  géné- 
rale des  courbes  du  2""^  degré 

(x  —  af  -+-(?/  —  e>f  =  [fy  -+-  9X  -+-  hf 

deviendra  x^  -+-  î/^  =  [fy  -+-  ^x  -4-  lif 


ou 


[x  -4-  y  \/ —  1)  [x —  y  \/ —  \  )  =  [fy  -i-  gx  -\-  hf 


Le  premier  membre  a;^  +  î/2  =  0  représente  un  cercle 
de  rayon  infiniment  petit  ou  nul. 

La  seconde  équation  nous  apprend  que  ce  cercle  touche 
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la  conique  en  deux  points  iniaginnircs,  silués  sur  la  direc- 
trice. 

On  peut  encore,  d'après  cela,  considérer  le  foyer  d'une 
conique  comme  le  centre  d'un  cercle,  de  rayon  infiniment 
petit  ou  nul,  touchant  la  conique  en  deux  points  imagi- 
naires, situés  sur  la  directrice. 

Pour  déterminer  la  position  des  foyers  des  courbes  du 

Au"-  -f-  2Bx_y  -i-  Cx'  +  2Dy  -»-  2Ea;  -t-  F  =  0 , 
il  suffît  d'exprimer  que  la  droite 

X—  x'  -^  (y  —  y')  l/ITY  =  0 

est  tangente  à  ces  courbes,  ce  qui  se  fait  en  éliminant  x 
entre  ces  deux  équations,  et  en  indiquant  ensuite  que  les 
i\e\\\  valeurs  de  y  sont  égales.  On  obtient,  à  cause  des 
quantités  réelles  et  imaginaires,  les  deux  équations  : 

(AC  —  B-)  {x"  —  y'')  -H  2  (BE  —  CD)  y'  —  2  (BD  —  AEjx' 
-+-  (AF  —  D^)  —  (CF  —  E^j  =  0, 

(AC-B'^)x'î/'  — (BE  — CI))a'-(BD-AE)2/'-t-DE— BF  =  0; 

celles-ci  deviennent,  en  représentant  les  coefficients  de  la 
seconde  équation  par  F',  D',  E',  B'  : 

(F'x'  —  E')^  —  (Fy  —  D'f  =  F'  (A'  —  C)  h-  E'*  —  D", 

(F'x'  -  E')  (F'î/'  —  D')  =  D'E'  —  B'F', 

dans  lesquelles  CF  —  K^  =  A'  et  AF  — D^  =  C'.  Leur 
résolution  n'on*re  aucune  difficulté.  Les  coefficients  de  la 
première  sont  les  dérivées  du  discriminant  A,  par  rapport 
à  F,  D,  E,  C  et  A. 

On  voit,  d'après  ces  équations,  que  la  position  des  foyers 
dans  les  courbes  du  2™°  degré  est  déterminée  par  l'inter- 
section de  deux  hyperboles  équilatères,  concentriques  à  la 
courbe  proposée. 
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612.  L'équation 
peut  se  mettre  sous  la  forme  : 


f=r[^ 


9         f^V 
y  -^  ~.oc  ' 


f        f 
et,  en  désignant  par  y  l'équation 

9         ^^ 

de  la  directrice,  il  vient  : 

x^-\-if  =  /V'     ou     (x  +  1/ 1/^^) (x  —  y  V^^i )  =  Pr\ 

Les  deux  droites  imaginaires  x-^yV^ — 1,  x  —  yV^ — 1, 
partant  du  foyer,  sont  tangentes  à  la  conique,  quelle  que 
soit  la  quantité  y.  11  en  résulte  que  les  courbes  du  2"^  degré 
qui  ont  un  même  foyer,  ont  aussi  deux  tangentes  imagi- 
naires communes  passant  par  ce  point.  Donc,  toutes  les 
coniques  homofocales  peuvent  être  considérées  comme 
inscrites  dans  un  même  quadrilatère.  Mais,  nous  venons 
de  voir  que  le  foyer  d'une  conique  peut  être  considéré 
comme  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  infiniment  petit, 
touchant  la  directrice  en  deux  points  imaginaires;  et, 
puisque  deux  cercles  concentriques  se  coupent  en  deux 
points  imaginaires,  situés  à  l'infini,  il  s'ensuit  que,  par 
chacun  de  ces  points,  si  l'on  mène  à  la  conique  des  tan- 
gentes, qui  se  confondront  avec  les  précédentes,  on  forme 
ainsi  un  quadrilatère  ayant  deux  sommets  réels,  qui  seront 
les  foyers  réels  de  la  conique,  et  deux  sommets  imagi- 
naires ,  qui  seront  ses  foyers  imaginaires. 

613.  Exprimons  la  condition  pour  que  la  droite 

ly  -4-  mx  -4-^  =  0 
rencontre  le  cercle  de  rayon  infiniment  petit  ac^  -4-  ?/2  =  0 
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en  deux  points  imaginaires,  situés  à  l'infini.  On  aura  évi- 
demment l'équation 

P  ^  m^  =  0, 

qui  peut  être  considérée  comme  l'équation  tangentielle 
d'une  conique  T'=  0, 

Si  nous  représentons  par  T  =  0  l'équation  tangentielle 
des  coniques  (2G5),  T -h  KT'==0  représentera  les  quatre 
tangentes  dont  les  points  d'intersection  détermineront  la 
position  des  deux  foyers  réels  et  des  deux  foyers  imagi- 
naires, K  étant  l'une  des  valeurs  du  discriminant  de  la 
conique  T-hKT'  =  0. 

Changeons  dans  le  discriminant  de  l'équation  tangen- 
tielle (265) 

A'/'  -4-  !2B7m  -t-  L'm^-^  2D7/J  -t-  2E'/>i;i  -t-  F'«''  =  0, 

A'  en  A'  h-  K  et  C  en  C  -i-  K;  il  viendra  : 

F'Iv'-+-  [(A'  H-  C')F'—  E'^—  D'^jlv  -+-  A'C'F'  -»-  2B'D'E' 
—  A'E'^  —  C'D'^  —  F'B'^  =  0. 

Il  est  facile  de  prouver  que  la  quantité  indépendante 
de  K  dans  cette  équation  est  égale  au  earré'A^  du  discri- 
minant acfA-  %de  —  fle^  —  cd^ — /Z>2,  et  que  le  coelïïcient 
de  K  est  égal  à  (rt  +  c)A;  de  sorte  qu'en  remplaçant  F' 
par  sa  valeur,  on  aura  l'équation 

(ac  — 6^)K"-+- A(a-+-f)K-^\^*=0.     .     .     (I). 

Si,  dans  cette  équation,  on  remplace  A  et  A^  par  leurs 
valeurs,  tirées  du  discriminant 

acf  -+-  26r/e  —  ae*  —  cd^  —  fl/ 

de  l'équation  de  la  conique  proposée;  que  l'on  substi- 
tue les  deux  valeurs  de  K  dans  l'équation  tangentielle 
T -+-  KT'=0,  on  aura  les  deux  couples  de  droites  qui 
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feront  connaître  les  coordonnées  des  deux  foyers  réels  de 
la  conique  proposée. 

En  effet,  l'équation  T  -h  K(/2  +  m^)  =  0  se  décompose 
en  deux  facteurs  rationnels 

[II/  -t-  mx'  -+-  n)  [h)"  -+-  mx"  -+-  n), 

x' ,  y',  x",  y"  étant  les  coordonnées  des  deux  foyers  réels 
se  rapportant  à  une  valeur  de  K  de  l'équation  (1),  les  deux 
foyers  imaginaires  se  rapportant  à  l'autre  valeur  de  K. 

614.  Appliquons  cette  mélhode  à    la    recherche    des 
foyers  de  la  conique  dont  l'équation  est  : 

5?/*  -+  1 2a?/  -H  8x2  +  6^  -I-  8x  —  ^  ^^  q 

On  trouve  pour  le  discriminant  : 

A  =  36. 

L'équation  (1)  est,  dans  ce  cas  : 

r  — 35K  =  ']08;     d'où     K  =  36  =  —  5. 

En  substituant  la  première  valeur,  K^=û6,  dans  l'équa- 
tion langentielle 

[cf—  6'V'  +  2(r/e  —  hf)lm  -^  {af—  d')ni^  -+-  2(6e  —  cd)l7i 
-+-  '"2{bd  —  ae)mn  -+-  {ac  —  l/)n^  -f-  K(r  -+-  m^)  =  0, 

on  obtient  : 

r  -t-  2m^  —  n^  -+-  o/m  -+-  mn  =  0, 

ou,  en  décomposant  en  facteurs  : 

(/  -+-  m  -t-  n){l  ■+-  2)».  —  n) , 

ce  qui  donne  pour  les  deux  foyers  réels  :  1"  x=\,  ?/  =  !; 
2"  «  =  2 ,  ?/  =  1 . 

Si  l'on  prend  la  racine  —  3,  on  aura  l'équation 

9/^-4-  Sm^  -+-  hfii^  —  12/»i  —  4ww 

=-[9/  — 6m  — 3(m  — 2n)\/^][9/  — 6m-+-3(m  — 2«)^/^], 

qui  donne  la  position  des  deux  foyers  imaginaires. 


ï 
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©15.  Cherchons  encore,  d'après  ce  môme  procédé,  les 
foyers  de  la  courbe  représentée  par  1  équation  : 

2î/*  —  2xî/  -+-  2a'  —  8?/  —  2x  -+-  1 1  =  0. 

On  trouve  pour  le  discriminant  :  A  =  —  9. 
L'équation  (1)  est  : 

5K'  — 3GK  -+- 81  =0;     d'où     K  =  9  =  3. 

En  prenant  celte  dernière  valeur  de  K,  on  obtient  j)0ur 
l'équation  langontielle  T-i-KT'=0  : 

8^"  -+-  ônr  -+-  n-  -h  Anui  -+-  (jln  -f-  \Olin  =  0 

=  (2/  -4-  m  -+-  n)  {Al  ■+■  ôni  -+-  ti)  ; 

ce  qui  donne  pour  les  coordonnées  des  foyers  : 

i"     x=l,     y  =  '2;         2"     x=:5,     ?/  =  4, 

comme  on  l'a  trouvé  précédemment  (225). 
6ie.  Reprenons  l'équation 

{ac  —  6-)K*  -H  (a  -+-  c)iK  -+-  A-  =  0. 

Si  la  courbe  est  une  parabole,  ac  —  b'^  =  0;  une  des 
racines  est  infinie,  ce  qui  prouve  que  la  parabole  ne  peut 
avoir  qu'un  seul  foyer  réel,  l'autre  étant  à  l'infini. 

Si  rt  H-  c==0,  la  conique  est  une  hyperbole  équilatère, 
et  les  deux  valeurs  de  K  sont  égales  et  de  signes  contraires. 
Pour  que  les  deux  couples  de  droites  données  par  l'équa- 
tion (1)  soient  tangentes  au  cercle  à  l'infini,  on  doit  avoir  : 

^\a  +  cf  =  4 .\\ac  —  b')     ou     (a  —  if  -+-  46'  =  0, 

équation  qui  peut  être  satisfaite  seulement  pour  «  =  c  et 
1=0.  On  voit  que  la  conique  doit  passer  à  la  fois  par  les 
leux  points  du  cercle. 
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CHAPITRE  XXX. 


COURBES  EIV  COORDOIVUÉES  POLAIRES. 


617.  On  a  vu  (172)  comment  on  détermine  la  position 
d'un  point  M  dans  un  plan  au  moyen  des  coordonnées 
polaires. 

Spirale  d'Archimêde.  Soit  0  le  centre  d'un  cercle,  de 

rayon  égal  à  l'unité,  pris  pour 
pôle,  et  AOA'  la  droite  fixe. 
Supposons  qu'un  point  mo- 
bile M,  parti  de  0  et  situé 
sur  le  rayon  OA  s'avance 
uniformément  sur  ce  dernier 
pendant  que  AO  tourne  de 
a  même  manière  autour  du 
point  0,  de  sorte  que  le  point 
M  soit  arrivé  au  point  A 
lorsque  le  rayon  OA  aura  parcouru  la  circonférence  ABA'B' 
(fig.  296). 

Soit  ON  une  position  quelconque  du  rayon  mobile ,  et 
M'  la  position  correspondante  du  point  mobile.  Posons 
OM'=p,  et  désignons  par  w  l'arc  AN.  D'après  les  condi- 
tions du  mouvement,  on  a  évidemment: 


277 


d'où 


telle  est  la  spirale  d'Archimêde,  trouvée  par  Conon. 

L'arc  ABN  étant  pris  positivement,  l'arc  AB'N'  devra 
être  considéré  comme  négatif,  et  le  rayon  vecteur  corres- 
pondant  est  OM^,  prolongement  de  ON'  et  symétrique  de 
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OM',  par  rapport  à  la  droite  OB.  La  courbe  se  compose 
de  deux  branches  infinies  OIM'IjA,  OIMJjA'  (fig.  296). 

Si,  après  une  révolution  entière  du  rayon  OA,  le  point 
mobile  M  a  parcouru  une  longueur  quelconque  c,  au  lieu 
du  rayon  0A=  1 ,  on  a,  dans  ce  cas  :  p  =  ^. 

618.  L'équation  générale  des  spirales  est 

p  =  aw". 

L'exposant  n  de  w  étant  positif,  les  spirales  données  par 
réquation  p  =  «M"  commencent  toutes  par  le  pôle  0;  mais, 
si  n  est  négatif,  on  a  alors 

a 


et,  aux  plus  petites  valeurs  de  co  correspondent  les  plus 
grandes  valeurs  de  p;  de  sorte  que,  pour  co  =  0,  il  vient 
Fig.  297.  p  =  00  .  Il  s'ensuit 

que     ces     spirales 
D  commencent      par 

l'infini   et   s'appro- 
chent  de   plus   en 
plus  du  pôle  0  sans 
pouvoir   y  arriver, 
puisqu'il     faudrait 
un  nombre  de  révo- 
lutions    infiniment 
grand  :  telle  est  la 
spirale       hyperbo- 
lique, répondant  à  w  =  —  1,  ce  qui  donne  pw=  a  pour 
1  équation  de  cette  courbe  ;  celle-ci  a  une  asymptote  paral- 
lèle à  la  droite  AOA',  à  une  dislance  OD  =  a  (fig.  297). 
Soit  M  un  point  quelconque  de  cette  courbe. 
Abaissons  la  perpendiculaire  MP  sur  la  droite  fixe;  on  a: 


• 

M 

\.         ^^'-"^ 

^  Y' 

P 

A\     l        [^ 

vJr 

^^^--.. 

p  sinMOA  =  p  sni  «  =  -  sm  «  =  a , 
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lorsque  w  est  infiniment  petit,  comme  l'indique  d'ailleurs 
l'équation 

a 

«lO.  Cherchons  l'angle  que  la  tangente  à  la  courbe 
fait  avec  le  rayon  vecteur  prolongé. 

Soient  p  et  »  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M; 
p  -h  dp  et  (ù  -h  dco  seront  celles  du  point  M'.  Du  centre  0, 
et  avec  OM  comme  rayon,  décrivons  l'arc  MH  =  pw;  de  ce 
pig  29g  même  point,  menons  OS,  pa- 

rallèle à  la  corde  MH,  et  OT, 
perpendiculaire  à  OM.  Les 
deux  triangles  OMS  et  MM'H 
sont  semblables,  et  l'angle 
NMT'  =  V  =  OMS;  à  la  li- 
mite, le  triangle  OMS  se  con- 
fond avec  le  triangle  rectan- 
gle OMT,  et  l'angle  V=OMT 
à  la  limite.  Donc,  à  la  limite 
aussi,  le  triangle  rectangle 
MM'H  est  semblable  au 
triangle  OMT;  il  vient  : 

-L      et     0T=-^- 
dp  ftp 

dcc 
Pour  construire,  d'après  cette  formule,  la  tangente  au 
point  M  de  la  courbe,  on  élèvera  au  point  0  une  perpen- 
diculaire au  rayon  vecteur  OM,  et  l'on  prendra  sur  ce  rayon 


vecteur  une  longueur  ^^;  on  joindra  le  point  T  au  point 
M,  et  l'on  aura  la  tangente  MT  (fig.  298). 

680.  En  appliquant  cette  formule  à  la  spirale  d'Archi- 
mède ,  on  obtient  : 


OT  =  —  ; 
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pour  w  =  2?:,  OT  =  2t:,  ce  qui  prouve  qu'après  une  révo- 
lution entière,  la  sous-tangente  OT  au  point  mobile  M  est 
égale  à  la  circonférence  AOA'  rectifiée;  après  un  nombre 
K  de  révolutions,  la  sous-tangente  0T  =  2K%,  ou  K  fois 
la  circonférence  dont  le  rayon  est  K  X  OA. 

Pour  la  spirale  liyperbolique,  on  a  OT  =  —  o;  ce  qui 
prouve  que,  dans  cette  courbe,  lu  sous-tangcnte  est  con- 
stante. Enfin,  si  l'on  roule  l'axe  d'une  parabole  sur  la  cir- 
conférence AOA',  on  obtiendra  la  spirale  parabolique  qui 

a  pour  équation 

p*  =  aoK 


Développaute«i  et  développées. 

6»l.  Soit  AS  une  courbe  quelconque.  Prenons,  à  partir 
du  point  A,  des  arcs  égaux  AB  =  BB'=B'B",.--  et  par  les 
milieux  M,  M', M",.-  de  ces  arcs,  menons  les  normales  MC, 
M'C,  M"C"...  :  ces  normales,  par  leurs  intersections  con- 
sécutives deux  à  deux  et  infiniment  rapprochées ,  forment 
une  courbe  CC'C",  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  déve- 
Fig.  299.  loppée,    tandis   qu'on 

donne  à  la  courbe  AS 
le  nom  de  dévelop- 
pante (fig.  299). 

Le  cercle  qui  passe 
par  les  deux  éléments 
infiniment  petits  BM', 
M'B'  de  la  courbe  AS 
se  nomme  le  cercle 
osculateur  de  cette 
courbe  au  point  iM' 
c"  (odO)  :  c'est  ce  cercle 
qui  se  rapproche  le  plus  de  la  courbe  au  point  M',  sans 
se  confondre  avec  celle-ci. 
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On  peut  encore  dire  que  le  cercle  osculaleur  est  celui 
qui  passe  par  trois  points  consécutifs  B,  M',  B'de  la  courbe. 
Les  rayons  de  courbure  sont  les  normales  MC,  M'C  qui, 
par  leur  intersection,  déterminent  le  centre  C  de  courbure. 
L'angle  TI'T',  formé  par  les  deux  tangentes  menées  aux 
points  M,  M' de  la  courbe, se  nomme  Vangle  de  contingence: 
cet  angle  est  évidemment  égal  à  celui  que  forment  entre 
eux  les  deux  rayons  MC,  M'C.  En  le  représentant  par  z, 

on  a  : 

ds 

? 
ds  étant  égal  à  l'arc  MM'  et  p  à  M'C. 

L'angle  de  contingence  est  en  raison  inverse  du  rayon 
de  courbure.  Cet  angle  dans  le  cercle  reste  conslant,  l'arc 
ds  étant  le  même. 

S22.  La  développante  AS  peut  être  considérée  comme 
étant  décrite  par  l'extrémité  A  du  fil  flexible  et  inextensible 
AC  roulé  autour  de  la  développée  CC'C"  :  ce  fil,  dans  son 
mouvement,  reste  constamment  tangent  à  la  développée,  et 
tandis  que  le  point  de  contact  se  meut  sur  la  développée, 
l'extrémité  mobile  A  décrit  la  développante  AS.  Il  est  évi- 
dent que,  dans  ce  mouvement,  lorsque  le  point  de  contact 
sur  la  développée  se  meut  de  C  en  C,  le  rayon  de  courbure 
MC  devient  M'C,  et  que  l'accroissement  de  ce  rayon  de  cour- 
bure est  égal  à  l'arc  CC  :  donc,  l'accroissement  du  rayon 
de  courbure  est  égal  à  l'accroissement  de  l'arc  de  la  déve- 
loppée. Enfin,  les  normales  à  la  développante  sont  tangentes 
à  la  développée. 

683.  Cherchons  l'équation  de  la  développante  de  cercle, 
qui  est  très-employée  dans  les  constructions  (fig.  300). 

Soit  un  cercle  de  rayon  OA  =  R,  0  étant  le  pôle.  Diri- 
geons la  droite  fixe  suivant  le  rayon  OA.  Désignons  par  co 
l'angle  AOT,  formé  par  la  droite  fixe  OA  avec  le  rayon  OT 
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qui  joint  le  pôle  0  au  point  de  contact  T  de  la  tangente 

MT  (fig.  300).  Le  fil 
qui  entoure  la  circon- 
férence OA  ayant  été 
déroulé  et  tendu,  à  par- 
tir du  point  A,  il  est 
évident,  d'après  ce  qui 
a  été  dit  précédem- 
ment, que  la  tangente 
MT  =  arcAT  =  Rco. 

Si  Ton  faitOM^p,on  aura  dans  le  triangle  rectangleOTM: 

qui  est  l'équation  de  la  développante  de  cercle. 
On  en  lire  : 

P  =  ±  R  l/fn^^. 

Pour  une  valeur  positive  de  R,  il  y  aura  deux  dévelop- 
pantes commençant  au  point  A  :  l'une  AMM'...  répond  aux 
valeurs  positives  de  w,  et  la  seconde  A!VI,M',...  aux  valeurs 
négatives.  De  même,  pour  une  valeur  négative  de  R,  il  y 
aura  en  A'  deux  développantes  égales  aux  précédentes,  et 
correspondant  aux  valeurs  positives  et  négatives  de  m.  Pour 
tracer  cette  courbe,  on  divisera  la  circonférence  en  un  cer- 
tain nombre  de  parties  égales,  en  12,  par  exemple,  et,  au 
point  T  de  l'arc  AT  =  ,4>  on  portera  sur  la  tangente  TM 
en  ce  point,  une  longueur  égale  à  |  de  la  circonférence  : 
le  point  M  appartiendra  à  la  courbe. 

On  a  trouvé  (oGO)  la  développée  de  l'ellipse  et  celle  de 
la  parabole,  qui  sont  les  enveloppes  des  normales  à  ces 
courbes. 


a 
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Cycloïde. 

6«4.   Supposons   qu'une   circonférence  de  cercle,  de 
rayon  R,  tangente  en  un  point  0  d'une  droite  indéfinie  OX, 
se  meuve  sur  celte  droite  sans  glisser,  de  manière  que  tous 
ses  points  deviennent  successivement  les  points  de  contact    m 
avec  la  droite. 

Dans  ce  mouvement,  le  point  0  décrira  une  courbe 
qu'on  nomme  cycloïde.  Le  cercle  se  nomme  cercle  généra- 
teur, le  point  0  point  générateur,  et  la  ligne  OX  développe- 
ment de  la  circonférence. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  cette  courbe,  et  H  le  point 

Fig.  301. 


de  contact  du  cercle  correspondant.  D'après  la  nature  du 
mouvement ,  l'arc  de  cercle  MH  ==  OH. 

Plaçons  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires  au 
point  0,  et  dirigeons  l'axe  des  x  suivant  la  droite  OX  ; 
OP  =  x,  MP  =  |/  (fig.  301). 

Il  est  facile  de  prouver,  au  moyen  des  limites ,  que  la 
droite  qui  passe  par  deux  points  consécutifs.  M,  M',  c'est- 
à-dire  la  tangente  à  la  courbe,  passe  par  l'extrémité  I  du 
diamètre  1H  =  2R  du  cercle  générateur. 

Les  coordonnées  du  point  M'  sont  x  -h  dx ,  y  -h-  dy,  et 
l'on  a,  comme  on  le  sait  : 

dy       MP 
dx^vf' 
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OU  bien ,  à  cause  des  triangles  semblables  MPT,  IMQ  : 


^  =  —     et     ^=\/^ 
dx       MO     ^      dx       V  ' 


îJR  —  y 
MQ        ■      dx         V  y 

d'où  l'on  lire  : 

y-dy 


dx  = 


l/5J%  -  .V* 

(|ui  est  l'équation  de  la  eycloïde. 

G»».  On  a  pour  la  longueur  de  la  normale  : 

MH  =  \/ÏKy; 

ce  qui  prouve  que  celte  droite  se  confond  avec  la  corde  de 
l'arc  de  cercle  Mil,  et  que  la  tangente  est  dirigée  suivant 
l'autre  corde  MI,  perpendiculaire  à  la  première,  et  passant 
par  l'extrémité  I  du  diamètre  IH. 

e«6.  Pour  construire  la  tangente  en  un  point  de  la 
eycloïde,  on  fera  passer  par  ce  point  le  cercle  générateur; 
en  joignant  le  point  de  contact  du  cercle  générateur  avec 
la  droite  OX  au  point  donné  de  la  eycloïde,  on  obtient  la 
normale  :  la  tangente  est  perpendiculaire  à  celle-ci. 

687.  Il  est  facile  de  construire  la  eycloïde. 

A  celle  fin,  à  partir  du  point  0,  on  prend  une  longueur 
égale  à  la  circonférence  ;  on  divise  celle-ci  en  un  certain 
nombre  de  parties  égales,  en  8,  par  exemple,  et  son  déve- 
loppement en  autant  de  parties  égales  :  la  circonférence  rec- 
lifiée  est  égale  approximativement  à  deux  fois  le  côté  du  carré 
inscrit,  plus  deux  fois  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit. 

Par  les  points  de  division  de  la  circonférence,  on  mène 
des  parallèles  à  la  directrice  OX.  Lorsque  le  point  1  du  cercle 
générateur  coïncidera  avec  le  point  1  de  la  droite  OX,  le 
point  O  se  sera  élevé  de  la  même  quantité  au-dessus  de  la 
directrice  que  le  point  1  l'était  avant  d'être  venu  se  placer 
sur  celle-ci.  Mais,  dans  le  cercle,  la  distance  de  I  à  0  n'a 
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pas  changé.  Donc,  si  du  point  1  de  la  droite  OX  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  corde  01,  on  décrit  un  arc 
de  cercle,  il  coupera  la  parallèle  menée  par  1  de  la  cir- 
conférence en  un  point  qui  appartiendra  à  la  cycloïde 
(Og.SOJ). 

Lorsque  le  cercle  qui  roule  sur  la  directrice  rectiligne  OX 
aura  fait  une  révolution  entière,  le  point  0  de  la  circonfé- 
rence coïncidera  avec  le  point  8  de  la  directrice,  et  ce  point 
0  aura  décrit  une  cycloïde. 

Épicycloïde  plane. 


698.  L'épicycloïde  plane  est  engendrée  par  un  point 
d'une  circonférence,  laquelle  roule  sur  une  autre  circonfé- 
rence :  on  la  trace  par  des  procédés  analogues  à  ceux 
exposés  précédemment  pour  la  cycloïde. 

On  prend  sur  la  circonférence  directrice  un  arc  égal  à  la 

Fig.  302. 


longueur  de  la  circonférence  du  cercle  générateur  (fig.  502). 
Représentons  par  X  cette  longueur,  par  r,  r'  les  rayons 
des  cercles  directeur  et  générateur.  Soit  a  l'angle  au  centre 
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(lu  cercle  directeur  qui  répond  à  Tare  X,  et  y°  le  nombre 
de  degrés  compris  dans  celui-ci.  On  aura  : 


et  comme 


H  vient 


Srr',     X  =  a.r     et     a 

2t  :  360°  =  a  :  y", 
t/o  =  360°  X  —  • 


=  '>, 


On  partagera  la  circonférence  du  cercle  générateur  en 
un  certain  nombre  de  parties  égales,  en  8,  par  exemple, 
ainsi  que  l'arc  X,  mesuré  à  partir  du  point  de  contact  pri- 
mitif 0  des  deux  cercles. 

Du  centre  C  du  cercle  directeur,  on  décrira  des  cir- 
conférences concentriques  dont  les  rayons  seront  les  dis- 
tances du  point  C  aux  points  de  division  du  cercle  généra- 
teur; des  points  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  du  cercle  directeur, 
avec  des  rayons  égaux  aux  cordes  01,  02,  03...  du  cercle 
générateur,  on  tracera  des  arcs  de  cercle  :  ceux-ci  couperonl 
les  circonférences  précitées,  partant  des  mêmes  points  de 
division,  en  des  points  qui  appartiendront  à  répicycloide. 
e*9.  Il  est  facile  de  trouver  l'équation  de  l'épicycloïde 
plane  lorsque  le  cercle  générateur  C  est  égal  au  cercle 
directeur  C. 

A  cette  lin ,  prenons  la  droite  des  centres  CC  pour  la 

droite  fixe,  0  étant  le 

point    générateur    de 

l'épicycloïde  (fig.  303). 

Lorsque  le  point  de 

contact   est  en   T,   le 

X    point  0  se  trouve  en  M, 

et  l'arc  0T=  l'arc  MT. 

La  droite  Ti\,  qui 

est  la   tangente   com- 


Fig.  303. 
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mune  en  T  aux  deux  cercles,  est  perpendiculaire  aux  deux 
droites  CT  et  OM  =  p  :  celles-ci  sont  donc  parallèles.  Si 
l'on  représente  par  w  l'angle  que  le  rayon  vecteur  OM  fait 
avec  Taxe  polaire  CC,  il  viendra  : 

0  w 

-  =  OTsin-> 
2  ^ 

puisque  l'angle  OTN,  formé  par  une  tangente  et  par  une 
corde,  est  la  moitié  de  l'angle  TCO. 

Mais 

a  étant  le  rayon  du  cercle; 


—  =  a  sm  - 
2  2 


d'où 


P  =  4«sin^  -  =  2a(4  —  cosw). 


Fig.  504, 


Telle  est  l'équation  polaire  de  l'épicycloïde  plane. 
G30.  Il   peut  arriver  que  le  cercle   générateur   roule 
dans  l'intérieur  du  cercle  directeur. 

Dans  le  cas  où  le  rayon  du  cercle  générateur  est  égal  à 
la  moitié  du  rayon  du  cercle  di- 
recteur, l'épicycloïde  engendrée 
est  une  droite  ou  rayon  du  cer- 
cle directeur. 

Soit  0  le  point  où  le  cercle 
jo    générateur  touche  dans  une  pre- 
mière position  le  cercle  direc- 
teur. Dans  une  autre  position, 
le  contact  des  deux  cercles  a 
lieu  en  un  point  M  (fig.  304). 
Le  point  0'  appartient  à  la  courbe  décrite  par  le  point 
0.  On  a,  en  effet  : 

arcOM  =  ar     et     arc  O'M  =  2a^r  =  ar; 

d'où  arc  OM  =  arc  O'M. 


Fig.  30S, 
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Ce  que  l'on  vient  de  dire  s'applique  à  une  position  quel- 
conque du  cercle  générateur. 

G31.  Cherchons  le  lieu  suivant,  au  moyen  des  coordon- 
nées polaires  : 

On  donne  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY  et  une 
droite  AB  =  21,  de  longueur  constante,  dont  les  extrémités 
se  meuvent  sur  ces  deux  droites.  D'un  point  C  de  la  bissec- 
trice OD  de  l'angle  droit  XOY,  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires CP  sur  la  droite  AB.  On  demande  le  lieu  décrit  par 
le  pied  P  de  ces  perpendiculaires. 

Plaçons  le  pôle  au  point  C  (fig.  305).  Prenons  la  bissec- 
trice CD  pour  la  droite 
fixe,  et  soit  m  l'angle  que 
le  rayon  vecteur  CP=p 
fait  avec  la  droite  fixe; 
unissons  le  point  0  avec 
le  milieu  I  de  la  droite 
AB.  01  =  /  fera  avec 
la  perpendiculaire  OH, 
abaissée  du  point  0  sur 
AB,  un  angle  2w  et  l'on 
aura  : 

OII  =  ;cos2«. 

Si  nous  faisons  OC  =  c,  on  obtiendra  aussi  : 

OH  =  ccoscj  -H  p; 

d'où  l'on  lire  pour  l'équation  du  lieu  : 

p==/cos2«  —  (cosoj     ou     p  =  2/cOS^u3  —  CCOSW  —  l. 

Cette  courbe,  du  sixième  degré  en  coordonnées  reclill- 
gnes,  est  symétrique  par  rapport  à  la  droite  fixe,  la  bissec- 
trice, puisque  pour  des  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
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traires  de  w,  les  valeurs  de  p  sont  les  mêmes.  Comme 
ces  (180"  —  cù)  = —  cos  w,  on  voit  que  dans  le  premier  et 
le  deuxième  quadrant,  il  y  aura  des  petites  et  des  grandes 
valeurs  de  p.  Il  vient,  en  effet,  pour  ces  dernières  : 

P  =2/cos^« -f- ccosw  —  /, 

et  pour  les  premières  valeurs,  les  petites  : 

P  =  2/cos^w  —  ccosw  —  /, 

cos  w  est  positif  dans  le  premier  et  le  quatrième  quadrant, 
et  négatif  dans  le  deuxième  et  le  troisième. 

Les  valeurs  de  cos  m  qui  annulent  le  rayon  vecteur  p 
dans  l'équation  2/  cos  ^w  —  c  cos  w — /  =  p  sont  : 


cos  w  =  _  =b    \/ H 

kl        V    46/2       2 


et  celles  qui  annulent  le  même  rayon  dans  l'équation 

SfcOS^w  -+-  CC0SC3  —  /  =  p 


:0S  w  =  —  — :  ±    \/ -H  - 


sont  :  cos 

Ces  valeurs  de  cos  m,  dont  deux  sont  positives  et  <  1  et 
les  deux  autres  négatives  et  aussi  <  1,  prouvent  que  la 
courbe  se  compose  de  quatre  branches  situées  au-dessus 
de  la  droite  fixe  et  de  quatre  au-dessous  ;  on  a  donné  à 
cette  courbe  le  nom  de  scarabée. 
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CHAPITRE  XXXI. 


C«VnBK8  «tKMBLABLKJ^  OU   nOMOTHKTIQUE». 


632.  Soit 


F(x,y)  =  0 


Fig.  306. 

Y'! 


l'équation  d'une  courbe  quelconque  S,  rapportée  à  des  axes 

coordonnés  faisant  en- 
tre eux  un  angle  0.  Unis- 
sons l'origine  0  à  un 
point  quelconque  M  de 
cette  courbe,  et  prenons 
sur  le  rayon  vecteur 
P'~É'  x»  OM  un  point  arbitraire 
M'  dont  les  coordon- 
nées sont  OP'  =  x', 
M'P'=y';  on  aura  évi- 
demment : 


i\IP 


OP 
OP' 


1 

y' 


ou       -^  =  — 


si  l'on  désigne  par  r  la  valeur  de  ce  rapport,  qui  est  indé- 
terminé, il  viendra  : 

X  =  rx\     y  =  ry'. 

En  unissant  ainsi  l'origine  0  à  tous  les  points   de  la 
courbe  donnée 

F(x,2/)=0, 

et  en  prenant  chaque  fois  sur  les  rayons  vecteurs  OM,  ON, 
des  points  M',  N'  (fig.  306)  dont  les  coordonnées  soient 
dans  le  rapport  de  similitude  r,  on  obtiendra  une  nouvelle 
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courbe  S'  homothétique  à  la  courbe  donnée.  Cette  courbe  S' 
aura  pour  équation  : 

F(ry,  rx')  =  0, 

laquelle  représentera  toutes  les  courbes  semblables  à  la 
proposée,  l'origine  0  étant  le  centime  de  similitude  ou  d'Iio- 
mothétie. 

Si  r  est  positif,  Thomothétie  est  directe,  et  s'il  est 
négatif,  elle  est  inverse. 

D'après  ce  qui  précède,  on  peut  dire  que  deux  courbes 
sont  semblables  et  semblablement  placées  ou  homothétiques 
lorsque  les  rayons  vecteurs  OM ,  ON ,  menés  par  un  point 
O  dans  la  première,  sont  dans  un  rapport  constant  avec  les 
rayons  O'M',  0'^', menés  par  unpoint  0' dans  la  seconde, 
parallèlement  aux  premiers. 

633.  Laissons  la  courbe  S  fixe  et  transportons  la  courbe 
S',  de  manière  que  l'origine  0  soit  en  0'  et  que  les  nou- 
veaux axes  coordonnés  O'X',  O'Y'  pour  cette  courbe 
soient  parallèles  aux  anciens  OX,  OY.  On  a ,  dans  ce  cas  : 

X  =  m  -h-  x',    y  =  n  ■+.  y', 

m,  n  étant  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  0'. 

L'équation  de  la  courbe  S'  par  rapport  aux  axes  O'X', 
O'Y'  est  toujours  : 

F{rx',  ry')  =  0 

et,  par  rapport  aux  anciens,  elle  est  évidemment  : 

Frr(x  —  m),     r{y  —  n)]  =  0. 

La  courbe  S',  dans  sa  nouvelle  situation ,  est  toujours 
homothétique  à  la  courbe  S,  car  les  rayons  vecteurs  menés 
des  points  0,  0'  sont  parallèles  et  dans  le  rapport  r  de 
similitude.  La  courbe  S'  aura  une  position  arbitraire  dans 
le  plan  par  rapport  à  la  courbe  S,  si  nous  donnons  aux 
axes  coordonnés  O'X',  O'Y'  une  position  aussi  quelconque' 
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par  rapport  aux  anciens  OX,  OY  que  nous  pourrons  sup- 
poser reetangniaires  pour  plus  de  simplicité.  On  sait  que, 
pour  passer  d'un  système  d'axes  coordonnés  rectangulaires 
à  un  système  d'axes  coordonnés  rectangulaires  d'une  nou- 
velle origine  0'  (m,  n),  on  a  : 

X  =  in  -+■  x'cosa  —  y'sina,     y  =  n-^  a'sina  -h  î/'cosa; 

d'où  l'on  lire  : 

x'  ={x  —  j/<)cosa  -+-(?/  —  «)sina, 
y'  =  —  [x  —  wïjsina  -H  [y  —  n)cosa. 
En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

F(rx',  ry')=0, 

la  courbe  S'  sera  rapportée  aux  axes  primitifs,  et  l'équa- 
tion résultante  représentera  l'équation  la  plus  générale 
des  courbes  semblables  à  la  courbe  donnée. 

©34.  Examinons  à  quelles  conditions  les  deux  courbes 
du  second  degré 

ky^  -*-  Bxy  -♦-  Ca;*  -t-  Dt/  -t-  Ex  -t-  F  =  0 , 

Ay  -+-  B'xy  -t-  C'x*  -I-  D'y  -t-  E'x  -4-  F'  =  0 , 

sont  homotbétiques. 

Si  l'on  change  x  en  r  (x  —  m)  el  y  en  r  (y  —  n)  dans 
l'équation  de  la  première  de  ces  deux  courbes,  el  qu'on 
rende  cette  équation  identique  avec  la  seconde,  il  viendra  : 

D  F 

—  —  2A«  — Bm 2Cm  — B« 

A        B        C        r  r 


A'       B'       C  D'  E' 

J)n  -+-  Em        F 

An*  -t-  Bmn  -*-  Cm* 1 

r  »•* 
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On  a  cinq  équations  entre  trois  quantités  arbitraires  m, 
n  et  r;  de  sorte  qu'il  devra  exister  deux  équations  de  con- 
dition qui  sont  : 

A_  ^  _  ^ 

Donc,  pour  que  deux  courbes  du  deuxième  degré  soient 
homotliétiques ,  il  faut  que  les  coefficients  des  termes  du 
deuxième  degré  soient  proportionnels. 

En  remplaçant  les  valeurs  précédentes  de  A  et  de  B  dans 
la  première  des  deux  équations,  on  obtient  pour  les  équa- 
tions des  deux  courbes  : 

Ay-4-B'a-î/  -+-  CV-t-  (-y  -^-x  -+-  -JC'=0, 

A'î/*  -t-  Wxy  -4-  Cx^  -+-  D'y  -4-  E'x  -+-  F'  =  0. 

On  voit  que  les  termes  du  deuxième  degré  sont  égaux. 

®3â.  Supposons  que  l'on  ait  B^ — 4AC  <  0  :  les  deux 
équations  précédenles  pourront  représenter  deux  ellipses. 

En  transportant  les  axes  coordonnés  parallèlement  à 
eux-mêmes,  Torigine  étant  au  centre  de  ces  deux  courbes, 
on  obtiendra  deux  nouvelles  équations  : 

Ay  -H  Bxy  -+-  Cx^  =  F',     Xy^  -t-  Bxy  -t-  Cx^  =  F;. 

Les  axes  de  symétrie  de  ces  ellipses  sont  parallèles, 
puisqu'on  a  : 

—  B 

ts2a  = 


A  — C 

pour  chacune  d'elles.  En  dirigeant  le  nouvel  axe  des  x 
parallèlement  à  tg  a  de  l'expression  précédente,  les  équa- 
tions des  deux  ellipses  sont  : 

My^  -^-  Nx'  =  F',     Mi/^  -t-  Nx^  =  F',. 
Les   coefficients   M  et  N  étant  positifs,  les  quanlitél 
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F',  F'i,  du  second  membre  de  ces  deux  équations,  devront 
être  aussi  positives;  autrement,  les  deux  courbes  seraient 
imaginaires. 

Le  rapport  y-  des  axes  a  la  même  valeur  dans  les 
deux  courbes,  et  celles-ci  sont  bomothéiiques. 

«se.  Si  B^ —  4AC  >  0,  les  équations  précédentes  rcpré- 
senlent  des  hyperboles.  Dans  ce  cas,  les  coefïicienls  de  M 
et  de  N  doivent  être  de  signes  contraires.  Si  F',  F\  ont  le 
même  signe,  comme  les  axes  sont  parallèles,  leur  rapj)ort 
est  le  même  dans  les  deux  courbes,  et  celles-ci  sont  liomo- 
ihétiques.  F',  F[  étant  de  signes  contraires,  les  deux  hy- 
perboles sont  conjuguées  et  semblables.  Il  est  évident  que 
les* asymptotes  sont  parallèles. 

Enfin,  lorsque  B^ —  4AC  ==  0,  les  deux  lieux  appartien- 
nent au  genre  parabole;  les  axes  de  ces  deux  paraboles 
sont  parallèles,  et  de  direction  —  ^  . 

Au  moyen  des  mêmes  transformations  d'axes  coordon- 
nés, les  équations  de  ces  deux  paraboles  ne  contiendront 
plus  chacune  qu'une  seule  constante  arbitraire  :  les  para- 
boles seront  alors  semblables,  et  le  rapport  de  similitude  ou 
d'homothétie  sera  le  rapport  même  de  ces  deux  constantes 
arbitraires. 
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CHAPITRE   XXXII. 

©37.  Une  droite  mobile  qui  passe  par  un  point  fixe  S 
et  par  tous  les  points  d'une  courbe  quelconque  donnée 
engendre  une  surface  conique;  le  point  S  est  le  sommet  du 
cône  ;  la  droite  mobile  se  nomme  génératrice  du  cône  ou 
de  la  surface  conique,  et  la  courbe  fixe  sur  laquelle  la 
génératrice  s'appuie  dans  son  mouvement  prend  le  nom  de 
directrice. 

Lorsque  la  directrice  est  une  circonférence  de  cercle  et 
que  la  droite  qui  joint  le  sommet  S  du  cône  au  centre  0 
de  cette  circonférence  est  perpendiculaire  à  son  plan,  le 
cône  est  alors  un  cône  droit  de  révolution  et  la  droite  SO 
se  nomme  Vaxe  du  cône  (fig.  307). 

Un  plan  quelconque  qui  passe  par  l'axe  du  cône  coupe 
celui-ci  suivant  deux  génératrices. 

La  surface  du  cône  est  formée  de  deux  parties  séparées 
par  son  sommet  :  chacune  de  ces  parties  se  nomme  nappe. 

Le  plan  coupant  peut  avoir  différentes  positions. 

11  peut:  1°  rencontrer  toutes  les  génératrices  d'une 
même  nappe  ;  2°  rencontrer  les  deux  nappes  ;  5"  être  paral- 
lèle à  l'une  des  génératrices  d'une  nappe. 

688.  1°  Par  l'axe  du  cône,  menons  un  plan  perpendicu- 
laire au  plan  coupant.  Soit  AB  l'intersection  de  ces  deux 
plans,  A  et  B  étant  les  points  de  rencontre  de  cette  inter- 
section avec  deux  arêtes  d'une  même  nappe  situées  dans  le 
plan  perpendiculaire  (fig.  307). 

Inscrivons  un  cercle  dans  le  triangle  SAB  et  une  circon- 
férence tangente  aux  trois  droites  SG,  AB,  SU.  Si  l'on  fait 
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Fig.  307. 


tourner  la  figure  autour  de  l'axe  SV,  pendant  que  la  géné- 

ralrico  ST  décrira 
le  cône,  les  deux 
cercles  inscrits  dé- 
criront des  sphè- 
res qui  toucheront 
le  cône  suivant  les 
deux  cercles  pa- 
rallèles TT',  //' 
dont  les  plans  sont 
perpendiculaires;! 
Taxe  du  cône  et 
déterminent  le 
tronc  (le  cône  droit 
TTW  :  ces  deux 
sphères  seront 
tangentes        aux 

deux  points  F,  F',  situés  sur  la  droite  AB  ou  plan  sécant 

du  cône.  Celui-ci  est  tangent  aux  deux  sphères,  puisqu'il 

est  perpendiculaire  aux  rayons  OF,  O'F'  de  ces  sphères. 
Soit  M  un  point  quelconque  de  la  courbe  d'intersection. 
Par  ce  point  M  passe  une  arête  SMN'  du  tronc  de  cône 

qui  est  tangente  aux  sphères. 

Si  l'on  joint  le  même  point  M  du  plan  sécant  du  cône 

aux  points  de  contact  F,  F'  avec  les  deux  sphères,  il  est 

évident  qu'on  aura  ; 

MF  =  MN     et     MF'  =  MX, 

puisque  les  tangentes,  menées  d'un  point  extérieur  à  une 
même  sphère,  sont  égales  ;  d'où  l'on  obtient 

MF  -4-  MF'  =  MN  +  MN'  =  NN'  ; 

comme  toutes  les  arêtes  du  tronc  de  cône  sont  égales,  il 

s'ensuit  que 

MF  -4-  MF'  =  constante. 
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La  somme  constante  ]N]\'  =  T?  =  AB. 

EneflFet,         AF'  =  AT,    BF'  =  AF  =  A«; 
d'où  AB  =  Tf  =  NN'     et     MF  +  MF'  =  AB. 

Les  plans  des  cercles  de  contact  des  deux  sphères  tan- 
gentes au  cône  coupent  le  plan  de  la  section  suivant  deux 
droites  parallèles  DL,  D'L',  qui  sont  les  deux  directrices 
de  reliipse  (fig.  307). 

Abaissons  du  point  M  de  celle-ci  la  perpendiculaire  MP 
sur  le  grand  axe  AB  de  cette  courbe. 

Par  ce  point  M ,  menons  un  cercle  parallèle  aux  cercles 
de  contact.  La  dislance  du  point  M  à  la  droite  DL  est 
égale  à  PD,  et  MF  =  MN  =  t\. 

A  cause  des  droites  parallèles  Du',  IPI',  on  a  : 
«I   _  A«  _  AG  MF       AG 

WÂÏ)"!!"'        *^"     dp^âb' 

Ainsi ,  le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque  M 
de  l'ellipse  au  foyer  F  et  à  la  directrice  est  constant  et  égal 
à  ^ ,  c'est-à-dire  au  rapport  de  la  dislance  des  foyers  au 
grand  axe. 

639.  2"  Si  le  plan  sécant  est  tangent  aux  deux  sphères, 


Fig.  308. 


que  celles-ci  soient  d'un  même 
côté  de  ce  plan  et  qu'elles 
touchent  les  deux  nappes  du 
cône  suivant  deux  petits  cer- 
cles TT',  tt',  la  courbe  d'in- 
tersection sera  une  hyper- 
bole. 

Par  l'axe  SV  (fig.  308), 
menons  un  plan  perpendicu- 
laire au  plan  sécant  :  ce  plan 
coupera  le  cône  suivant  les 
deux  génératrices  SG,  SH  et 
les  sphères  suivant  deux  cercles  qui  seront  tangents  aux 
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points  F,  F'  de  la  droite  A.I3,  iiiterseelion  des  deux  plans. 
Soit  M  un  point  de  la  courbe  d'intersection. 

Par  ce  point  passe  la  génératrice  MRSR'. 

Joignons  le  point  M  aux  deux  points  de  contact  F,  F'; 
on  aura,  comme  précédenmient  : 

MF'=MR',     MF  =  MR; 

d'où  MF'  — MF  =  MR'  — MR  =  RR'  =  AB. 

La  courbe  est  donc  une  hyperbole,  puisque  la  différence 
des  distances  de  l'ii7i  quelconque  M  de  ses  points  aux  deux 
points  F  et  F'  est  constante  et  égale  à  l'axe  transverse  AB. 
Les  intersections  DL,  D'L',des  plans  de  contact  des  sphères 
avec  le  plan  sécant,  déterminent  les  deux  directrices  de 
Thyperhole. 

640.  5°  Soit  une  sphère  tangente  au  cône  suivant  le 

cercle  TT'  (fig.  309),  le 
plan  sécant  étant  tangent 
en  F.  Supposons  que  l'in- 
terscction  du  plan  coupant 
avec  le  plan  qui  lui  est  per- 
pendiculaire et  qui  passe 
par  Taxe  soit  parallèle  à  la 
génératrice  SH.  Prenons 
un  point  M  de  la  courbe, 
et  soit  DE  l'intersection 
du  plan  coupant  avec  le 
plan  de  contact.  Il  est  évident  que  l'on  a  : 
MF  =  MR  =  ME. 

En  effet,  les  trois  droites  ME,  ST'et  SM  se  trouvent  dans 
un  même  plan.  Comme  ME  est  parallèle  à  ST',  les  trois 
points  E,  R,  T'  sont  en  ligne  droite.  Puisque  ST'=  SR, 
on  a  MR  =  ME,  les  deux  triangles  ST  R  et  MRE  étant 
semblables.  La  courbe  est  donc  une  parabole  ayant  pour 
foyer  F  et  pour  directrice  DE.  *3 
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Fig.  310. 


641.  Par  l'axe  du  cône,  menons  un  plan  perpendicu- 
laire au  plan  coupant,  et  soit  AB  l'intersection  de  ces  deux 
plan?,  SG,  SH  étant  les  deux  génératrices  du  cône,  situées 

dans  le  premier  plan  (Hg.  3 1 0). 
Désignons  par  a  l'angle  SAB, 
et  par  [3  l'angle  que  la  généra- 
trice fait  avec  l'axe.  D'  un  point 
quelconque  M  de  la  courbe, 
abaissons  une  perpendiculaire 
MP    sur   l'axe   AB  que  nous 
prendrons  pour  axe  des  x. 
Posons  AP  =  x,  MP  =  y, 
\  l'origine    des    axes    rectangu- 
laires étant  au   point  A.   Soit 
aussi  SA  ==d.  Si,  par  la  droite 
MP,  on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cône,  ce 
plan  coupera  celui-ci  suivant  un  cercle  dont  IK  sera  le   ] 
diamètre ,  et  l'on  aura  : 

MP'=:IPx  PK. 

Cherchons  les  valeurs  de  IP,  PK,  en  fonction  des  coor- 
données du  point  M  et  des  données  de  la  question,  qui  sont 
a,  (3  et  d. 

Le  triangle  API  donne  ; 

IP  :  x  =  sina  :  ces  p. 

Si,  par  le  point  P,  on  tire  une  parallèle  PQ  à  l'arête  SH, 
on  obtiendra  : 

PK  =  AE  —  AQ  =  2AD  —  AQ. 

Le  triangle  rectangle  SAD  fournit 

2ÂD  =  2rfsini3, 

et  le  triangle  obliquangle  APQ  donne 

AQ  :  X  =  sin  (a  -+-  2p)  :  ces  p. 
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Si  l'on  subsliluc,  il  vient 

cosp 

Connaissant  les  valeurs  de  IP  et  de  PK,  on  a  pour  l'cqua- 
lion  générale  des  sections  coniques  : 

2rfsinasin&  sin  asin  (a -+- 26) 

t/»  = ^  X \ ^  x\ 

ces  p  cos*[3 

«4».  Mais  on  a  vu  précédemment  (198)  que  Téquation 
générale  des  courbes  du  deuxième  degré  rapportées  à  leur 
axe  de  symétrie,  l'origine  étant  au  sommet  et  l'axe  des 
ordonnées  tangent  en  ce  point  à  la  courbe,  est 

y^  =  2px  -+-  qx^. 

La  première  de  ces  équations  doit  devenir  identique 
avec  la  seconde  pour  qu'elle  puisse  représenter  toutes  les 
courbes  du  2"""  degré  ;  de  sorte  que  l'on  doit  avoir 

dsinasin(3 


cos  p 

sinasin(a  -h  2|B) 
cos*|3 


(<), 


(2). 


Si  la  valeur  que  l'on  trouve  pour  a  dans  l'équation  (2) 
n'est  pas  absurde,  celle  qui  en  résulte  pour  d  dans  la  pre- 
mière ne  sera  pas  non  plus  absurde. 

Cbercbons  une  autre  forme  pour  l'équation  (2). 

On  sait  que 

cos 7  —  cosp  =  2  sin  i  {/)  -1-  </)  sin  ^  (p  —  q). 
En  posant     i{p  —  q)  =  a,     i{p  -f.  ry)  ==  a  -h  2^ , 
elle  donne  cos2p-cos(2a+2p)  =  2sinasin(a-H2p); 
d'où  cos  (2a  -+-  2p)  =.-2(1  -4-  q)  cos'|3  —  1 . 

Pour  l'ellipse,  q  est  négatif  et  <  I  ;  la  valeur  de  a.  ne  sera 
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jamais  absurde,  puisque  cos  (2a  -+-  2(3)  sera  toujours  com- 
pris entre  -h  1  et  —  1  :  ce  qui  prouve  que  l'on  peut  tou- 
jours couper  un  cône  donné  suivant  une  ellipse.  Pour 
l'hyperbole,  q  est  positif  et  >  1. 

Si  cos  (2a  -t-  2(3)  est  négatif,  a  est  toujours  réel  ;  mais, 
si  cos  (2a  H-  2(3)  est  positif,  il  faut  que  Ton  ait  : 

2(1  -+-7)cos^(3—  \  <  \; 
d  OU  cosp  < 


Va'' 


Comme 


\/a' 


C0S5, 


Ô  étant  l'angle  que   l'asymptote  de  l'hyperbole   fait  avec 
l'axe  de  cette  courbe  (479),  on  doit  obtenir 

cos(3<cos9,      c'est-à-dire     2p  >  25. 

On  voit  que  l'on  peut  couper  un  cône  donné  suivant  une 
hyperbole,  si  l'angle  2(3  des  deux  génératrices  SG,  SH,  est 
plus  grand  que  l'angle  des  asymptotes  de  l'hyperbole  ou  au 
moins  égal  à  celui-ci. 

Pour  la  parabole,  7  =  0.  On  a  donc 

sinasin  (a -4- 2p)  =0; 

a  ne  peut  pas  être  nul,  ce  qui  donnerait  yj  =  0. 

Il  faut  que  a  -h  2(3  <  360";  comme  on  ne  peut  pas  faire 
a  -f-  2(3=  0,  la  seule  valeur  de  a  qui  ne  soit  pas  absurde  est 

a-t-2p  =  180». 

On  voit  que  Imtersection  AB  du  plan  passant  par  l'axe 
du  cône  et  perpendiculaire  au  plan  sécant  doit  être  parallèle  | 
à  la  génératrice  SH  de  ce  cône  :  ce  qui  prouve  que  toutes 
les  paraboles  peuvent  être  placées  sur  un  cône  donné. 

Ainsi,  toutes  les  sections  coniques  sont  des  courbes  du 
2me  (jcgi-é^  et  réciproquement. 

©43.  Les  surfaces  cylindriques  sont  engendrées  par  une 
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Fig.  311. 


droite,  nommée  génératrice,  qui  se  meut  parallèlement  à  elle- 
même  en  passant  par  tous  les  points  d'une  liane  quelconrjne, 
donnée  de  grandeur  et  de  position,  nommée  directrice. 
Si  la  directrice  est  une  circonférence  de  cercle  el  que  les 

génératrices  soient  perpen- 
diculaires au  plan  de  ce  cer- 
cle, la  surface  engendrée  est 
un  cylindre  droit  de  révolu- 
tion; la  parallèle  aux  géné- 
ratrices passant  par  le  cen- 
tre du  cercle  est  l'axe  du 
cylindre. 

Soit  TT7r  (fig.  5H)  un 
cylindre  droit  de  révolution 
à  base  circulaire.  Soient  0, 
0',  deux  sphères  égales  lou- 
chant le  cylindre  suivant 
deux  grands  cercles  égaux 
et  parallèles. 

Supposons  que  le  plan  coupant  le  cylindre  soit  tangent 
à  ces  deux  sphères,  situées  des  deux  côtés  du  plan.  Par  l'axe 
du  cylindre,  menons  un  plan  perpendiculaire  au  plan 
sécant  :  ce  plan  coupe  le  cylindre  suivant  les  deux  généra- 
trices T/,  T7',  les  deux  sphères  suivant  deux  grands  cer- 
cles égaux  et  le  plan  sécant  suivant  la  droite  AB,  laquelle 
est  tangente  aux  deux  cercles  en  F  et  en  F'. 

Soit  M  un  point  de  la  courbe  d'intersection.  Joignons 
ce  point  à  F  et  à  F'.  Par  le  point  JVI  passe  la  génératrice 
NMN',  terminée  en  N,  N',  aux  cercles  de  contact.  On  a  : 

MF  =  MN',     MF=MN, 
MF -+- MF  =  MN' -^  MN  =  NN'     ou     MF-+-MF'  =  An, 

AF'  =  Xt      et  aue     BF'  =  AF  =  AT  ; 


/                          j 

T' 

^':""^:::: 
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^^   i\ 

til^ 
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puisque 
donc, 


et  que 
NN'  =  AB. 
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Fig.  312. 


La  courbe  d'intersection  est  telle  que  la  somme  des  dis- 
tances MF  -+-  MF'=  AB  de  ses  points  à  deux  points  fixes 
F,  F',  est  constante. 

644.  On  peut  trouver  directement  l'équation  de  la 
courbe  d'intersection. 

Supposons  que  le  plan  de  la  section  soit  perpendiculaire 
au  plan  de  deux  génératrices  qui  passe  par  l'axe  du  cylindre, 
et  soit  M  un  point  de  la  courbe.  Abaissons  de  ce  point  la 

perpendiculaire  MP=?/  sur 
Taxe  Alî;  plaçons  l'origine 
au  point  A,  et  soit  AP=:j;. 
Par  MP,  faisons  passer  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe 
du  cylindre  :  il  coupera  celui- 
ci  suivant  un  cercle  dont  le 
diamètre  EH=AC  =  2R. 
On  aura  évidemment 
(fig.  312)  : 

aïP*  =r  EP   X    PH. 

Si,  j5ar  le  point  P,  on  mène  une  parallèle  à  la  génératrice 
VH,  les  triangles  rectangles  AEP,  AGP  donnent 

EP  =  xsina     et     PH  =  2R  —  AG  =  ^2R  —  a:sina, 

«désignant  toujours,  comme  dans  le  cône,  l'angle  TAB 
que  fait  l'intersection  des  deux  plans,  c'est-à-dire  l'axe  de 
la  courbe,  avec  la  génératrice  du  cylindre. 
En  substituant  ces  valeurs  ,  on  trouve 

î/*=  2Rsina  .x  —  siti^a.o:*. 

On  voit,  par  cette  équation,  que  la  courbe  d'intersection 
d'un  cylindre  droit  avec  un  plan  est  toujours  une  ellipse. 

645.  Si  l'axe  du  cône,  c'est-à-dire  la  droite  unissant  le 
sommet  de  celui-ci  au  centre  de  la  circonférence  qui  lui 
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sert  de  bîise,  est  oblique  par  rapport  h  cette  dernière,  on 
dit  que  le  eone  est  oblique,  ainsi  que  l'axe. 

Si,  par  l'axe  d'un  cône  oblique,  on  fait  passer  un  plan, 
perpendiculaire  à  sa  base,  il  coupera  le  cône  et  sa  base  sui- 
vant un  triangle  que  l'on  nomme  la  section  principale. 
Soit  SGII  (fig.    315)   la   section  principale  d'un  cône 
t'ig.  313.  oblique,  GII  le  diamètre  du  cercle 

s     qui  lui  sert  de  base,  et  SG,  SFI,  les 
deux  génératrices. 

Coupons  le  cône  par  un  plan  per- 
pendiculaire ù  cette  section,  et  sup- 
,D  posons  que  la  courbe  d'intersection 
soit  un  cercle  dont  AB  est  le  dia- 
^  mètre.  Si,  par  un  point  quelconque 
P de  l'intersection  deces  deux  plans 
jn  perpendiculaires,  nous  élevons  une 
perpendiculaire  à  la  section  princi- 
pale, celte  perpendiculaire  sera  contenue  dans  le  second 
plan,  et  elle  rencontrera  en  un  point  M  la  section  circulaire 
qui  a  pour  diamètre  AB;  de  sorte  qu'on  aura  : 

mP'  =  AP  X  BP. 
Par  la  perpendiculaire  MP  au  plan  SGH,  menons  un 
plan  parallèle  à  la  base  circulaire  du  cône;  ce  sccot)d  plan 
coupera  le  cône  suivant  un  cercle  dont  CD  est  le  diamètre. 
La  perpendiculaire  MP  au  plan  SGH  est  aussi  perpendicu- 
laire à  CD;  comme  ce  cercle  passe  aussi  par  M,  on  obtient 
également 

MP*=CPxPD; 
d'où  l'on  tire         AP  x  BP  =  CP  x  PD. 

Les  deux  triangles  APC  et  PDB  sont  semblables;  les 
angles  SBA,  SCD,  SGII  sont  égaux  entre  eux. 

Donc,  si  le  j)lan  coupant,  j)erpendieulaire  à  SGH,  est  tel 
que  ces  angles  soient  égaux ,  la  seconde  section  sera  aussi 
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lin  cercle  :  c'est  à  celte  section  et  à  toutes  ses  parallèles 
que  l'on  a  donné  le  nom  de  sections  anti-parallèles  à  la 
base.  11  est  évident  que  les  deux  cercles  dont  CD  et  AB 
sont  les  diamètres  appartiennent  à  une  même  sphère , 
ainsi  que  le  cercle  qui  passe  par  les  extrémités  A,  B,  C,  D, 
et  qui  est  un  grand  cercle  de  cette  sphère. 

«4«.  Cherchons  l'équation  de  la  section  d'un  cône 
oblique  à  base  circulaire  par  un  plan. 

Soit  SGH  la  section  principale  du  cône  oblique,  perpen- 
diculaire au  plan  coupant. Désignons  par  AB  l'intersection 
de  ces  deux  plans,  par  0  l'angle  des  deux  génératrices  SG, 
SH  de  la  section  principale.  Soient  les  angles  SGH  =  y 
et  SAB  =  a.  Faisons  AS  =  d  (fig.  31 3). 

Par  un  point  M  de  la  courbe  d'intersection,  abaissons 
la  perpendiculaire  MP  =  y  sur  AB,  et  soit  AP  =  x,  l'ori- 
gine des  axes  rectangulaires  étant  en  A. 

Par  la  droite  MP,  menons  un  plan  parallèle  à  la  base  du 
cône;  la  section  sera  un  cercle  ayant  CD  pour  diamètre, 
et  l'on  aura 

Mp'=cp  X  pd! 

Le  triangle  ACP  donne  : 

CP  :  a;  =  sina  :  sin^. 

Par  le  point  P,  traçons  PI,  parallèle  à  SH,  et  AE,  parallèle 

à  GH.  On  obtient 

PD  =  lE  =  AE  —  AI. 

Les  iFÎangles  SAE,  API  fournissent  les  proportions  : 
AE  :  (/  =  sine  :  sin('x  -+-  ô), 
AI  :  X  =  sin  (a  -^  o)  :  sin  {<y  -t-  0). 

En  remplaçant  CP  et  PD  par  leurs  valeurs,  on  obtient 
pour  l'équation  de  la  courbe  d'intersection  : 

rfsinasine  sin  a  sin  (a -»- e) 


y 


sinysin(r -t- e)  sinysin(r -t- 0) 
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Nous  ne  nous  airèu-rons  pas  à  la  discussion  de  celle 
é(jualion,  (|ui  ne  présente  aucune  difficulté. 

Appiicutlons. 

«47.  Problème  I.  Décrire  d'un  mouvement  continu  une 
section  conique  passant  par  cinq  points  donnés.  Déterminer 
géométriquement  le  genre  et  les  éléments  de  cette  courbe. 

Soient  A,  B,  C,  D,  E  les  cinq  points  donnés  (fig.  514). 
Traçons  la  droite  AB,  et  unissons  le  point  C  aux  points  A 
et  B.  Supposons  que  les  deux  angles  CAX,  CBX  restent 

Fig.   314. 


'M 

constants,  et  qu'ils  lournent  autour  de  leurs  sommets  res- 
pectifs A  et  B.  Faisons  mouvoir  ces  angles  de  manière  que 
les  côtés  AC,  BC  passent  par  le  quatrième  point  donné  D  : 
les  deux  autres  côtés  se  couperont  en  un  point  R.  Ces 
angles  restant  constants,  faisons  passer  de  même  les 
deux  côtés  AD,  BD  par  le  cinquième  point  E  :  les  deux 
autres  côtés  se  couperont  en  un  point  R'  de  la  droite 
RR',  qui  pourra  servir  de  directrice  pour  le  tracé  de  la 
conique,  puisqu'il  suffira  de  joindre  un  point  quelconque  I 
de  celte  droite  aux  points  A  et  B,  et  de  construire  en  ces 
points,  d'un  même  côté,  deux  angles  égaux  aux  angles 
CAX,  CBX  :  l'intersection  des  deux  autres  côtés  de  ces  an- 
gles déterminera  un  point  de  la  conique.  Ainsi  qu'on  Ta  vu, 
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Fig.  31S. 


Fig.  316. 


si  l'un  des  deux  côtés  de  l'angle  (3  passe  par  A,  l'autre  cou- 
pant la  directrice  en  K,  tandis 
que  l'un  des  deux  côtés  de 
l'angle  a  passe  aiissi  par  K, 
le  second  côté  AT  est  évidem- 
ment tangent  en  A;  il  en  est 
de  même  pour  l'angle  B.  On 
peut  donc  construire  facile- 
ment les  tangentes  en  A ,  B, 
comme  aussi  en  C  (fig.  315). 
Soient  AT,  BT',  CT"  les  trois  tangentes  que  l'on  sait 

trouver  aux  points  A,  B,  C 
(fig.  316).  Si  l'on  joint  les 
points  de  rencontre  R,  S  de 
ces  tangentes  aux  milieux  M, 
M'  des  cordes  de  contact,  ces 
droites  RM,  SM'  se  coupe- 
ront en  un  point  0,  qui  sera 
le  centre  de  l'ellipse  ou  de 
l'hyperbole  :  la  courbe  sera 
une  parabole  si  les  deux  droites 
sont  parallèles. 

1°  Dans  le  cas  où  le  point  0 
et  le  point  de  rencontre  des  tangentes  sont  situés  d'un  même 
côté  de  la  corde  de  contact  BC,  la  courbe  est  une  hyperbole. 
2"  Si  la  droite  BC  sépare  le  point  0  et  le  point  de  ren- 
contre R  des  tangentes,  la  courbe  est  une  ellipse.  Pour 
construire  celle-ci,  menons,  parle  centre  0,  une  parallèle 
OR'  à  la  corde  de  contact  BC,  et  prenons  OM  et  OR'  pour 
diamètres  conjugués.  On  aura,  d'après  les  propriétés  de  la 
tangente  : 

OM  X  OR  =  a'* ;     d'où     a'  =  V^OM  x  OR; 


de  même , 


h'  =  V/OX  X  OR'. 
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Fig.  317. 


Connaissant  de  grandeur  et  de  position  les  diamètres 
conjugués  2a',  W  et  l'angle  ROR'  qu'ils  l'ont  entre  eux,  on 
pourra  construire  la  courbe. 

Lorsque  celle-ci  est  une  hyperbole,  on  détermine,  comme 
il  vient  d'être  dit,  deux  diamèlres 
conjugués,  puis  les  asymptotes 
et  ensuite  les  axes. 

3"  Si  les  droites  RM,  SM'  sont 
parallèles  (fig.  317),  la  courbe 
est  une  parabole;  pour  obtenir  le 
foyer  F,  il  suffît,  aux  points  de 
contact  C  et  B,  de  construire  les 
angles  RCF=1CP,  RBF=SBQ, 
les  droites  CP,  BQ  étant  paral- 
lèles à  l'axe  de  la  parabole,  c'est- 
à-dire  à  R!M.  En  prolongeant  BQ 
d'une  longueur  BD  =  BF,  et  en  élevant  au  point  D  la  per- 
pendiculaire DE,  on  aura  la  direcirice, 

048.  Problème  II.  Construire  une  courbe  du  2'"^  degré, 
connaissant  trois  tangentes  et  le  foyer  (fig.  318). 

Soient  T,  T',  T"  les  trois  tangentes  et  F  le  foyer.  De  ce 

point,      abaissons 
K  sur  ces  droites  les 

perpendiculaires 
FH,  FH,  FIl';si 
les  trois  pieds  H, 
H',  H"  ne  sont  pas 
en  ligne  droite,  la 
courbe  est  une  el- 
lipse ou  une  hy- 
perbole ,  et  s'ils 
sont  en  ligne 
droite ,  c'est  une 
parabole. 


Fig.  318. 
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Fig.  319. 


Traçons  la  circonférence  qui  passe  par  H,  H',  H":  le 
centre  de  celte  circonférence  déterminera  celui  de  l'ellipse 
ou  de  l'hyperbole,  et  son  diamètre  sera  le  grand  axe  de 
l'ellipse  ou  l'axe  transverse  de  l'hyperbole;  les  deux  foyers 
seront  connus. 

En  prolongeant  FH'  d'une  longueur  H'K,  égale  à  la 
première,  et  en  joignant  F'  à  K,  le  point  M  appartiendra  à 
l'ellipse  ou  à  l'hyperbole  suivant  qu'on  aura 

F'M  ±  FM  =  2a. 

649.  Problème  III.  Construire  une  courbe  du  2""  degré, 
connaissant  le  foyer  F  et  trois  points  A,  B,  C. 

Soient  A',  B,  C,  F  (fig.  519),  les  positions  des  trois  points 

et  du  foyer.  La  bissectrice  FD 
de  l'angle  AFH,  extérieur  au 
triangle  ABF,  fera  connaître, 
par  sa  rencontre  en  D  avec 
la  droite  AB,  un  point  D  de 
la  directrice.  De  même,  la 
bissectrice  FE  de  l'angle  AFI, 
extérieur  au  triangle  ACF, 
par  sa  rencontre  en  E  avec 
la  droite  AC,  déterminera  un 
deuxième  point  E.  La  direc- 
trice et  le  foyer  étant  connus,  on  trouve  autant  de  points 
de  la  courbe  qu'on  en  veut. 

Si  la  distance  AR  du  point  A  à  la  directrice  DE  est  plus 
petite,  plus  grande  que  AF,  ou  égale  à  cette  quantité,  la 
courbe  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole. 

Sous  le  point  de  vue  analytique,  le  problème  ne  présente 
aucune  difficulté.  On  a,  en  effet,  pour  l'équation  des 
courbes  du  2""°  degré  par  rapport  à  leurs  directrices  et  à 
leurs  foyers  (228)  : 

(x  -  af  +  (y  -  pY  =  [fy  +  gx  +  hf. 


I 
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Si  l'on  désigne  par  a,  6,  «',  6',  a",  h"  les  coordonnées 
des  trois  points  donnés,  et  par  ^,  <?',  5"  les  distances  de  ces 
points  au  foyer,  on  obtiendra  : 


(?  = 

=  =t  (//^  -+-  3«  + 

h), 

8' 

=  ±(A6' 

-+-(/a' 

+  /0, 

è" 

=  ±  {/-t" 

^  ija 

'  +  h). 

Tous  les  points  de  l'ellipse  et  de  la  parabole  sont  situés 
d'un  même  côté  par  rapport  à  l'une  des  directrices, 
tandis  que  dans  l'hyperbole  tous  les  points  de  la  courbe  ne 
se  trouvent  pas  d'un  même  côté  de  ces  droites ,  puisque 
chaque  directrice  est  située  entre  les  deux  branches  de  la 
courbe.  Des  quatre  solutions  indiquées  par  ce  système, 
trois  sont  des  hyperboles,  et  la  quatrième  est  une  ellipse, 
ou  une  hyperbole  ou  une  parabole. 

©50.  Problème  IV.  Connaissant  cinq  tangentes  à  une 
courbe  du  2"""  degré,  construire  la  courbe  (fig.  320). 
Soient  A15,  BC,  CD,  DE,  AE  les  positions  relatives  de  ces 
cinq  tangentes.  La  courbe  ne 
peut  être  qu'une  ellipse  ou  une 
hyperbole,  la  parabole  pouvant 
être  soumise  seulement  à  qua- 
tre conditions. 

On  déterminera,  au  moyen  du 
théorème  de  Brianchon  (352), 
les  points  de  contact  f,  t\  t"  de 
ces  tangentes  avec  la  courbe. 
Le  centre  de  celle-ci  est  donné  par  l'intersection  des  droites 
qui  unissent  les  milieux  des  distances  de  deux  couples  de 
tangentes.  Connaissant  les  points  de  contact  t,  t',  l"  de  trois 
tangentes,  on  déterminera  la  courbe  comme  précédemment. 


Fig.  320. 
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CHAPITRE    XXXIIl. 

VSAGR   DR.4  COUKBl!:». 

651.  On  peut  toujours  considérer  une  équation  quel- 
conque du  degré  m 

Aa:™ -f- Bx*"-*  H- Cx""-*  H -+.  Va; -+- T  =  0     .     (i), 

comme  étant  le  résultat  de  l'élimination  d'une  variable  y 
entre  deux  équations,  l'une,  du  premier  degré  en  x  et  en  y, 
et  l'autre  f(x,  y)  =  0,  du  degré  m,  m  étant  entier  et 
positif. 

Si  l'équation  du  degré  m,  qu'il  s'agit  de  résoudre,  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

*  (x)  =  M'  (x) , 
et  que  y  =  ^(x)     et     î/  =  T  (x) 

soient  des  courbes  faciles  à  construire,  il  est  évident  que 
les  points  d'intersection  de  ces  courbes  seront  des  racines 
de  l'équation  (1). 

Le  système  des  deux  équations 

y  =  'p{x)    et    y  =  ^'  (x) 

peut  être  quelconque,  pourvu  que  l'élimination  de  l'or- 
donnée entre  ces  deux  équations  reproduise  (1).  Ces  équa- 
tions, qui  sont  évidemment  d'un  degré  inférieur  à  m, 
doivent  représenter  des  courbes  faciles  à  construire,  d'un 
mouvement  continu  ou  par  points. 
65».  La  courbe 

y  =  ï  ^-  Vx  H 1-  Cx"*-*  -f-  Bx'"-'  ■+-  Ax"' 

est  une  parabole  du  degré  m.  Si  l'on  construit  celte  courbe 
par  points,  les  racines  de  cette  équation  donneront  les  points 
de  rencontre  de  la  courbe  avec  l'axe  des  x  ou  y  =  0. 
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«53.   La  résolution  de  réqualion 

a-^  -H  «X  H-  6  =  0 

ne  présente  aucune  dinieiilié;  c'est  pourquoi  nous  passe- 
rons à  I  équation  du  3'""  degré 

x'  -f-  «X  H-  6  =  0. 

Celle-ci  revient  au  système 

(  ^y  =  ^'. 

(  Kxy  -+-  ax  -+-  6  =  0 , 

qui  représente  une  parabole  et  une  hyperbole  faciles  à 
construire.  L'intersection  de  ces  deux  courbes  fera  con- 
naître, par  son  abscisse,  au  moins 
une  des  racines  réelles  de  l'équation 
précédente. 

On  peut  encore  considérer  cette 
équation  comme  provenant  du  sys- 
tème 

(  y  =  ^\ 

I  t/  -4-  ax  M-  6  =  0. 

[.a  première  de  ces  équations  re- 
présente une  parabole  cubique  que 
l'on  peut  construire  par  points  (fîg.  321).  L'intersection 
de  cette  courbe  avec  la  droite 

y  -\-  ax  -+-  b  =  i) 

fera  connaître  les  trois  racines  réelles  de  l'équation  pro- 
posée, ou  au  moins  une  de  celles-ci. 

654.  Soit  à  résoudre  l'équation  du  4""  degré 

X*  -4-  ax*  -4-  6x  -+-  c  =  0. 

Construisons  les  deux  courbes  représentées  par  les  deux 
équations 

X-  =  K//     cl     (x  -  a)*  -+-(:!/  —  py  =  R*, 
c'csl-à-dire  une  parabole  et  un  cercle. 


/ 
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En  développant  et  en  substituant,  il  vient  ; 
X*  -h  (K'  —  2pK)  x^  —  2aR^x  -4-  (a^  +  [5^  —  R2)  K^  =  0. 

Les  deux  équations  devant  être  identiques,  on  a  : 
K(K.  — 2p)  =  a,      2aK^=  — 6      et      («^ -»- ^^  —  R^)  K^  =  c. 

En  faisant  K  =  1,  les  valeurs  de  a,  de  (3  et  de  R  seront 
déterminées.  L'intersection  du  cercle  et  de  la  parabole  fera 
connaître  les  racines  réelles  de  l'équation  proposée. 

655.  Le  problème  de  la  duplication  du  cube  peut  se  ré- 
soudre par  l'intersection  d'une  parabole  avec  une  hyperbole. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  a  le  côté  du  cube  donné,  et 
par  X  celui  du  cube  inconnu,  on  obtient  l'équation 

x^  =  2a^ 
qui  peut  être  considérée  comme  provenant  de  xy  =^a^  et 
de  ^ay  =x''^,  ou  bien  encore  du  système 
a^y  =  x^     et    y  =  2a. 

Le  système  le  plus  simple  est 

x^  =  ay,     x^  -t-  î/^  =  ay  -\-  2ax , 
c'est-à-dire  un  cercle  et  une  parabole. 

Enfin,  le  problème  qui  consiste  à  trouver  deux  moyennes 
proportionnelles  entre  deux  droites  données  a  et  h  revient  à 
la  construction  de  deux  paraboles,  ou  mieux,  à  la  construc- 
tion d'un  cercle  et  d'une  parabole. 

On  a,  en  effet,  les  proportions  : 

a:  X  =  X  :  y,     x  :y  =  y  :b; 
d'où      x*  =  ay,    y^  =  bx     et     x^  -\-  y'^  =  ay  -^  hx , 
intersection  du  cercle,  représenté  par  cette  équation,  avec 
la  parabole. 

C'est  pour  résoudre  ce  problème  que  Diodes  avait  trouvé 
la  cissoïde,  dont  nous  avons  donné  la  construction  (377). 

La  résolution  de  tous  ces  problèmes  ne  présente  plus 
aujourd'hui  aucun  intérêt. 

FIN  DE  LA  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  PLANE. 
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NOTE  I. 

(Voir  Courbes  focales.  pagC  241.) 

I.  On  peut  retrouver  facilement  l'équalion  générale  des  coniques,  en 
soumettant  à  l'analyse  les  propriétés  exposées  dans  la  théorie  des  foyers 
et  des  circonférences  focales,  et  prouver  directement  l'existence  de  ces 
circonférences,  comme  on  va  le  voir. 

Les  deux  sommets  C  et  F  du  quadrilatère  mobile  CFMT  sont  fixes.  La 
somme  des  deux  calés  FM-+-MT=:/'esr  constante,  ainsi  que  le  côté  CT=R. 


l'angle  C'I'M  étant  droit.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  sommet  M  de  ce 
quadrilatère. 

Prenons  des  axes  reclangulaires  OX,  OY. 

Soient  respectivement  (a,  6),  (w,  n),  (j-,,  i/i)  les  coordonnées  des  points 
C,F,  M. 


690  NOTES. 

ielz  représenlanl  les  longueurs  variables  MT  et  MF,  on  a  les  équations  : 

t  +  zr=f (1), 

t^  =  (y^  —  b)* -^  {x^  -  a)' -  n^ (2), 

z^  =  {y,  —  n)*-i-{x,  —  mf (3). 

Si  l'on  élimine  les  variables  t  et  s  entre  deux  de  ces  équations,  et  que 
l'on  substitue  leurs  valeurs  dans  la  Iroisiènne,  on  obtient,  pour  le  lieu 
décrit  par  le  point  M,  l'équation 

[(n  -  br  -  r]  y:  -+-  2  (m  -  «)  («  -  b)  x,y,  -t-  [{m  -  «)«  -  p]  x] 

dans  laquelle  2K*  =  o*  -i-  6«  -4-  /^  —  R«  -  m*  —  n^. 

En  faisant  n  =  0,  6  =  0,  R^a  =  p,  m  =  /'=  ^  -♦-  -  ^^t  —  q,  dans 
cette  équation  générale,  qui  représente  toutes  les  courbes  du  2''  degré, 
on  retrouve  l'équation  de  l'ellipse 

y]  =  ^PX,  —  qx\ , 

comme  on  peut  s'en  assurer  directement. 

11.  On  donne  deux  droites  fixes  OX,  OY  (fig.  107),  qui  font  entre  elles 
un  angle  y.  À  des  distances  OK  =a  e(  OF'=b,  on  mène  les  parallèles 
KL  et  F'R'  à  la  droite  OY.  Le  càié  P^H  du  quadrilatère  mobile  PjHTM 
est  perpendiculaire  aux  deux  droites  KL  et  F'R'.  Le  côté  HT  =  R,e< 
l'angle  T  est  droit.  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  sommet  M  de  ce  qua- 
drilatère, sachant  que  MP^  -4-  MT  =  s ,  et  que  le  point  M  doit  constam- 
ment se  trouver  sur  la  droite  M'P,  parallèle  à  OY,  P  étant  l'intersection 
du  côté  mobile  P._,H  avec  la  droite  OX.  (Voir  n»  216,  page  232.) 

En  désignant,  comme  précédemment,  par  l  et  par  s  les  côtés  variables 
MT  et  MPj,  par  Xi,  y,  les  coordonnées  du  point  M,  on  a  les  équations  : 

t-i-z  =  s (1), 

R^^l^  =  yl-i-{x,-afsin^r ('^), 

s*  =  jy^ -+- (6  —  a;,)*  sin*  r (3). 

On  trouve,  pour  le  lieu  demandé,  l'équation 

2  [(6  —  a)  K*  -+-  as'']  sin*  r  fs^  —  (b  —  a)*  sin*  y' 


y'  =  — = : X 

^'  s 


Fs^  —  (b  —  a)*  sin*  r~\ 

l 7' J^: 

R*  +  (Rî  _  a'  sin*  r)- 


Si  l'on  fait,  dans  celle-ci,a=-4r.  ft  =  ^-^-T^,^^sin*r—9',R  =  ^; 
,!}  =  /■'= -^  (sin 'X-+- i^sin^^— g'),  on  trouve,  après  les  réductions, 

y]  =  ^p'x,-q'x], 
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ce  qu'il  est  facile  d'établir,  en  partant  des  équations 

p'*  (        p'  \* 

-f-  /*  =  t/î  -*-  Lr, — —     sin»  y, 


%m*y  \  siii*'y 

-s*  =  i/i  -+-     -. -ï,  )  sin*  r- 

111.  On  donne  deux  droites  fixes  OX,  OY  (fig.  108),  qui  font  entre  elles 
un  aittjle  y.  A  une  distance  OF  =  ^a'*»'"*/  '»'*  ^  on  mène  une  droite  FR, 
parallèle  à  OY.  Le  côté  P,H  dti  quadrilatère  mobile  P,HTM  est  perpendi- 
culaire aux  deux  droites  OY  et  FR  ;  le  côté  HT=b',  et  l'angle  T  est  droit. 
Cherchvr  le  lieu  décrit  par  le  sommet  M  de  ce  quadrilatère,  sachant  que 
MP,  -+-  MT  =  a' sin  y,  et  que  le  point  M  doit  constamment  se  trouver  sur 
la  droite  PM',  parallèle  à  la  droite  OY,  P  étant  l'intersection  de  la  droite 
OX  avec  le  côté  mobile  P,H.  (Voir  page  2j8,  n»  219.) 

Ou  a  les  équations  : 

< -+- 5  =  a'sin  r (1), 

6'*  -i-  i^  =  ijl^  x\  sin»  r (2), 


z*  =  y]-^-{ ~ xA  sm*r     .     .    .     (3). 

V  sin  r  I 

On  obtient,  pour  le  lieu  décrit  par  le  point  M ,  l'équation 

a'hj\  -t-  b'^x\  =  a'^b'*, 

qui  représente  l'ellipse  rapportée  à  ses  diamètres  conjugués,  l'origine 
étant  au  centre  de  cette  courbe. 
IV.  On  a,  do  même,  d'après  la  construction  indiquée  au  n"  219,  page  257, 

aig.  108)  : 

MP, -4- MPJ  =  2a'sinr• 
Les  deux  triangles  rectangles  MPP,    el   MPP,  donnent,  en  faisant 

OP,  =  j-,,MP  =  j/,  :  

-,  rVa'^sm^r—b'*  T  •  , 

*  L  suiy  J 

_,         ,      r»/a"sin«r-ft"  T  ■  ,    . 

MP,  =  j/î  -+-    r- •  -  a^i     su»*  y; 

'  L  sin  y  J 

d'où  l'on  lire  l'équation 

a'^y\  -+-  b'^xl  =  a'*b'*, 

qui  est  bien  celle  de  l'ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  diamètres 
conjugués. 


MP„ 
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NOTE  II. 

(A  la  fin  de  la  page  543.) 
i^quation  polaire  de  l'hyperbole. 

L'équation  polaire  de  l'hyperbole  s'obtient  loul  à  fait  de  la  même 
manière  que  celle  de  l'ellipse. 

Désignons  par  2c  la  distance  des  deux  foyers  F,  F',  et  par  p,  p\  les 
deux  rayons  vecteurs  FM,  F'M  (fig.  240).  En  plaçant  le  pôle  au  foyer  F, 
(a>  étant  égal  à  l'angle  MFX,  on  a  : 

p'*  =  p^  -H  Ad*  -4-  4cfi,cos  w , 

p'— p=;2a; 
don 

a 


a 

1 cos  w 

c 


et  p 

?—- ' 

1  —  e  cos  w 

SI  Ion  fait— =p  et  -=e. 

Posons  1  —  e  cos  »  =  0;  on  en  lire  p  =  oo , 

\       a  a 

cos  »  :=  -  =  - 


ce  qui  prouve  que  le  rayon  vecteur  est  parallèle  à  Vune  des  asymptotes. 


ERRATA. 


l'âge     'd,  ligne   6,  en  remontant,  au  lieu  de  . 

—  13,    —      i,  au  lieu  de  :  sin  51",  lisez 

—  49.    —    23,  en  remontant,  au  lieu  de 

—  6!^,    —    46,  —  — 

—  73.     -    ii,  —  — 


«i, 

ilO, 
121, 
127, 
131, 
162, 

16;;, 
173, 
187, 
187, 
188, 
213, 
222, 

232, 
243, 
2S0, 
280, 
250. 

256, 
288, 
344, 
346, 
385, 


CM ,  lisez  :  CM  . 
sin  15". 

à  niveau ,  lisez  :  de  niveau. 
I  eiangle ,  lisez  :  Le  triangle, 
en  remplaçant  par  les  valeurs  qui 
précèdent  sin  *,  etc.,  lisez  :  en  remplaçant  sin  j,  etc.,  par 
les  valeurs  qui  précèdent. 
10,  en  remontant,  au  lieu  de  :  celte  hémisphère,  lisez  :  cet  hémi- 
sphère. _ 

cV^n,  lisez  :  n. 

identique  à,  lisez  :  identique  avec. 

WW''.  lisez :WW'\ 


—    24,  en  remontant,  au  lieu  de 


10, 
20, 
23, 


v' 


y 


—  ^-,  lisez  :^. 

X  X' 

—  à  la  résolution,  lisez  :  à  la  démon- 


stration. 
5,  en  remontant,  au  lieu  de  :  BD  divisé,  hsez  :  BD,  divisé. 


22,  - 

10, 

17, 

20,  - 

8,  —  supprimez 

22,  —  au  lieu  de 

(a,  b). 

3,  en  remontant,  au  lieu  de 
28,  - 

8,  -  - 

iO,  - 

12, 


—  supprimez 

—  au  lieu  de 
son  mouvement. 

5,  en  remontant,  au  lieu  de 
18, 


X ,  lisez  :  en  x. 
et  de  (2),  lisez  :  et  dans  (2 . 
et  dans  b.  lisez  :  et  de  b. 
méthodes,  lisez  :  méthode. 
:le. 
les  points  a  et  b,  lisez  :  le  point 

Y,  lisez  :  y. 

qui,  lisez  :  lesquels. 

poin,  lisez  :  point. 
:  et. 
:  dont  son  mouvement,  lisez  :  dans 


-.il.  y 
à  tenir. 


19, 
4, 

27, 


H-  c',  lisez  : 

—  de  tenir,  lisez 
l/H%«-t-2;»x-+-r/.  lisez  :  ^  Vn*x*-^'-2px-^q. 

au  lieu  de  :  celles  des,  lisez  :  les. 

—  ce  qui  indique  que,  lisez  :  on  voit 


que. 
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Page  379,  ligne   2,  en  remontant,  au  heu  de  :  une,  lisez  :  un. 

—  380,  ligues  iO  et  19,  en  remontant,  au  lieu  de  :  une,  lisez  :  un. 

—  427,    —      8  et  13,  —  —        quadrans ,  lisez  :  quadrants. 

—  431,  ligne  21,  en  remontant,  au  lieu  de  :  y*  = ,  lisez  :  y^  =. 

—  43S,    —    13,  —  supprimez  :  BPM. 

—  440,    —      5,  —  au  lieu  de  :  y,  lisez  :  y. 

—  44S,    —      8,  —  après  :  axe  radical,  remplacer  le  reste  de 

l'énoncé  par  ce  qui  suit  :  le  cercle  qui  passe  par  P  et  qui 
coupe  ceux-ci  orthogonalement,  est  le  lieu  réciproque  du 
point  P. 

:  qui,  lisez  :  lesquels. 

Cette  corde,  lisez  :  Ce  cercle. 

elle,  lisez  :  il, 

et  a,  lisez  :  b  et  a. 

l'hypothénuse,  lisez:  l'hypoténuse. 

hyberbole,  lisez  :  hyperbole. 

sera  grand,  lisez  :  sera  plus  grand. 

autres,  lisez  :  autres  points. 

la,  lisez  :  le. 

quatres,  lisez  :  quatre. 


445, 

— 

18,  en  remontant,  au  lieu  de 

4S0, 

— 

3,           -                  - 

451, 

— 

19,           -                  - 

465, 

— 

13,           -                  - 

547, 

„. 

19, 

547, 

— 

25,           -                 - 

561, 

— 

21,           -                  - 

583, 

— 

17,           -                   — 

598, 

— 

6,           —                  - 

631, 

— 

14,           —                  — 
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